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SUR LA DÉTERMINATION GRAPHIQUE DES AXES PRINCIPAUX

DES COURBES ET DES SURFACES DU SECOND ORDRE;

PAR M. PAUL SERRET.

Extrait d'un ouvrage inédit (*).

I. Étant donnés trois points A, B, C et le centre O
fVune conique, les directions des axes principaux de la
courbe se peuvent déterminer à priori de la manière sui-
vante.

Prenant les points milieux A\ B', C' des côtés du
triangle ABC, et le point de concours H' des hauteurs du
triangle résultant A'B'C', on mène la droite OH', et Ton
détermine le point de concours F des sj métriques de cette
droite par rapporta deux quelconques des côtés du triangle
A'B'C. Les bissectrices de l'angle

OH', OF

fournissent les directions cherchées.

IL De même, étant donnés le centre O d'une conique

(*) Géoméuie de Direction (sous presse); Gauthier-Villars, éditeur.
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èt Vun dé ses triangles conjugues ABC, si l'on déter-
mine le point de concours H des hauteurs de ce triangle,
et que, menant la droite OH, on construise le point de
concours F des symétriques de cette droite par rapport à
deux quelconques des côtés du triangle ÀBC : les axes
principaux de la courbe seront dirigés suivant les bis-
sectrices de l'angle

Observation. — Les rayons menés, du point 0 , aux
sommets du triangle, et les parallèles à ses côtés, is-
sues du même point, font trois couples de diamètres
conjugués de la courbe, ou trois couples de rayons con-
jugués d'un faisceau en involution. Deux de ces couples
suffisent d'ailleurs pour définir ce faisceau dont les rayons
conjugués, perpendiculaires entre eux, fourniront en-
suite les axes que l'on cherche : et telle est la solution
normale du problème. Celle que l'on vient de donner,
assez irrégulière au point de vue de la démonstration,
offre pourtant un exemple de ce que devraient être
la plupart des constructions, et ce qu'elles sont si rare-
ment; c'est-à-dire dégagées de tout superflu et capables
de tirer, des seules données de la figure, toutes les lignes
nécessaires à la détermination de l'inconnue. Le principe
que nous y avons employé se retrouvera d'ailleurs dans
le problème suivant, qui est un peu moins facile, et dont
on ne connaît encore qu'un très-petit nombre de solu-
tions.

III. PROBLÈME, — Construire les directions des axes
principaux d^un ellipsoïde défini par trois diamètres
conjugués oa^ ob, oc,

\. Soient
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l'équation de la surface rapportée aux diamètres don-
nés; et

i' m [ax 4- « ' / -f- OL"ZY -f- n (p.v -h $y -f-

( i ' )

i'

i') j

l'équation de la même surface rapportée à trois plans dia-
métraux conjugués quelconques

Quels que soient ces derniers, comme le terme indé-
pendant des variables est le même dans les deux équa-
tions (i), (i'), leurs premiers membres doivent être iden-
tiques. On a donc identiquement

y2 z2

- + -

vt les équations

représentent une seule et même surface : un conejîxe,
réel ou imaginaire ; asymptote a la surface proposée, si
celle-ci est un hyperboloïde, et dont la trace sur un plan
déterminé quelconque est une conique fixe

(3) j?iA

conjuguée à chacun des triangles A'B'C' qui résultent
de la section, par le plan que l'on aura choisi, de trois
plans diamétraux conjugués de la surface primitive.

Or, si Ton considère, en particulier, la trace du cône ( r )
ou (2') sur l'un des plans tangents
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de la surface, la conique résultante est représentée par
l'équation

-+^-f- 1=0
a2 ù7 '

OU

(3') — — — — T

Si d'ailleurs on coupe la surface proposée (i) par le
plan diamétral parallèle

la section résultante est

Les courbes (3') et (4) forment donc l'un de ces sys-
tèmes de deux coniques que l'on nomme conjuguées,
parce que, transportées dans un même plan et autour du
même centre, les diamètres réels de l'une servent de me-
sure aux diamètres imaginaires de même direction dans
l'autre. Et l'on peut énoncer ce théorème :

Les traces, sur un même plan tangent d'une.surface du
second ordre, de trois diamètres conjugués quelconques
de la surface sont les sommets d* autant de triangles
conjugués à une même conique ayant pour centre le
point de contact du plan tangent considéré, égale en
outre et homothétique à la conique conjuguée de la sec-
tion déterminée dans la surface par le plan diamétral
parallèle.

2. La proposition réciproque est également vraie :
les diamètres menés du centre de l'ellipsoïde aux som-
mets de l'un quelconque des triangles conjugués à la
courbe précédente font toujours trois diamètres conju-
gués de la surface.



f356 )
3. En particulier, les traces de trois diamètres conju-

gués quelconques d'un ellipsoïde, ou d'un hyperboloïde
à deux nappes, sur le plan tangent mené par Vun des
ombilics, sont les sommets d'autant de triangles con-
jugués à un même cercle et dont les trois hauteurs se
croisent en cet ombilic.

On sait que les questions relatives aux figures à trois
dimensions se peuvent traiter de deux manières duré-
rentes ; soit dans l'espace même où ces figures sont tra-
cées; soit, dans le plan, par une réduction préalable de
la question en une autre où n'interviennent plus que deux
des trois dimensions de l'étendue. Le théorème que l'on
vient d'établir réalise cette réduction du problème solide
en un problème plan, pour la plupart des questions re-
latives aux diamètres conjugués des surfaces du second
ordre. » ,

4. Revenons à notre problème; et soient OÖ, ob, oc
ou a, b, c les trois diamètres conjugués, réels ou imagi-
naires, qui définissent la surface. Dans le plan tangent
de cette dernière pour le point c, et autour de ce point
comme centre, imaginons la courbe C

.r2 r2

égale et homothétique à la conique conjugée de la section
diamétrale parallèle. Et soient A', B', C' les traces, sur
le même plan, des axes principaux de la surface.

D'après le théorème précédent, le triangle principal
A'B'C' est conjugué à la courbe C. Et il résulte, de l'or-
thogonalité des axes O A', OB', OC', que le point de con-
cours des hauteurs de ce triangle coïncide avec le pied H
de la perpendiculaire abaissée du centre de la surface sur
le plan tangent en c ; le carré de celte perpendiculaire OH
mesurant, au signe près, la puissance du point H par rap-



port an triangle A'B'C',

22

HA'.HÖ' = —OH.

On pourrait s'arrêter là, et le problème que Ton s'était
proposé serait implicitement résolu. On sait effective-
ment que le centre du cercle conjugué à un triangje
A'B'C' est au point de rencontre H des hauteurs de ce
triangle, le carré du rayon de ce cercle étant mesuré par
la puissance de ce point par rapport au triangle :

On connaît donc ici le centre H et le rayon

du cercle conjugué au triangle principal A'B'C'*, et
celui-ci n'est autre que le triangle conjugué commun
à la conique Cet à un cercle imaginaire donné de centre
et de rayon.

5. Mais la solution effective du problème suppose la
détermination effective de ce triangle. Pour y parvenir,
nous remarquerons d'abord que le produit

mesure aussi la demi-puissance du point H par rapport au
cercle circonscrit au triangle A'B'C',

(*) L'une quelconque des hauteurs A'M'a' d'un triangle étant prolon-
gée jusqu'au cercle circonscrit suivant a' a", on a

HA'.H«f = ! HA'.Ha",
•j.
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On connaît donc, en premier lien, le point de con-
cours H des hauteurs du triangle principal A'B'C', et la
puissan ce

(I) HA7, ui/' = — 2ÖH2

de ce point par rapport au cercle circonscrit à ce triangle.
6. Observant ensuite que la position, dans un plan

déterminé, d'un triangle quelconque, dépend de six para-
mètres; de trois seulement, si ce triangle doit être con-
jugué à une conique C; d'un seul paramètre, enfin, si ses
trois hauteurs doivent, en outre, concourir en un point
donné H : on verra qu'il existe, dans le plan tangent ac-
tuel, une série déterminée comprenant une infinité de
triangles, conjugués à la courbe C, comme le triangle
principal5 assujettis, comme celui-là, à avoir, dans le
point H, le point de concours de leurs hauteurs; inscrits
dès, lors et circonscrits, en même temps qu% ce triangle,
à deux courbes déterminées. De là ce problème incident :

Trouver la commune trajectoire des sommets, et la
commune enveloppe des côtés dyun triangle A'B'C'
dont les trois hauteurs se croisent en un point donné H,
et qui demeure conjugué à une conique fixe C.

La première de ces courbes se détermine bien aisé-
ment. Et comme la droite menée du point H (a, jS) à
l'un quelconque des sommets (.r, y) du triangle mobile
doit être perpendiculaire au côté opposé, ou à la polaire

même ( h -,— = — 1 1 de ce sommet par rapport à la
y a2 b* ]

courbe C, on a, dans la condition résultante

(*.) On suppose ici, et l'on supposera jus»qu'a la fin, les diamètres a, b
perpendiculaires entre eux, ce qui revient au fond à substitue^, à Taide



l'équation mêoie de la courbe parcourue par chacun' des
sommets du triangle mobile: une hyperbole équilatère

(II) (a2 —

passant par le point donné H, par le centre c de la co-
nique C, ayant ses asymptotes parallèles aux axes prin-
cipaux de celte dernière ; identique, en un mot, comme
on le devait prévoir, à l'hyperbole qui contient les pieds
des normales menées, du point H, à cette conique.

Comme tous les triangles de la série actuelle, le triangle
principal A'B'C' sera donc inscrit à Vhyperbùle (II).
Mais on peut ajouter que le cercle circonscrit à ce triangle
rencontrera cette hyperbole suivant un quatrième point
que Ton peut construire, et qui n'est autre que le point H',
diamétralement opposé au point H dans Vhyperbole ;
propriété commune d'ailleurs aux cercles analogues pour
tous les triangles de la série.

Il résulte, en effet, d'un théorème connu, que le cercle
des neuf points d'un triangle quelconque A'B'C, inscrit
à une hyperbole équi latère, contient le centre w de la
courbe. Et comme trois de ces neuf points sont les points
milieux a, &, c des segments HA', HB', HC', on voit*
en doublant les rayons vecteurs menés de l'origine H
aux quatre points «, &, c et co de ce cercle, que les
quatre points A', B', C' et H' résultant de cette duplica-
tion seront encore sur un même cercle : circonscrit au
triangle A'B'C' et passant par le point H', diamétrale-
ment opposé au point H par rapport au centre o> de l'hy-
perbole. Comme le point H (*), le point H' appartient
donc à l'hyperbole (II).

d'une construction connue, aux diamètres conjugués 2 a, 2b de la section
diamétrale z = o, les axes mêmes de cette section.

(*) C'est une propriété connue du triangle inscrit à une hyperbole équi-
latère que le point de concours des hauteurs appartient à la courbe.



La même conclusion résulterait aussi du calcul.
On trouve, effectivement, que le point de concours des

hauteurs et les sommets i , 2, 3 d'un triangle inscrit à
l'hyperbole équilatère

(h) .ry=l,

ont leurs abscisses liées par la relation

Formant ensuite l'équation aux abscisses a]e rencontre de
l'hyperbole (A) et du cercle (1, 2, 3)

C = 0,

on, trouve

ou

et Ton

Or les

en dçduit

relations (

i

~? +

2Ax3

• r ,

B
2 < Ç " f " 2 x" f

-4-C^r2-f-2B^

^ 2 . ^ X 4 = -f- 1.

k') entraînent

•r t

4- 1 =. 0i

l'égalité

ou la conclusion que le quatrième point de rencontre
d'une hyperbole équilatère et d'un cercle circonscrits à
un même triangle, est le point diamétralement opposé,
dans l'hyperbole, au point de concours des hauteurs de
ce triangle.

7. Passons maintenant à la commune enveloppe des
côtés des triangles (A'B'C H).

Tous ces triangles étant inscrits à l'hyperbole (H} et
conjugués à la conique C, la courbe, enveloppe de leurs

s, ou des polaires de leurs sommets par rapport à çet̂ e
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conique, n'est autre que la polaire réciproque de l'hyper-
bole par rapport à la directrice G : une conique aussi,
comme cela résulte d'un théorème bien connu $ et, dans
le cas actuel, une parabole P dont les éléments principaux
peuvent être réunis indépendamment de tout calcul.

Comme l'hyperbole (II) passe, en effet, par le centre c
de la conique directrice C-, la polaire du centre c, par
rapport à la directrice, ou la droite à Vinfini, est tan-
gente à la polaire réciproque que Ton cherche : et celle-ci
est une parabole P.

Comme l'hyperbole (II) possède, en outre, un point à
l'infini sur chacun des axes ex, cy de la directrice C; sa
polaire réciproque, par rapport à cette dernière, est tan-
gente à chacun des axes cy, ex dont le point de concours c
appartient dès lors à la directrice de la parabole P.

Enfin, le point donné H, où se croisent les hauteurs
d'une infinité de triangles A'B'C' circonscrits à cette pa-
rabole, est un second point de sa directrice ( cH) ; et la
polaire hhl du point H, par rapport à la conique C, en
est une seconde tangente.

On connaît donc la directrice cH et deux tangentes
distinctes ex, lih! de la parabole enveloppe dont le foyer F
se trouve dès lors au point de rencontre de deux droites
que Fou sait construire (symétriques de la directrice par
rapport à ces tangentes).

Or, tous les triangles (A'B'C, H) étant circonscrits à
la parabole P, les cercles circonscrits à tous ces triangles
passent d eux-mêmes, comme l'on sait, et le cercle cir-
conscrit au triangle principal A'B'C' passe également
par le foyer F de cette parabole.

8. En résumé, l'on.connaît deux points F, H' du cercle
circonscrit au triangle principal A'B'C' (nos 6 et 7),
ainsi que la puissance du point H par rapport à ce cercle
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(n° S), formule (I) ; on peul donc en obtenir un troisième
point situé sur Tune des droites HH' ou HF.

Construisant ensuite le cercle déterminé par ces trois
points et construisant de même l'hyperbole (H), ces deux
courbes se coupent en quatre points : le premier, H',
qu'on laissera de côté, parce qu'il est indépendant de la
situation du centre O de la surface sur la perpendicu-
laire menée du point H au plan tangent où se fait la con-
struction; les trois autres, A', B', C', qui répondent seuls
au problème et déterminent les traces, sur ce plan, des
axes principaux de la surface.

Le problème proposé se trouve donc résolu, et sa con-
struction rameuée à celle des trois derniers points de ren-
contre d'une hyperbole équilatère et d'un cercle auxquels
leur définition même assigne un premier point com-
mun (H').

9. On aurait pu négliger la notion'relative au point H'
et construire le cercle circonscrit au triangle A'B'Cy
d'après ces seules conditions : qu'il passe par le point F;
que sa puissance par rapport au point H soit égale à un

carré donné (— 2OH ), et sa puissance par rapport au
centre c de la courbe C, à — [a1 -+- b*) (théorème
Faure). Obtenue d'après cette dernière condition, la
seconde trace de ce cercle sur la droite cF reproduirait
justement le point H' que Ton voulait négliger.

10. L'analyse précédente se peut résumer dans celte
construction :

Les trois diamètres conjugués qui définissent la surface
étant oa, ob, oc ; dans le plan tangent mené par l'extré-
mité c de l'un de ces diamètres, et autour de ce point
comme centre, on imagine la courbe C égale et homo-
thétique à la conique conjuguée de la section diamétrale
parallèle, et l'on construit effectivement :
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i° L'hyperbole équi la tère, lieu géométrique d«s pieds

des normales menées à la courbe C par le pied H de la
perpendiculaire abaissée, du centre O de la surface, sur
le plan tangent considéré; et, dans cette hyperbole, le
point H7 diamétralement opposé au point H;

a° Le foyer F de la parabole polaire réciproque de
l'hyperbole précédente par rapport à la courbe C.

Menant ensuite par les points F et H' un cercle dont la
puissance par rapport au point H soit égale à — aOH ; les
traces, sur le plan tangent considéré, des axes princi-
paux de la surface se trouveront aux trois derniers
points de rencontre de ce cercle et de l'hyperbole précé-
dente.


