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MOUVEMENTS RELATIFS A LA SURFACE DE LA TERRE
(Toir 2e série, L VI, p. W$)£ l ' '

PAR M. E. PAGE,
Professeur à l'École d'Artillerie de VinGennes-

Pendule conique (suite).

Prenons pour origine le point de suspension;
Pour axe des x, une horizontale dirigée de l'ouest à

l'est \
Pour axe des y, la trace horizontale du plan méridien

dirigée du sud au nord}
Enfin, pour axe des z, une verticale dirigée en sens

contraire de la pesanteur.
En tenant compte de la force centrifuge composée et

représentant par R la résistance du fil, nous aurons les
équations différentielles

. d\v dy dz R.r
(I) _ ^ 2 w s i n * _ _ 2 w c o s > . _ _ _ _ ,

d2y . dr Rj

/Q» d*z dr Rz
(3) _ = 2 w C O S X _ - ^ _ _ .

Multipliant ces équations respectivement par dx,
dy, dz et ajoutant en remarquant qu'on a

& d.x -\- y dy -\- z dz == o à cause de œ7 -f- y - -f- z1 = /%

il vient
dx dKr. -f- dy d7y -i-dzd2z

dt*
z=z — gdz;

intégrant et représentant par \ Ja vitesse initiale, par zt
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la valeur initiale de z, on a

dx> -+- dy* -h dz7

C'est l'équation de» forces vives.

Multipliant l'équation (t) par j e t l'équation (2) par
puis retranchant la première de la seconde, on a

xd7y— rdlx dz
= 2wcos)r- = 2wcos)r ?.wsin)i - ——%

dt2 dt dt

ou, à cause de xdx -+-jffy = — zrtz,

x d7y — r d2r . dz
[0) = 2w (cosX.y -h smX.z) —-•

Soit s la surface engendrée par le rayon p tournant au-
tour du point o, nous aurons * ,

ids z=. x dy — y dxy d'où 2*/2.v —yd2x — .r ^ / 2 j ,

par suite,
d7s dz
— z=z w (cos^.j -h sin>.«) — •

Nous avons représenté par 0 l'angle d'écart, c'est-à-
dire l'angle que le pendule fait avec le prolongement de
l'axe des z.

Appelons ^ l'angle que la trace horizontale du plan
d'oscillation fait avec l'axe des x , cet angle étant compté
comme positif en tournant de droite à gauche. Posons

dB d)

nous aurons

zz= — /cosO, z, = — /cosa,

x=/sinôcos4», y



-T" = — l cosô ccvs^. p —

dt*

mettant ces valeurs dans les équations [a) et (6), repré-
sentant par <x, fii et c les valeurs initiales de 0, {3 et y, il
vient

(A) p2-f-sin20.72= ~E (cosô — cosa) -h p2 -+- sin'a.c2,

(B) '" ><y = (sin^ cosO — cosX sin9sin^) 2« sin0.p.

Ces deux équations doivent servir à la discussion du
problème.

Dans l'hypothèse de l'immobilité de la terre, nous
avons o = o. L'équation (B) se réduit à /
'•

d(sin2Ô.7) = o, d'où sin*ô.7 =»tfot.c9

/'sin'a.c _

ce qui fait voir que la surface engendrée par le r,ayon p
varie proportionnellement au temps.

Dans l'équation (A) remplaçons y par sa valeur, il
vient

p' = 2 £ (cosO — co$a) 4

22.



Différentiant cette équation, on a

Si à l'origine pour 0 = a on pose -~ =r o, on en tire

la valeur de jS étant nulle à l'origine, reste toujours nulle,
l'angle d'écart reste constant; par conséquent, le pendule
décrit un cône droit avec la vitesse angulaire constante r,
et la courbe engendrée "par la projection du pendule sur
le plan horizontal est une circonférence.

Lorsque c est moindre que cette valeur, l'angle 9 reste
toujours moindre que l'angle initial a \ en effet, la valeur
de jS peut se mettre sous la forme

y (P = i / (cosô — cosa) ( -y- — - J (cosô-h cosa);

toute valeur de 9 plus grande que OL rendrait cette expres-
sion imaginaire.

L'équation (At) peut s'écrire

p ' = — (v î — sin'ô — y/i — siu'a) —— (sin2a — sin'0)!

L'angle a et, par suite, l'angle 0 étant très-petits, nous
pouvons développer les radicaux et nous borner aux deux
premiers termes, il vient

Nous avons déjà

^ 6?f sine

dty csin2a
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Divisant membre à membre pour éliminer dt, on a

1

in 0 v ŝin2a — sin20 i / y sin2 ô — c7 sin2 asin

Concevons un système mobile tournant autour de la
verticale oz, avec une vitesse variable représentée par y t .
Appelons yt la vitesse angulaire relative avec laquelle le
plan d'oscillation tourne par rapport à ce système mo-
bile, nous aurons

7»—7— 7*5

posons ys = y (î — cos0), nous aurons y4 = y cps0.
En représentant par ^ l'angle compris entre le plan

d'oscillation et le plan mobile animé de la vitesse angu-
laire y8, nous aurons

d-bt c sin2 a cos Ô
—— = « y , = y C O S 0 = r — ?

d'où
d-tyi csin2a
dt /Z ~

sin 0 y sin7 a — sin'0 i / y sin20 -— c2 sin2 a

Cette expression peut s'intégrer. En déterminant la con-
stante par la condition qu'on ait ^t = o pour 0 = a, on
en tire l'équation

sin2J;; -4- — cos2^, ) sin20n=:sin2a.c2 - •

Représentons par xt ety*i les coordonnées de la courbe
décrite par la projection du pendule sur le plan hori-
zontal tournant autour du point avec la vitesse angu-
laire y2, nous aurons

et yx = /sin0sin^,,
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d'où

Y ? -f* c* - x\ = P sin2 a. c* - •

C'est l'équation d'une ellipse dont le demi-grand axe

a{ = /sina,

et dont le demi-petit axe

b{z=z /sina.c

On voit donc que la projection horizontale du pendule
décrit une ellipse, tandis que cette ellipse elle-mêine
tourne autour de son centre avec la vitesse angulaire

75 = 7 (i — cosô).

L'angle 0 restant toujours très-petit, le facteur (i — cosô)
reste aussi très-petit; il s'ensuit que pendant une oscilla-
tion, ou pendant an petit nombre d'oscillations, on peut
faire abstraction du déplacement de l'ellipse.

En tenant compte du mouvement de la terre, l'équa-
tion (B) peut se mettre sous cette forme :

rf(sin'Ô.7) = — (sin> cosô — cos > sin ̂  sin ô) I<Ù sinôdô;

nous ne pouvons pas intégrer le dernier terme, parce que
nous ne connaissons pas l'expression de sin^ en fonction
deô.

Mais si nous supposons cos A moindre que sinX, si à
l'origine, pour 6 = a, nous faisons sin<{/ = o, c'est-à-dire
si nous prenons l'écart initial perpendiculaire au plan
méridien, l'intégrale de ce dernier terme sera négli-
geable.

En effet, la valeur absolue de sin^ augmente pendant
le mouvement et peut devenir égale à + i ou à — i ;
mais sinô diminue à mesure que sin^ augmente; de sorte
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que le produit sauf* sind reste toujours très-petit relative-
ment à coeö; en outre, si les deux facteurs sintj/ et dQ
sont de même signe pendant la première moitié de l'oscil-
lation, ce qui a lieu quand l'écart est du côté de Test) ils
sont nécessairement de signes contraires pendant la se-
conde moitié, et réciproquement5 par conséquent, la va-
leur absolue de l'intégrale commence par croître jusqu'à
une certaine limite qui s'écarte à peine de zéro, puis dé-
croît ensuite à très-peu prèâ de la même quantité.

Nous en concluons que, pour une latitude moyenne
telle que celle de Paris, ou pour une latitude plus élevée,
et en prenant l'écart initial perpendiculaire au plan méri-
dien, nous aurons une solution très-approchée en faisant
le dernier terme nul. L'équation (B) se ƒéd uit à

En intégrant et faisant y = o pour Ô = oc, c'est-à-dire
en supposant le pendule abandonné à l'action de la pesan-
teur et de la force centrifuge composée sans aucune vitesse
initiale relative, il vient

. sin2a .
oi sm>. — w sin X.

s iu 2 0

Mettant cette valeur de y dans l'équation (A), et remar-
quant qu'à l'origine on a /3t = o et c = o, elle devient

$3=~" (COSÔ —COSa)

sinU I (sin'a — sin'O) r-p- (sin2a — sin'O) I ;•4- w 2

les deux termes

(sia'a—sin'Ô) et - — - (sin2a — sin20)

sont nuls en même temps pour Ô = a, puis ils vont en
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croissant à mesure que sinô diminue} mais ils croissent
très-inégalement, car le premier a pour limite sin*a,
quantité excessivement petite, tandis que le second a
pour limite l'infini. Il en résulte que, sans altérer sensi-
blement la valeur de (3, on peut négliger le premier
terme en présence du second, l'équation se réduit à

(A,) P2 = ^f (cos9 — cosa) —- w2sin2X ̂ ^ (sin2a — sin2©).

Si nous imaginons un système mobile tournant autour
de la verticale avec la vitesse angulaire — wsinX, c'est-
à-dire avec une vitesse égale et contraire à la composante
de la vitesse angulaire de la terre autour de la verticale;
si nous représentons par yi la vitesse angulaire relative
avec laquelle le plan d'oscillation tourne autour de la vei-
ticale par rapport à ce système mobile, nous aurons

Ï> x • .* s in 2a
y, — y -+- w s i n / , d ou y , r = : w M n A — — •

Cette dernière équation et l'équation (Aj) sont juste-
ment celles auxquelles nous sommes parvenus en suppo-
sant la terre immobile et donnant au pendule la vitesse
angulaire initiale

c =. H- w sin X.

JNous en lirons cette conclusion ; sous une latitude
moyenne ou une latitude élevée, et quand l'écart initial
est perpendiculaire au plan méridien, nous pouvons
nous représenter très-exactement le mouvement du pen-
dule conique en concevant un système mobile tournant
autour de la verticale avec la vitesse angulaire —&>sin>,
et supposant que, par rapport à ce système, le mouve-
ment soit le même que si, la terre étant immobile, on im-
primait au pendule la vitesse angulaire initiale -f-cosin^.

Quel que soit l'azimut de l'écart initial, cette solution
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est d'autant plus approchée que la latitude est plus éle-
vée. Au pôle elle est rigoureusement exacte comme on
peut s'en convaincre à priori. Il semble d'après cela qu'en
faisant sinX = 1, cos.X = o dans les équations (A) et(B)
on devrait en déduire immédiatement l'équation (At) sans
qu'il soit nécessaire de négliger aucun terme. Afin de ne
laisser subsister aucun nuage sur cette question, nous
allons résoudre le problème directement en nous suppo-
sant placés au pôle.

Nous commencerons par rappeler une observation que
nous avons faite précédemment : les équations différen-
tielles sont établies dans l'hypothèse d'une assez grande
distance à Taxe de la terre, pour que les variations de la
perpendiculaire abaissée du pendule sur cet axe soient
complètement négligeables. Cette hypothèse ne peut être
admise quand le point de suspension est situé sur l'axe
même ; dans ce cas, la valeur de g dépend uniquement de
la force d'attraction et ne contient pas la composante de
la force centrifuge résultant de la rotation de la terre; il
faut donc tenir compte de cette force centrifuge; alors,
les équations diiïérentielles rigoureuses sont :

d\r dy R.r

dJy dx Ry

d7z __ Rz
IF — — z~~'

En représentant par xl%y^ zv le» valeurs initiales des coor-
données, et supposant le pendule abandonné à Faction de
la pesanteur et de la force centrifuge coût posée sans au-
cune vitesse initiale relative, on a

= 2 * ( z , - z) -h *>2{



l'équation (A) devient

$2 = — (cosô — cosa) —sin2ô..77— w
2(sin2a — sin'ô).

Remplaçant y par sa valeur

7 = » ~^ («n'a ~ sin2©),

on obtient immédiatement l'équation

(AÏ) p>^ ^1 (cosö — cosa) — «2 ̂ ^ (sin2a — sin2Ô).

Sous l'équateur, il faut faire sinX = o, cos 1 = i -, lts
équations diiTérentielles deviennent

dz R.r

de ~ / '
/̂'z ^x Rz

L'équation (B) se réduit à

La force centrifuge composée est toujours parallèle au
plan de Téquateur, perpendiculaire à la composante de la
vitesse parallèle à ce plan et dirigée de gauche à droite
pour un observateur placé suivant l'axe des y et regardant
dans le sens de la vitesse composante perpendiculaire à
cet axe. Il est facile d'en conclure que quand le pendule
se meut dans le plan de l'équateur, la force centrifuge
composée est dirigée suivant le fil de suspension, et tend à
augmenter la tension de ce fil quand le mouvement a lieu



de Test à l'ouest, et à la diminuer quand le mouvement a
lieu de l'ouest à Test. «

Dans tous les cas, que le pendule se meuve ou non

dans le plan de l'équateur, la vitesse verticale -j- est nç-

gativequand il descend, et positive quand il remonte; par
conséquent, la composante de la force centrifuge suivant

l'axe des x, —- aw —> est positive et le pousse vers l'est

dans le premier cas; dans le second cas, elle est négative
et le pousse vers Fouest.

Nous ne pouvons pas intégrer le produit

sin^sin'Ô^Q,

parce que nous ne connaissons pas l'expression de sin^
en fonction de 6. Par suite, nous ne pouvons pas discuter
le problème d'une manière générale. Nous nous borne-
rons à étudier les cas particuliers correspondant aux po-
sitions extrêmes de l'écart initial.

Cet écart étant dirigé dans le plan méridien du côté du
sud, nous avons à l'origine sin^ = — i. L'angle 0 allant
en diminuant, la différentielle dO est négative; donc le
produit sin <p sinf 6 dB est positif. La vitesse angulaire y va
en croissant positivement. Le plan d'oscillation tourne de
droite à gauche.

L'angle 8 diminue depuis a jusqu'à une certaine limite
inférieure. Pendant le même temps l'angle $ varie d'en-
viron 90 degrés; de sorte que si n^ = o correspond à très-
peu près à la limite inférieure de Q. 11 en résulte que
l'intégrale prise depuis 0 = a jusqu'à la limite inférieure
de 6 est positive. La valeur absolue de cette intégrale est
évidemment moindre que

r 4
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L'angle 0 va en croissant depuis la limite inférieure

j usqu'à une certaine limite supérieure a' toujours moindre
que ce. La différentielled9 devient positive ; mais l'angle ty
continuant à croître, sin<p devient positif, les deux fac-
teurs dB et sint// changent de signes à très-peu près en
même temps; donc leur produit reste encore positif pen-
dant la seconde moitié de l'oscillation. L'intégrale prise
depuis la limite inférieure jusqu'à la limite supérieure
est encore positive et moindre que la valeur indiquée
plus haut.

La somme de ces deux intégrales forme l'intégrale
totale prise entre les deux limites de l'oscillation ; donc
cette intégrale est positive et moindre que

sm i a

Nous en conclurons que la valeur de sin?0.y*reste positive
pendant toute la première oscillation. A la fin de cette
oscillation, pour (3 = o, la vitesse angulaire y n'est pas
nulle, mais conserve une valeur positive.

Il s'ensuit :
i° Que la seconde oscillation ne peut pas être indé-

pendante de la première;
2° Que le pendule ne s'élève pas à une hauteur égale

à celle d'où il est parti; car l'équation (A) fait voir que
tant que Ton n'a pas y = o pour (3 = o, on ne peut pas
avoir 0 = a.

De ce que le pendule ne s'élève pas tout à fait à la hau-
teur d'où il est descendu, il ne faut pas conclure que la
durée de la seconde moitié de l'oscillation soit moindre
que celle de la première. Daprès l'équation (A), pour
une même valeur de Pangle d'écart 0, la vitesse angu-
laire y diminue quand le terme sin'O.y* augmente; or,
pour la même valeur de 0, la vitesse angulaire y est plus
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grande pendant la seconde moitié que pendant la pre-
mière. Par conséquent, si d'une part le pendule décrit
un peu moins de chemin, de l'autre il va un peu moins
vite. Ces deux causes influent en sens contraires sur la
durée de la demiroscillation. L'effet produit par chacune
d'elles séparément est assez petit pour être négligé; donc
à plus forte raison l'ensemble de ces deux effets con-
traires doit être complètement négligé, et nous pouvons
admettre que les deux demi-oscillations ont la même
durée.

Il nous reste a faire voir que, pendant l'oscillation to-
tale, l'angle^ varie d'un peu plus que deux angles droits;
c'est-à-dire que le pendule, après s'être écarté vers l'est
pendant la première partie de l'oscillation, revient vers
l'ouest pendant la seconde partie et dépasse le plan méri-
dien avant d'atteindre le point le plus élevé.

Prenons l'équation différentielle

d2.r dz RJT

dt> dt l

Quand lé pendule descend, les deux composantes qui
agissent suivant Taxe des x sont de signes contraires ; la
première, qui est positive et pousse vers Test, commence
par l'emporter sur la seconde; mais la seconde finit par
remporter sur la première.

Quand le pendule remonte, tant que la valeur de x est
positive, c'est-à-dire tant que l'écart est du côté de l'est,
les deux composantes sont négatives et poussent vers
l'ouest. En outre, la valeur de R est plus grande pendant
que le pendule marche de l'est à l'ouest que pendant qu'il
marche de l'ouest à l'est. Il est facile d'en conclure que
le chemin parcouru vers l'est pendant la première partie
de l'oscillation est moindre que le chemin parcouru vers
Fouest pendant la seconde partie.
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Pendant ta seconde osciMatiott, les deux facteurs sintp

et dO sont de signes contraires; par conséquent, le eouple
dont le moment est 2cosin^ sin*6 dB tefcd à imprimer an
plan d'oscillation un mouvement de rotation de gauche à
droite et détruit en partie la vitesse angulaire positive
acquise pendant la première oscillation. Le pendule passe
très-près de la verticale et s'écarte vers l'est à la fin de
l'oscillation. La courbe décrite par la projection horizon-
tale présente une très-légère convexité vers l'ouest*

En supposant l'écart initial dirigé dans le plan méri-
dien du côté du nord, la discussion est exactement la
même, et le mouvement est parfaitement symétrique par
rapport au plan de l'équateur*

Sous une latitude et pour un azimut quelconques, il
faudrait discuter l'équation générale

Représentons par ^ l'intégrale du produit sin^ sin*0 dB.
Cette intégrale doit être prise avec le signe -f- ou le
signe —, suivant la valeur initiale de sintf. Nous aurons

&> sînÀ . . . . , 2o> cosX
7 =r —.—- ( sm2a — sm20) ± — : - • y.
' sm'0 v ' sin20 *

Nous savons que la valeur absolue de l'intégrale ^ prise
entre deux limites d'une oscillation est moindre que

2 a — sin 2 a

tant que sint^ conserve le même signe, la valeur absolue
de l'intégrale ^ va en croissant avec l'angle 9, Quand
cette intégrale a le signe —, il doit arriver un instant
où y devient nul avant la fin de l'oscillation ; car si l'on
avait |3 = o en même temps q u e y = o, on aurait forcé-
ment Ö = a,



L'angle 6 continue donc à croître, la valeur sàtodk&ede
l'intégrale % continue à croître aussi, tandis que ta diffé-
rent e sin*a —sin*ô continue à décroitrejasqu'à la fin de
l'oscillation, sans cependant devenir complètement nulle.
Il s'ensuit qu'à la fin de F oscillation la vitesse angu-
laire y doit être négative; par suite, la courbe décrite par
la projection horizontale du pendule doit former une
boucle comme nous Pavons indiqué.

En appelant yt la vitesse angulaire relative du plan
d'oscillation par rapport au système mobile tournant au-
tour de la verticale avec la vitesse angulaire constante
— (Ù sin^, on a

w sin). sin2a 2w cos>.
7 1 ™ ^ 9 ~~ sin'ô X'

Quand la valeur de ^ est nulle, le plan d'oscillation
décrit deux angles droits par rapport au système mobile
pendant une oscillation; par suite, la rétrogradation des
points culminants s'effectue avec la vitesse angulaire
— cosini.

Quand l'intégrale % doit être prise avec le signe-h, le
plan d'oscillation décrit un peu plus de deux angles droits
par rapport au système mobile pendant une oscillation ;
par conséquent la rétrogradation est un peu diminuée.

Si, au contraire, £ doit être prise avec le signe —-, le
plan d'oscillation décrit un peu moins de deux angles
droits, et la rétrogradation se trouve un peu augmentée»

Nous voyons donc que la vitesse angulaire avec la-
quelle s'effectue la rétrogradation des points culminants
n'est pas la même dans tous les azimuts. Comme la diffé-
rence est très-faible, elle ne peut être constatée qu'au
moyeu d'observations très-précises faites sur un assez
grand nombre d'oscillations. Cette différence a été signa-
lée par M. le Général Dufour (séance de l'Académie du
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7 juillet i85i) et par M. Morren (séance du 21 juillet).

Suivant que l'écart initial est dirigé dans le plan méri-
dien, vers le sud ou vers le nord, l'intégrale /doi t être
prise avec le signe -+- ou avec le signe —. Dans le pre-
mier cas, la vitesse angulaire avec laquelle s'effectue la
rétrogradation des points culminants est un peu dimi-
nuée; dans le second cas, elle est un peu augmentée. .


