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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 803

(volr 2° série, t. VI, p. 141 );

Par M. LAISANT,
Capitaine du Génie, a Brest.

Les transformations usitées en Géométrie, comme la si-
militude, le procédé des rayons vecteurs réciproques, etc.,
ont pour effet de conserver sans altération certains élé-
ments des figures, tels que les angles, etc. Montrer que
les formules suivantes sont la forme la plus générale de
celles qui sont relatives a la sous-tangente et a la sous-
normale en coordonnées rectangulaires ou en coordon-
nées polaires, Les quatre premiéres conservent ces lon-
gueurs, dans une courbe quelconque, sauf une rapport

.o m . Ty .
fixe - qui peut devenir I'unité; les quatre smivantes
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les changent I'une dans ’autre, sauf encore le rapport

fixe ; (*)-

m
I. Conserver, sauf un rapport constant — :
n
1° La sous-tangente en coordonnées rectangulaires
x=mx,+ A, y=By};
2° La sous-tangente en coordonnées polaires
1
6 =mb, +~A, r—= ;l—-——;
~ +B
4
3° La sous-normale en coordonnées rectangulaires
r—=nx,+ A, y—= \/my’l -+ B;
4° La sous-normale en coordonnées polaires
0 —=nrb,+ A, r—umr + B.
m
II. Changer, sauf un rapport constant — :
n

1° La sous-tangente en sous-normale (coordonnées
rectangulaires)

m
x = ;—y,’—i—A, ry =Bet;

2° La sous-tangente en sous-normale (coordonnées
polaires)
I

O=mri+ A, r—= B—_-n—o—lg

3° La soas-normale en sous-tangente (coordonnées

(*) Nous avons corrige, dans 1a reproduction de ces formules, quelques
incorrections, provenant de l'impression sans aucun doute. Les deux
principales consistent dans un changement de signe dans la deuxieme
formule (i1, 2°) et daus la premiére formule (I, 4°).
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rectangulaires)
r=nlogy, + A, y=y2mz, + B;

4° La sous-normale en sous-tangente (coordonnées
polaires)

0—A— -’-’, r=—mb, + B.
4}
(Haron pE 1A GouPILLIERE.)

Je rappelle les expressions suivantes, bien connues :

( , . dr

‘ en coordonnées rectangulaires . y o

Yy

Sous-tangente 46
en coordonnées polaires...... 72 pl

=

, .. dy
en coordonnées rectangulaires Iy 7’
X

Sous-normale

en coordonnées polaires.. . ... —_—

1l est clair que la recherche des formules ci-dessus re-
vient & résoudre la question suivante d’une maniére gé-
nérale : exprimer x ety en fonction de x, et y, (our
et 6 en fonction de r, et 6,) de fagon a satisfaire respecti-
vement aux relations suivantes :

o dr _m dxz, I o m " d9,
I ‘ ‘ydy~n‘r'dy(, 2 dr — n 'dr,’
. <

dy m dy, dr m dr,

0 e — J! o _—— L

(3 Yam=wrwm ¥ wmTw e
dx m d' do m dr,
("’fz;“nf-f’ S = TR

Ir. d d| d de’

oy _m dn L dr om A8

¥rE=wrae ¥ TR
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Cela fait en réalité huit questions distinctes a résoudre.
. , , m
Avant de les traiter séparément, nous poserons —= K

pour tous les calculs, et nous considérerons K comme
une constante tout a fait arbitraire. En outre, nous écri-
vons

() r=»fxy) (2) =
(3) r=F(n8), (4) 0=2a(r6),
et nous conserverons ces notations jusqu’a la fin aussi.

La question sera de trouver dans chaque cas la forme de

ces fonctions f, o, F, ®.

dr K dzx,
yd_y Yi5— dy.

Or de (1) et (2) je tire

dy =f; (ziy.) doi+ f; (z07:) dys
et

dr — ?;l (x y,)dx, '—;—9}‘ (% ) dy..
Il vient donc

(1.1'1 f( ) l (rufu)d‘z\"f—?; (a:'y.)d)’.
=) e e 7wy

, dx, ,
P, (20) 2o+ 4y (#7)
= dz, Xf(-l'l)'l)’
S, (r2) @, +Jfy (zr)

d.l‘f , , dz,
Kyfe @) 25 + [Knify () —f @) o, @] 5

A ?fl. (z,y,)=o.
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VIL. (Juillet 1868.) 21
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Cette égalité devant étre satisfaite quelle que soit la va-

dz, . , - . .
leur de - il en résulte les trois suivantes
54

fz," (xn)'|):: o, ?}‘('Z'lf‘l) — 0,
K.?"uf;i (ziy) —Sf(zi30) q;;‘ (7)) = o,

dont les deux premiéres nous montrent que . et y sont
dela forme f'(y,) et ¢ (x,); la troisiéme devient

K-J'if’(y,) =f(n) ‘?,(xl)’ ¢ (=) = —_K‘;.{:I()_Y‘).

Sous cette forme on voit qu’il faut égaler les deux mem-
bres a une méme quantité arbitraire quelconque, car ces
deux membres sont deux fonctions de variables diffé-
rentes; nous aurons ainsi .

¢ (z) =m,
¢(x)) =2 = mx,+ A,
Knfiip) . fllr)_m

n

foy " f(yx)__K?_:}—n’

et, remontant aux fonctions primitives,

If(y)=nly + 1B, f(y)=y=Bym

db do,
b EAS— 2,
" ar =Kr dr,

De (3) et (4) je tire

dr — F;.‘ (r.0,)dr .+ F'al (r.6,) d0,,

do =&, (r.9.)dr,+ &, (r0,)d0,.
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1l vient
&, (ri0)dr + @) (£ 8,)d0
F, (r.0.)dr, + Fy (r.9,) db,

, do
@, (70, +¢0‘(r.e‘);t-r7'

= F? (7‘, 9.) L)
¢ / de

F, (ri0) -+ Fp (rn0) 2~

I

do
Kr? ;17-‘- =F(r.0,)
1

\ de? o o do,
K riFy (r, 9')71? + [K7iF, (r8) —F(r,0,) (r, 90]%

—F (r,9.)<b',‘ (r. 6,) =o0.

Raisonnant d'une facon analogue a celle suivie ci-des-
sus, il vient :

F'ol(r, 8,)=o, (b',.‘(r. 9)=o0, K~F (rn)=F(r)e(8),

’ - Fl("l)
o (9.)—-1{73 m?
(6,)=m, ®(0,)=0=mb, + A,
,F'(r.)_ () m
Bwe) =™ "Fry K"
F'(r.)__ r
P

1 n I
=—+B8B, F(r)=r=
Fim =n TR FEER
r
30
dy __ dy,
y% Ky.zr—"

' . dy
dy, Lo () + Sy (@) dz:
Ky —— =/f(=y)
=,

’ ' (IJ",
Pz, (&0 1) + %y, (~Z‘|J’|) c—l._r-.

21
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2
1

Kyigy, (20) :—i—: +[Krig, (@) —fl@ur)fy, (#001)] %:
—flzr) fe (zy) =0,

‘P,'y, (#y)=0, f;‘ (ziy) =0, Ky.¢ (@)—Sf(y)f (r)=o0,

K (o = 200,

Ke'(z)=m, ¢(z)===n, ¢(z)=rz,+A=ua,

RIS

Sr)f (r)=my,
Sy ) =myi+B,

y =fr)=VB+m.

40
dr dr,
PR T .
! d’]
Kgi—F,.‘(r,G‘)E—}—F'H’(r,G,)
del— ’ drl ’ ’
¥, (r0.) Jot + %, (r8)
t

2

, dr , , dr ,
Ko, (70) — + [K&, (r0)—F. (rn0)] — —F, (r,0,) =
rt(l ') de,: [ 0,(' ) r,(l l,] d9| 0,(" I) o,
&, (r8)=o0, Fy(rn0)=o0, K&'(8)=F(r),
Ko' (0)=m, @& (0)=—>==n,
®(0,)=0=nb, + A,

F(r)=m, F(r)=r=mr +B.

IL.
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l d)l
Pz, (i) +¢, (ziyi) 5= Iz,
Kjl%:f(‘tlfl) 7 d ’
‘ fx, (-ﬁ]\) +f_;.‘($|.7'l)l—r'

Ky, (o) Bt + [Kif, (o) —flar ) (o )] 22
—f (272, (27) =0,

f;, (1 y.)=o0, ?’11(31.71):0’ Kf'fl("‘) —f(z)e' (r))=o,

?’( l) f’(Il)
}'l (l‘.)
%‘T—'Z:m, ?'()’.):my., ?(y‘):‘z‘:’_;{]'f-i—l\,
f'(.r,»)_m flz) _m o
Koy =™ Ty K- Vin)=nz+iB,
f('r|):)':Be"“
20
do dr.
r dr — d9|
drv _ e, &, (r ) dr,+ & (r.6,)db,
Koo =F(n |)F’_ (r10,) dr, + Fy (r,6,) 46,

F2(r6,)] @, (rlo)——‘*"l’o( 9.)]

= ’

F,, (n0) J5 + Fy, (1)

) d
d ’ dl‘|

KFlr,(r|9 ) dO’ +[KF9 (r0,) — Fz(r‘G.)Q,‘(r, Ql)](_l.o_|

—F2(r,0,) <I>'o‘ (r.6,) =o,

F’r|(r, 0,) =o, (Dlal (r0,) =0, KF'(6,)—F(6,)9'(r)=0o0,

Q'(rl):K%,
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(r)=m, @®(r)=0=mr + A,

dz, f;l(11].)dx:+f,'.(1|f|)(1)’~

dy, ¥e, (I-r-)dw-—i—?}‘(-ﬂy-) dy,

zy, [fx (zi71) +fr,( ;y-)]

 (m) = g ()

' d'z" ’ ' dx'
Ky, Pz, (z, ) T_y’ -+ [Ky. %y, (=) ——f(.z‘.y.)./;rl (x,y,)] E

—fl@ 7)) (=) =0,

o (2y) =0, [ (zy)=0, Kyi¢'(y)=Ff(z)f (=),

m n

Kyio'(r)=m, ¢'(y)) = -—= P ¢ (y)=x=nly,+ A,
1

4°

l\]l
Sl f' (e)=m, [f*(x,)=2mz,+ B,

f(z) =y =v2mz, + B.

dr 8,
— =K 2
o7 "an?
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2 i‘i' o E',’ (71 6,)dr + Flﬁ,(" 0,)d6,
Ldro o, (r6,)dr + @ (r6))db,

’ / d,
F’.‘ (I‘. 91) -+ Fol (". 6.);—
— |
o . de,’
d)" (I‘. 9.) - q)a' (I‘, 9|) "dT
\
2 4! do} ’ ’ - dO|
Kr,@(,‘(,-,e.);;‘f + [Kr} o, (r6)—Fp (r6,)] an
— F:.' (r.6.)=o0,

q

®y (n0)=o0, F,(rn6)=o, Kri¢'(r)—F(8)=o,

, m n n
Krio'(r) =m, ¢"(r.):Kr3:~:—, <l>(r.)::9:A—;l,

F (6))=m, F(0,)=r=m9 +B.

N

On voit que nous avons retrouvé toutes les formules
énoncées dans la question.

Remarques.

1. Si nous ¢hangeons x en y, r en 6, et inversement,
dans les diverses expressions rappelées plus haut, nous
trouverons les suivantes

T}
dc db dy” dr
La premiére et la troisiéme de ces expressions repré-
sentent ce qu’on peut appeler la sous-tangente et la sous-
normale relatives & l’axe des y en coordonnées rec-
tangulaires. La quatriéme n’est autre que l'inverse de la
sous-normale en cocrdonnées polaires. Voyons ce que
représente la deuxiéme. Soit OZ Vaxe polaire, MT, MN
la tangente et la normale & une courbe au point M, OB
une perpendiculaire a OZ a Vorigine, MA, NB des arcs
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dc cercle de centre O et terminés a OZ et OB. Nous au-
rons

d
AM = r0, BN:d_;-e, OM = r,
donc
AM.BN_ozdr
oM —  do

.. . dr o .
Ainsi l’expressnon 62 76 est une quatrieéme proportion-

nelle 4 OM, AM et BN. Nous appellerons P cette lon-
gueur, pour abréger.

Le simple changement indiqué résout donc les ques-
tions de transformations qui suivent :

I. Conserver, sauf un rapport constant :

1° La sous-tangente relative a I'axe des y en coordon-
nées rectangulaires ; t

2° La longueur P en coordonnées polaires ;

3° La sous-normale relative a I'axe des y en coordon-
nées rectangulaires.

II. Changer, sauf un rapport constant :

1° La sous-tangente en sous-normale (relatives 4 I'axe
des y), en coordonnées rectangulaires;

2° La ligne P en l'inverse de la sous-normale (coor-
données polaires) ;

3° La sous-normale en sous-tangente (relatives a I’axe
des y), en coordonnées rectangulaires;

4° L’inverse de la sous-normale en la ligne P (coor-
données polaires).

Les formules I (4°) ne donnent lieu & rien de nouveau
puisqu’elles conservent la sous-normale et par consé-
quent P'inverse de cette ligne.
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2. Si dans les mémes expressions

de ., do dy
— r? — —_— —_—
Yy T @ Y ax 8’
nous changeons y en r, x en 0, et inversement, nous

avons

do dr dr dy
r 2—;‘7 y? I}’, r 20 et E;’
qui représentent :

La premiére, la tangente trigonométrique tangv de
I'angle que forme la tangente avec le rayon vecteur
(coordonnées polaires) ;

La deuxiéme, le produit L* de 'ordonnée par la sous-
tangente (coordonnées rectangulaires) ;

La troisiéme, le produit II* du rayon vecteur par la
sous-normale (coordonnées polaires) ;

La quatriéme, le coeflicient angulaire de la tangente
(coordonnées rectangulaires).

Ainsi se trouvent résolues les nouvelles questions sui-
vantes :

I. Conserver, sauf un rapport constant :

1° Tangv en coordonnées polaires ;

2° Le produit L* (coordonnées rectangulaires);

3° Le produit IT* (coordonnées polaires);

4° Le coefficient angulaire de la tangente (coordonnées
rectangulaires).

II. Changer, sauf un rapport constant :

1° Tangv en II* (coordonnées polaires);

2° L* en coefficient angulaire de la tangente (coor-
données rectangulaires) ;

3° IT* en tangv (coordonnées polaires);

4° Le coefficient angulaire de la tangente en II* (coor-
données rectangulaires).
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3. Si, toujours dans les mémes expressions ct dans les
formules résultantgs, nous changeons au contraire y en 6,
x en r, et inversement, nous obtenons

0 _zir-’ x? dl, 919, ‘-lfa
6 =’ dr’ ay
expressions qui représentent :

La premiére, I'arc BN (voir plus haut) en coordon-
nées polaires;

La deuxiéme, le produit L'* de 1'abscisse par la sous-
tangente relative a 'axe des y, en coordonnées rectangu-
laires;

La troisiéme, I'inverse d’une troisiéme proportionnelle
al'arc BN et a la sous-normale ON, en coordonnées po-

. .1 .
lalres ¢ sO1t — cel 1nverse

La quatriéme, I'inverse du coefficient angulaire de la
tangente, en coordonnées rectangulaires.
D’ou résulte la solution des questions qui suivent :

I. Conserver, sauf un rapport constant :

1 L’arc BN (coordonnées polaires);

2” Le produit L' (coordonnées rectangulaires) ;

3° La ligne Q (coordonnées polaires).

Il. Changer, sauf un rapport constant :

1° L’arc BN en l'inverse de la ligne Q (coordonnées
polaires) ;

2° Le produit L'? en l'inverse du coefficient angulaire
de la tangente (coordonnées rectangulaires);

3° La ligne Q en l'inverse de I'arc BN (coordonnées
polaires) ;

4° Le coefficient angulaire de la tangente en I'inverse
du produit L” (coordonnées rectangulaires).

Note. — Ontrésolu la méme question MM. Brun et Rachou; Lucien
Bignon, a Lima (Pérou); Neuberg, professeur a Bruges.
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Questions 822 et 823

( voir g° série, t. VI, p. 836);

Parx M. E. PELLET,

Eléve du lycée de Nimes.

822. Un triédre trirectangle est circonscrit & une
surface du second degré. Démontrer que les normales a
cette surface aux points de contact des faces du triédre
et le diamétre qui passe par le sommet de ce triédre ap-
partiennent a un méme hyperboloide. (MANNBEIM.)

On peut généraliser ce théoréme et I'énoncer ainsi :
Dans un triédre (SABC) circonscrit a une surface du se-
cond degré, les paralléles (yy,, aay, B@;) menées par
chaque point de contact d’une face (7, «, 3) a I’aréte op-
posée, et le diamétre (SO) qui passe par le sommet du
triédre appartiennent a2 un méme hyperboloide.

Projetons les quatre droites sur 1'une des faces (ASB)
par des droites paralléles a Varéte opposée (SC). Le point [5
se projette sur la droite SA, le point « sur I'aréte SB et
les droites (aay, BB,) suivant des paralléles («'«,, 3'3)).
aux droites SA,SB. La droite SO passant par le centre de
la conique intersection de la surface par le plan yBa, sa
projection SO’ est un diamétre de la projection de cette
conique; cette derniére étant tangente en (3'a’ aux
droites SA, SB, la droite SO’ passe par le milien de £’
et par suite par le point de rencontre R des droites &'c’,,
ﬁ/ﬁll *

La droite menée par ce point (R) parallélement & SC
rencontre donc trois des droites considérées et est paral-
léle a la quatriéme.

Par les mémes eonstructions sur les autres faces,
on obtient deux autres droites qui s’appuient chacune
sur trois des droites données et sont paralléles i la qua-
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triéme; ces quatre droites sont donc sur un méme hyper-
boloide. c. Q. F. D.

823. Deux surfaces gauches ayant une génératrice
commune sont telles, que leurs deux plans tangents
communs se coupent a angle droit. Démontrerque, pour
la génératrice commune, le plan central del’une tou-
che U'autre au point oit le plan central de celle-ci touche
la premiére.

(MaNNHEIM. )

Je prends la génératrice commune pour axe des Z; on
peut prendre pour axe des Y et des X, deux droites per-
pendiculaires entre elles et a I'axe des Z, telles que I'é-
quation d’un plan tangent i 'unedes surfaces enun point
situé sur 1'axe des Z, a une distance z de 'origine, ait
pour équation

z
Y—=-X.
(1) p

Y = o estalors I'équation du plan central de cette surface.
En prenant pour axe des Y’ et des X/, les deux droites
analogues 2 Y et X par rapport & la seconde surface, I'é-
quation du plan tangent a celle-ci en un point situé sur
Paxe des Z & une distance z’ de la nouvelle origine, est

Le plan Y = o est le plan central de cette seconde sur-
face.
Soient :
X' =X cosa + Y sing,
Y’ =Y cosa — Xsina,
’

L= z—a

les équations de transformation,
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1. L4 ) b1
équation du plan tangent a la seconde surface, en un
pointsitué sur I’axe des Z, a une distance z de la premiére
origine, est, dans le premier systtme d’axes de coor-
données,

a

Y cosa— X sina = :;— (Ysina + Xcosa),
g

(2) Y__X(g'sina+(z—a)cosa)
T T \g'cosa— (z—a)sina

\

Pour les plans tangents communs, les équations (1) et (2)
étant identiques, on a

z __ g'sine + (z2— a) cosa
g gcosa— (z—a)sina’

ce qui donne, pour déterminer z, I'équation
2?—z[a+ (g — g)cotgx] — gacolgu + gg' = o.

Soient z, et z, les racines de cette équation : la condition
pour que les plans correspondants soient perpendiculaires
est que le produit z, z, soit egal 4 — g*, puisque ces plans
ont pour équation

Y:%& Y=2x,
o

ce qui donne

(3) g + g = acotga.

Le plan central Y = o de la premiére surface touche la
seconde au point déterminé par I’équation

g sina + (2 — a) cose = o.
Le plan central Y = X tg« de la seconde surface touche la

remiére au point déterminé par l’équation
t dét I’équat

L z
A== —
8 4
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Pour que ces deux points coincident, il faut que I'on ait
g’ sina + (gtga — a) cosa = o,

d’on

(4) ' g + g =acotga.

Les relations identiques (3) et (4) démontrent le théoréme
et sa réciproque.

Question 850

(voir 2° série, t. VII, p. 137);

Paz M. E. PELLET,
Eléve du lycée de Nimes.

Considérons la suite des fonctions de Sturm

V,V, V..., Vo5

si une des équations V, = o a p racines imaginaires, la
proposée a au moins p racines imaginatres.
{Darsoux.)

Soient A, A, le nombre des variations perdues res-
pectivement par les suites

V,V, V..., Vo,
Voo Vet ooy Vi,

dans le passagede xr == — 0 A xr=0o.0na

A+ r2A.

A est le nombre des racines réelles de V=o0; A, est au
plus égal au nombre p des racines réelles de V,=o,
car la seconde des suites précédentes ne peut perdre une
variation que lorsque V,s’annule. L'inégalité précédente

peut donc s’écrire
pH+r2A.
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On en tire

m—AZm—r—up,

m étant le degré de V. Mais m — A est égal au nombre 21
des racines imaginaires de V= o; donc

2I2m —r —p.
D’ailleurs le degré de V, étant au pluségal A m—r,on a
g p ]

m—r—p2p,
done
212 p.
C. Q. F. D.




