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MEMOIRE
Sar les symptomes d'imaginarité des racines des équations algébriques ;

Par M. P.-A-G. COLOMBIER,

Licencié és Sciences, Professeur a Paris.

Premiire Partie.

Tatorkme I. — Soient : f(x) = o une équation algé-
brique rationnelle et enti¢re; a,, a,, a,, ..., a, des nom-~
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bres positifs; 2k, le nombre des variations perdues,
lorsqu'on passe de f(x) au produit (x + a,)f(x);
2k, le nombre analogue lorsqu’on passe de (x + a,) f (x)
a (x + a)) (x <+ as) f(7);5.... Cela posé, je dis que I'é-
quation donnée a au moins 2 (k,+ ky+...+k,) racines
imaginaires (ce nombre peut étre nul).

Démonstration. — L’équation donnée est du degré m.
Les nombres des racines positives, négatives et imagi-
naires sont respectivement p, n et i. Les nombres des
variations de ’équation donnée et de la transformée en
— x sont respectivement v et v'. Enfin, désignons par
¢ (x) le produit des ¢ facteurs bindmes

(z+ a)(z+ a))...(c 4+ a;),
et par V le nombre des variations du produit ¢ (x) f(x).
Cela étant, on a
) t=m— (p+n).

Les deux polynémes f(x) et ¢ (x)f(x) ont le méme
nombre de racines positives. Cette remarque et quelques
théorémes connus donnent

p=ou <LV,
n=— ou <,
v+ = ou < m,
V=0 —2 (ki + ki +...4 &)
Ajoutons ces relations membre & membre, puis en ayant
égard & (1), on trouve que
i= ou >2(k 4+ h+...+ 4

Cc. Q. F. D.

Tutorime II. — Soient : f(x) =0 une équation
algébrique rationnelle et entiére ; ay, as,..., a, des nom-
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bres positifs; 2k, + 1 le nombre des variations gagnées
lorsqgu'on passe de f(x) & (x—a,)f(x); 2k +1
le nombre analogue lorsqu'on passe de (x — a,) f{x)
a(x—a,){x—a,) f(x);.... Cela posé, I’équation don-
née a aumoins 2 (ky+ ky+...+ k,) racines imaginaires
(ce nombre peut étre nul).

Démonstration. — Soient : § (x) le produit des ¢ fac-
tears binémes

(r—a)(z—a)...(x— ag);
V, et V, les nombres des variations des produits
V(2)f(=), $(—a)f(—)
Si I'un remarque que
fx) et Y(z)f(=)

ontle méme nombre de racines négatives, et si I'oft a' égard
a certaines propositions connues, on pourra écrire

n= ou < V,,
p=ou v,
Vi+V,= ou <m++gq,
v+2(ki+ A+ .o+ k) +g=V.

Ajoutant ces relations membre a membre, et comparant
ensuite le résultat trouvé a (1), il vient

i—= 0u>2(l,+£,+...+£7).

C. Q. F. D.

Corollaire. — Si dans ce dernier théoréme on fait
g =1, on trouve que

i= ou > 24,

Cette relation traduite en langage ordinaire donne lieu
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a un théoréme découvert par M. Sturm, et dont M. Ter-
quem a donné une autre démonstration dans les Nouvelles

Annales, 1. V, p. 115.

Scolies. — 1° Les nombres ky, ks, ..., k, ne sont pas
généralement les mémes pour les deux théorémes précé-
dents. De plus, pour I'un quelconque de ces théorémes,
ces nombres peuvent avoir des valeurs différentes ; par
conséquent, dans la pratique, il faudra prendre pour 4.
kss..., k, les plus grandes valeurs qu’on pourra leur attri-
buer.

2° Si les valeurs trouvées pour ky, k..., k, satisfont a
la relation

2 (A + ki +...+ kq) =m,

’équation dounée n’aura que des racines imaginaires.

3° Enfin, si par I'un des théorémes précédents, on a
reconnu que I’équation donnée a au moins @ racines ima-
ginaires; et si par d’autres considérations on sait que
cette équation a m — p. racines réelles, I’équation donnée
n'aura que ¢ racines imaginaires.

Corollaire. — La deuxiéme de ces remarques peut ser-
vir & démontrer trés-simplement les propositions sui-
vantes, dont nous supprimons les démonstrations, comp-
tant en cela sur P'intelligence du lectenr.

Une équation algébrique compléte, de degré m,
n’ayant que des permanences, ou n’ayant que des varia-
tions,

j(x) =o,
a toutes ses racines imaginaires :

1° Si le carré d’un coefficient quelconque est égal au
produit des valeurs absolues des coeflicients du terme pré-
cédent et du terme suivant;

2° Sil'on peut trouver un nombre positif , tel que 1'é-
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quation

(z5a)f(#)=0

n’ait respectivement que des variations, ou que des per-
manences ;

3° Si la valeur absolue du coefficient d’'un terme quel-
conque de rang pair est moindre que la valeur absolue
de chacun des coefficients des deux termes qui le com-
prennent immédiatement.

Application. — On trouve dans le Mémoire de M. Le
Verrier, sur la planéte Uranus ( Connaissance des temps,
1849 ; Additions, p. 174), 'équation du quatriéme degré

51797 2* + 49514° + 58922 - 28762 + 6942 = o.

La seule inspection de cette équation montre que ses
coefficients satisfont a ’hypothése du 3° du corollgire pré-
cédent; donc cette équation a toutes ses racines imagi-
naires.

M. Le Verrier a démontré 'imaginarité des racines de
cette équation, en faisant usage du célébre théoréme de
M. Sturm sur le nombre de racines réelles d’'une équa-
tion algébrique comprises entre deux nombres donnés.
M. E. Prouhet a suivi une voie plus simple que celle
pnse par M. Le Verrier. Enfin, M. Koralek a calculé les
racines de cette équation (voir les Nouvelles Annales,

t. XIII, p. 36).

Traeorime III. — Sour

A+ Az - Ay . App T+ A= 0
une équation algébrique de degré pair compléte , et
n’ayant que des permanences. Si le plus petit coefficient
des termes de rang impair A; est égal ou supérieur au

plus grand coefficient des termes de rang pair A, cette
équation a toutes ses racines imaginaires.
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Démonstration. — De ce que I'équation donnée n’a
que des permanences, il s’ensuit qu’elle n’a pas de racines

positives. Il reste a faire voir que la transformée en — ,
savoir

Agx? — A x4 A, 2" —, .. — Ay T+ Asp=0

n’a pas non plus de racines positives, ou, plus générale-
ment, qu’elle n’a pas de racines réelles. En effet, d’aprés
le 1° du corollaire précédent, on a, quelle que soit la va-
leur réelle, positive ou négative, attribuée a x,

T g g2 x4 1 >0
ou

(zm 2= oL 1) — (2 XL+ 2) >0,
et, a cause de '’hypothése
A;= ou >A,
il s’ensuit que
A 2™ 1) — Ap(=m=' 4. ..+ 2z)>0
et a fortiori
(Agx™ + Ay 22+ . . .+ Asp) — (A2 ., Asu—y Z) >0,
ou en ordonnant par rapport a x, on a
Apx™ — A 2™V o — Agp & 4+ AZsm >0,

quelle que soit la valeur réelle, positive ou négative, attri-
buée & x; donc il est vrai dedire que I'équation donnée
a toutes ses racines imaginaires. C. Q. F. D.

Observation. — La démonstration précédente montre
que le théoréme III subsiste : sil'on change les perma-
nences en variations; si 'équation donnée est incom-
pléte, et si cette circonslance ne tient qu’a I'absence de
termes de rang pair.
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Application & V'équation du quatritme degré de
M. Le Verrier. — La seule inspection de cette équation
montre que 'on a

A;=5797 et A,=49g51.

Si 'on compare ces deux nombres, on voit que

A A,
donc cette équation du quatriéme degré a toutes ses ra-
cines imaginaires.

Tatorkme IV. — Désignons par

S(z)=o0

une équation algébrique d’un degré quelconque m, et

par

2ipy  Zip+1y  Zipr2y  Zipas
les sommes algébriques des coefficients des termes de
S (x) dont les nombres des termes qui les précédent sont
donnés respectivement par les quatre types

4py fp+1, bp+2, fp+3.

Cela étant, si I'équation donnée n'a que des racines
réelles, on aura

(Zp = Zupaa)? =+ (Zapat — Zipaa)® > AT+ AJ,

A, et A, sont les coefficients des deux termes extrémes
dans f (x).

Démonstration. — Quel que soit le degré de parité de
I'équation donnée, I'équation aux carrés des racines
aura toutes ses racines positives; elle sera compléte, et
elle n’aura que des variations de signes. Supposons, que
’on ait formé un tablean contenant I'expression analyti-
que de toutes ces conditious. On peut toujours s'arranger
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de maniére que toutes les inégalités qui forment ce ta-
bleausoient dela forme M >>o. Cela fait, si ’on ajoute ces
inégalités membre 3 membre, et si 'on groupe les termes
convenablement, on trouve alors la relation qu’il fallait
démontrer.

Corollaire. — Si une équation algébrique de degré m
est telle que ses coefficients donnent

(Zep — Zepa)? + (Zapti — Zepsa )= ou < A; + A7,
cette équation a nécessairement des racines imaginaires.

Observation. — Si la relation exprimée par le théo-
réme IV est satisfaite par les coefficients d’'une équation,
il ne s’ensuit pas, nécessairement, que toutes les racines
de cette équation soient réelles. C'est ce que montre
I’exemple suivant

28— fo* + fad — 22? —5x — f = o,

que nous avons extrait de I’ Arithmétique universelle de
Newton, t. II, p. 12.

Le théoréme précédent comporte plusieurs cas parti-
culiers. Nous ne parlerons que de quelques-uns :

Premier cas. — Supposons que ’équation donnée ait
toutes ses racines réelles, qu’elle soit réciproque et de
degré pair.

1° Si le terme indépendant est positif. On sait que les
coeficients des termes équidistants des extrémes sont
égaux et de méme signe.

Dans le cas actuel, le terme du milien existe néces-
sairement, afin qu’il n’y ait pas dans I’équation donnée
une lacune, commencgant et finissant par le méme signe,
ce qui est un symptdéme connu de racines imaginaires.

On.trouve aisément que’

Zp — Zip41 = 03
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par suite, la formule du théoréme précédent devient

=+ (2‘p+| - zlp+3) >A0 J;,

A, représentant toujours un nombre positif, on prendra
du double signe =+ celui qui rendra le premier membre
positif. Cette observation devant se présenter plusieurs
fois dans ce qui va suivre, nous prévenons que nous la
faisons ici, une fois pour toutes.

Exemple :
24 2* — 2422°+ 8672 — 13342+ 86727 — 2422 + 24 =o.

2° Si le terme indépendant est négatif. On sait que le
terme du milieu doit manquer, et que les coeflicients des
termes équidistants des termes extrémes doivent étre
égaux et de signe contraire. On trouve que

Zip+1 — Zipys—O0;

par suite, la formule du théoréme ci-dessus devient

(S — Sipaa) > Ao Y2
Exemple :

62% — 3525 + 562 — 562+ 352 — 6 = o.

Deuxiéme cas. — L’équation donnée a toutes ses ra-
cines réelles, elle est réciproque et de degré impair.

1° Si les coefficients des termes équidistants des termes
extrémes sont égaux et de méme signe. On trouve que

Ekp e z£p+l
et
Zip1 = Zip43;

d’ou P'on déduit que °

Zip — Sip+a = Zip41 — Zipas
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par suite, la formule du théoréme précédent donne
= (Zip — Zipua) > Ao
FExemple :
6z — 29z' + 272 + 272 — 292 + 6 = o.

2° Si les coeflicients des termes équidistants des extré-
mes sont égaux et de signe contraire. On trouve que

241: = zlp-l-l
et

2tp+2 p—— th-(-n;
d’ou
Zip — Zipar = ( Zipar — ztp+3) H

par suite, la formule du théoréme précédent donne en-
core ‘

= (Zip — Zipia) > A,
Exemple :
6.r* — f12* 4+ 9] x* — g7 2* + f1z —6=o0.

Corollaire I. — Si 'équation donnée est réciproque
et de degré pair.

1° Si le terme indépendant est positif, et si entre les
coefficients de I'équation donnée on a

T (Zips — Zepaa) = 0u < Aoy2,
Véauation donnée a d e
equauon onnee a des racines lmagl naires.

2°Si le terme indépendant est négatif, et si les coeffi-
cients de 'équation considérée donnent

£ (2 — Zpsa) = ou < Auy2,

I'équation a des racines imaginaires.

Corollaire 11. — Si I'équation donnée est réciproque



( 3:18)
ct de degré impair, si de plus entre les coefficients on
trouve la relation

=+ (xtp b £4p+a) = ou < A,, .

I'équation donnée a nécessairement des racines imagi-
naires.

Observation. — Si I'on considérait les équations réci-
proques inverses, on ne trouverait aucun résultat remar-

quable.

(La suite prochainement.)



