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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 548
(voir t XIX, p 405);

Par M. NEUBERG,
Professeur a ’Athénee royal d’Arlon (Belgique).

Une conique passant par trois points Ay, As, A,
touche une droite B. Appelons 9y, d;, 95 les distances
respectives de ces trois points a la droite B; py, ps, ps
leurs distances au foyer F, et ay, as, ay leurs distances
mutuelles. On a la 1elation

1 L

B lpr— p)* — @3 + 81 [(pa—p) — @3]’
+ 381l —p)—ail =0 (%)
(Capitaine Faure.)

(1)

Soient x,, Y13 Xs, Y23 &3, ¥s les coordonnées des
trois points A,, A,, A, rapportées i des axes rectan-
gulaires quelconques passant par le foyer F. Désignons

(*) L’equation (1) presentait unc faute d’impression que le defaut d’ho-
mogeneite faisait facilement decouvrir.
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par X,, Y,, Z, les dérivées du déterminant

Ty Y %

Xy ¥y, 2,y OU Z =z, =21,

28 =
Z3 Y 23
prises par rapport aux éléments x,, y,, z,, et posons (*)
o =xX+ryY, + zZ,,
(2) oy=xX;+»Y,+2Z,, ou z—1.
oy =aX;+ Y, +2Z;,
Les équations des droites A, Ay, A; Ay, A, A, seront
=0, w0, 22370,
ct celle de B peut étre supposée sous la forme
M, + My, + M3 o3 = 0.

Comme le premier membre de cette derniére se réduit 4
aM; S, 2M, S, 2M;S quand on y remplace les coor-
données courantes par celles des points A,y A,, Ay, les
coefficients M,, M,, M; sont proportionnels aux distances
de ces points ala droite B, et I’équation de celle-ci peut
aussi s'écrire

(3) O, + 0, a, 4 0, @3 = O.

Une conique circonscrite au triangle A, A, A; peut
étre représentée par

(4) Nn“.—“;-FN;lga.—n—Ndalagzo,

(*) Les quantites e, «,, «, representent, au signe prés, les doubles
des surfaces des triangles MA, A, MA A, MA A,, ou M est suppose un

peint variable —» % Elles constituent un systéme de coordonnees tri-

litéres qui est tres-utile dans une foule de questions, parce qu’on en pent
passer facilement aux coordonnees cartesiennes, et vice versa. Aux sommets
du triangle de reference, deux de ces coordonnees sont nulles et la troi-
sieme est egale a 2S.
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ct la condition (*) de toucher B sera

IN?8? — 23N, N, 8,8, = o,
ou, plus simplement,
(5) VN, &, + VN, &, + Ny &, = o.

Nous déterminerons les paramétres Ny, N,, Ny en

identifiant I'équation (4) avec 'équation focale

2 +y?=(mx + ny + hz).

Pour cela, on peut tirer 2, y, z des équations (2), ce
qui donne
*Za,x. - P oz,

] 3=

28 yF==s 28

’

ct I'équation focale peut prendre la forme
(6) Ra,x, + Py, = P, (mx, + ny, + hz,),
ou

sa? (@] 431 — (ma+ ay+ hz,)]
+23 0, (2 X4y yo—(ma, 41y 4 hz,) (M2, -0y, h2)) | =o0.

On en conclut

(7) o=x! +y?— (mx,+ny,+hz), ...,
(8) { Ne=2 (22 23+ y273)
| — 2 (mxy + ny: + hz,) (mxy + ny, + hzy), ...,

Les équations (7) donnent
ma, + ny, +hz,=p.,...,

et comme 1’on a aussi

2

@l ={(Z— )+ (y2— Y3 P =3+ ps — 2( XXy = 2 ¥3)s 005

(*) Cette condition peut s’obtenir en eliminant, par exemple, «, entre
les équations (3) et (4) et en exprimant que le premier membre de la
résultante est un carré parfait en «, et «,.
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ou
2(-732~""3+J'2]'3):P§+P§_a:""’

on trouve pour les valeurs de N
N,:(p,—{;s)’——-af,...,
et par suite 'équation (5) devient (¥)
“\/3 pr— p ) —ai]=o.
C. Q. F. D.

En supposant la conique conjuguée au triangle A; A, A,,
les équations (4), (5), (7) et (8) seront remplacées par
le suivantes :

(4" P.12+P,a2+P3a§:0,
, a7 4 s
(5) E+P2+E—-O,
(7') P=pl — (mx,+ ny, + hz,)%, . ..,

(8') 0 ==pu— (mx + ny, + hz\) (mz, + ny, + hz,),

ou l'on a posé pyy = 2, 23 + 192, - ..

En résolvant les équations (8') par rapport aux tri-
ndmes mx; +ny,+ hz,,..., et en portant les valeurs
obtenues dans les égalités (7'), on aura

P,:pf—%,....

La régle de multiplication des déterminants fait voir que

1 i+ Y Y X+ YYs

P=—
' P | X 02 )0 XXy Y2
o T Zy Y
9
P | @2 )2 Ly Js

(*) On sait qu’il existe quatre coniques passant par trois points donnés
ct ayant un foyer donné. Ici ces coniques sont caractérisées par les signes
qu'il faut attribuer aux quantités p,, p,, p,. Il faut supposer ces trois
quantités positives, ou deux positives et la troisi¢me négative.
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ou
Z,27
P=— 22,

P23

’

Par suite, I’équation (5') donne

(") 207 Zipn=0 ou 3207Z (p+pi—a?)=o.

En remarquant que les triangles A, F Ay, ..., donnent
1 2, » (/\)
@, ==p, + P35 — 2p2p3COS\ P2y p3 /- .-,
. S
Z, = 2 fois surface A, F A; = p,p, sin (p,, p,) -

la relation (1’) peut aussi se mettre sous la forme
8 . P
) ;2—' sin2\ p2, p3 ) = 0.
1

Les équations (4) et (4'), ou I'on remplace N et P par
leurs valeurs, donnent aussi lieu aux propositions sui-
vantes :

Une conique circonscrile ou conjuguée & un triangle
A, A, A; passe par un point A. Appelons a,, a,, as
les doubles des aires des triangles A A, Ay, A A A,,
A A, Asj pyy psy ps les distances des points Ay, A,, A,
au foyer F, et a,, uy, a; les c6tés du triangle A, A, A,.
On a les relations

(r—p)—al | (p—p)—a:  (p—p)l—a
oy o, as
P‘z“/f\ + Pzﬁ\ + Pi“/.:\ =0
sinz(p,,p,) sinz(p.,,p.) sinz(p.,p,)

Supposons enfin la conique inscrite au triangle
Ann. de Mathém., 2¢ série, t. VII. (Mai 1868.) 15
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Ay A; As. On peut la représenter par 'équation
Kia! +Kia}+ Kial
— 2K Ky, — K, K 2, 2y — 2K, K| 2y, == 0,

(4") {

ou, plus simplement, par

\/K. 0.|+\/Kza7+v‘K3a3:0’

et la condition de toucher la droite 8, 2,4+ ds 00,4+ 0525 =0
est
K, K, K,
57 — 4+ =+ <=0

(5] PR N

Les coeflicients K, K, , K, pourraient encore s’obtenir
en identifiant les équations (4”) et (6). Mais on les dé-
termine plus facilement en exprimant que la conique (4”)
touche les droites imaginaires menées par le foyer

zyy—1=o.

Comme cette derniére équation, par la substitution

oy x, Za .
xr = — devient
2S ' 4 2S

Ea,(a‘. *y, \/:): o,
il suffira de remplacer dans 1’équation (5”) 9y, d,, 9,

par xyEy,\—1, xeEy.\—1, a3k, \/—1 . En
chassant les dénominateurs et en égalant a zéro la partie
réelle et la partie imaginaire, on aura

3K, (x 2, — ys) =0, ZK,(£:);+ x;7:) =o0.

Par conséquent K,, K,, K; sont proportionnels aux
mineurs du systéme d’éléments

Ty —F2Y3 XT3 Xy —X3)1 L1 Xy—7 1)

T3 Yy + T3Y2 TY X Ys Ty Y+ XYy



(227)

mais
|~"3-l'|—‘]'3)’| TN Ty — Y )2 o l re — Y ‘ Ty Ya I
2 T3 Y1 —F3&y X Y2+ YT })’1 Ty Ty Y2 l
:—p? Z,, ete.,

on peut donc écrire

A =plZi=p¢

Pz?sXPIS“‘ P2s Pa /s Ay—...,

et les relations entre le foyer d’'une conique inscrite au
triangle A; A, A, et un point ou une tangente quelconques
de cette courbe seront

S\/pfl.a,:o et =

ou

\/p. o 51n(p2, P ) - ot 29'5‘“ ('}F/'z/,?i) o.

Question 811

(voir 2" série, t. VI, p. 260);
Parx M. E. PELLET,
Eléve du lycée de Nimes.

Nommons S un groupe quelconquede termes consécu—
tifs dans le développement de (1— x ), ote l’exposant i est
négatif, ou bien un groupe quelconque de termes eonsé-
cutifs & coefficients positifs dans le développement de

(1+=x), olui est positif; écrivons S seus la forme x* 2>
2 sera ou une quantité qui ne change jamais son signe

quel que soit x, ou une telle quantité multipliée par un
binéme du premier degré.

La méme proposition aura lieu pour un groupe quel-
conque de termes consécutifs dans le développement de
Uexponentielle e*. (SyLvEsTER.)

15.
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Considérons le développement de (1— x)’, ou 7 est égal
a —J, j étant positif :

l+j-7+j(j+')-r’+j(j +DU+2) 4.
1.2 1.2.3
Et soit :
S:j(1+l)(j+'z)...(}+A~———1)IA+'“

1.2.3...(A—1)k
JU+n+2)...+k+n—1)

k+n
1.2.3...(k+n) o

-+

L’équation S = o, a & racines nulles, et n diffiérentes
de o. 1l s’agit de démontrer que parmi ces n dernieéres, il
y en a au plus une réelle. La &A™ dérivée de S est

1—+—K‘I+(j+/’-‘)(1+£-—+- 1)
I 1.2

j(j+n)...(j+x-~x)[n+ e

U+HhG+b+1). (j+bdn—1)
+ 1.2.3...(n—1)n 'T].

Cette dérivée égalée 4 0, a n ou (n —1) racines ima-
ginaires suivant que n est pair ou impair (Nouvelles
Annales, 2°série, t. V, p. 520). Une équation a autant
de racines imaginaires qu'une quelconque de ses déri-
vées ; par conséquent, parmi les » racines de S = o, diffé-
rentes de o, il y en a au plus une qui soit réelle.

C. Q. F. D.

Par un raisonnement identique on voit que la méme
proposition s’applique au développement de e*, et i celui
de (1 + x)’, arrété au premier terme a coefficient négatif.

Note. — M. Ledoux, éléve du lycée de Douai, a résolu la méme ques-
tion a peu prés de la méme maniére.



