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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Questions 816, 817 et 819

(voir 2° série, t. VI, p. 334) ;

Par M. N. GELSKI,

Eléve externe de ’Ecole des Mines.

816. En supposant répartie le long d’une spirale
logarithmique une densité proportionnelle & la cour-
bure, le centre de gravité d’un arc quelconque s'obtient
en joignant le pdle au point de contact de cet arc avec
la tangente paralléle i la corde, et portant sur ce rayon
vecteur une longueur égale au rapport de cette corde a
Uangle des rayons extrémes. '

(Haton pE LA GOUPILLIERE.)
Soit

r—e
P’équation de la spirale.
La masse de I’arc M, M, sera

[/
f ld.r(l—i—e):e, — 0.
P) ds
0

En appelant £ et 1 les coordonnées du centre de gravité,
ety =rysinfy, xy=rycosby, y,=r,sinb,, x, =r,cosb,
les coordonnées des points extrémes M, et M,, on trouve,
pour les moments des masses par rapport aux axes 6x
et Oy,

9, 6,
f rsin0d6 = (6, — 9,)n, f rcos6do — (8, — 6,)E.
8, 0

[} [}
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En effectuant 'intégration par parties
] parp

a

(8, — 85)n = T (v —70) — l_:——;’(x‘ - ),
a

(81— 8)E= e (@ — &) + o= (1 — 1)

En divisant membre a membre ces deux équations, et
remarquant que a = tangu, p étant ’angle constant
formé par la normale avec le rayon vecteur, et en appe-
lant 6 ’angle formé par le rayon vecteur contenant le
centre de gravité, et ¢ 'angle formé par la corde M, M,
avec la partie positive de I'axe 6z,

mnge::‘:tangp.tang?——{:# I ,
’ £ tangu. < tango tang (1 + o)
d’oun

T
9::;;—{—?__;.

Si I'on méne la tangente paralléle a la corde MM,, le
point M, ou elle touche 'arc M;M,, se trouve sur le
rayon vecteur qui forme avec 'axe polaire I’angle précé-
demment trouvé. Donc la premiére partie du probléme
se trouve démontrée.

Flevant a présent au carré et ajoutant

_— I
(6, — 8,) VE + n? :m\/(ﬁ — Yot (& — &)
\/5—2_*_—”;: gﬁchordeMoM.,

6, — 6,

c’est-a-dire que la distance du centre de gravité au foyer
est égale au rapport de la corde 4 V'angle des rayons
extrémes multiplié par le facteur constant cosp.
Note. — Cette question a été résolue a pen prés de la méme maniére
par MM. Pelet, éléve du lycée de Nimes, et L. Bignon, de Lima.
dAnn. de Mathém., ¢ série, t. VII. (Mars 1868.) 9
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817. 8il'on considére de méme une cycloide dont la
densité soit proportionnelle & la courbure, et un arc
auelconque symétrique par rapport au sommet, le centre
de gravité de cet arc se trouve sur l'axe de la courbe &
une hauteur au-dessus de son milieu qui est une qua-
triéme proportionnelle au rayon du cercle générateur et
aux deux segments que la tangente au point extréine
détermine sur Uabscisse de ce point comptée a partir
du sommet de la tangente.

Pour la cycloide entiére, le centre de gravité de la
courbure se trouve, d’aprés cela, au milieu de la hau—
teur.

(Haton pE LA GoOuPILLIERE.)

En appelant 6 'angle formé par une normale quel-
conque a la cycloide avec son axe, on a, pour I'expres-
sion de la masse de I'arc MyM, symétrique par rapport
au sommet s de cette courbe,

% d6
f ds <d—> et 29,.
—, s
Le centre de gravité, qui, par suite de la symétrie, se¢
trouve sur ’axe de la courbe, sera complétement déter-
miné si 'on connait I'ordonnée »n comptée a partir de la
base de la courbe.

Les moments des masses de I'arc M, M, par rapport a
cette base sont

0]
20,% == / df2acos’® —= 2a8, + asin29,,
J—g,
d’out
. (2a0, +~asin20)a

n= C. Q. F. D.
2a0,

Car a est le ravon du cercle générateur;
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2a0, +asin20, est I'abscisse du point extréme M,
comptée sur la tangente au sommet et a partir de ce
point;
2a0, est le segment détaché sur cette abscisse par la
tangente en M,.

. ™ . . s
8i 0 = -, n = a, c’est-a~dire que le centre de gravité
2
de la cycloide entiére se trouve au milieu de la hauteur.

Note. — Solution analogue de M. Bignon, de Lima.

819. Sila densité de la chainette varie en raison in-
verse de la hauteur au-dessus de la directrice, le centre
de gravité d’un arc quelconque compté & partir du
sommet a pour abscisse la moitié de I’ abscisse extréme,
et pour ordonnée la hauteur du rectangle qui aurait
la méme aire et la méme base horizontale que la
courbe et que U'on sait facilement construire.

(Haron pE 14 GoOUPILLIERE.)

Nous avons ur Vexpression de la masse d’un arc
) p
compté a partir du sommet,

fx‘dci:ifr‘dx:f—'-
o r a, a

Pour les moments par rapport aux axes 6x et 6y ; en
appelant £ et n les coordonnées du centre de gravité
et § 'inclinaison de la tangente, on a

X X 9
x, T T [ £
——E:f ds—x:_—f xdr =— —L3
a o al, 2a

d’ou

9.
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d’ont
a*tang 6
n= a’tavgs., C. Q. F. ».
Ty

Or l'aire correspondante de la courbe est

'tl
f ydr = a’tang 0,. »
[

Note. — Solution analogue de M. Bignon, de Lima.

Question 827

(voir 2° série, t. VI, p. 479);

Par M. A. LEMAITRE,

Maitre répétiteur an lycée impérial de Besancon.

Déterminer géométriquement les trajectoires ortho-
gonales :

1° De toutes les paraboles ayant méme foyer et méme
axe, et dont les branches infinies sont tournées dans le
méme sens;

2° De toutes les paraboles ayant méme sommet et
méme axe. (Larsant.)

1° En chaque point de la courbe cherchée, la tangente
normale 4 la parabole correspondante divise en deux
parties égales I'angle d’une paralléle a une direction fixe,
celle de ’axe avec le rayon vecteur allant du point de
contact a un point fixe, le foyer.

Cette propriété, qui est celle de la parabole ayant pour
foyer le point fixe, pour axe I'axe donné, et passant par
le point considéré, conduit quand on V'exprime analyti-
quement & Péquation tangentielle de cette courbe.

Mais nous allons prouver géométriquement que cette
propriété ne convient qu’a la parabole.
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Soient F le foyer donné, FP1'axe, M et M/ deux points
infiniment voisins de la courbe. Menons FM, FM' et les

paralléles a 'axe MQ, M’'Q’. Les bissectrices MP, M'P’
des angles FMQ, FM'Q’ sont les tangentes a la courbe
aux points M et M'. Leur point commun est L, et P et P’
leurs intersections avec 'axe.

Remarquons qu’a cause des paralléles FP et MQ et de
la bissectrice MP, les trois angles PMQ, PMF et MPF
sont égaux. Par suite, le triangle FMP est isocéle.

Il en est de méme du triangle FM'P’.

Menons maintenant du sommet I de ces triangles les
perpendiculaires FG, FG' sur leurs bases qu’elles par-
tagent en deux parties égales en G et G'. Ces droites
vont couper les droites MQ, M’Q’ aux points Q et Q' sy-
métriques du point F par rapport aux droites MP et MP”'.
Joignons QQ’ et comparons les deux triangles LPP’,
rQQ’.

Les deux angles en L eten F sont égaux comme ayant
leurs cotés perpendiculaires.

Or on a dans les triangles MGF, M'G'F

’ /

15;—((}} = %% — tang FMP, —;;,—(i}, = 5,—%7 — tangFM'P'.

Mais a la limite, le point L, point d'intersection de
deux tangentes infiniment voisines, tend vers le point de
contact M. Les angles FMP, FM'P’ tendent vers I'éga-
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lité, ct par suite leurs tangentes. On a donc a la limite

FQ FQ

MP MNP
et les triangles MPP/, FQQ' tendent a étre semblables a
la limite, comme ayant un angle égal compris &ntre
cotés qui tendent & éire proportionnels, les deux pre-
miers c6tés d’'un des triangles étant perpendiculaires aux
cbtés correspondants de 'autre. Il en est de méme pour
les troisiémes cotés. Donc QQ' tend a étre perpendicu-
laire 4 I'axe FP. Le lieu du point Q est donc tel que
pour passer de sa position a la position voisine, il se meut
sur une perpendiculaire a la droite AP. Son lien géomé-
trique est donc cette perpendiculaire.

Mais alors le point M étant également distant de QQ’

etde F, son lieu est la parabole qui a le point F comme
foyer, et la droite QQ’ comme directrice.

Remarque. — Ce raisonnement suppose que MP n’est
pas nul, c'est-a-dire que M n’est pas sur I'axe. Mais s'il
y est, une de nos paraboles y passe, qui coupe normale-
ment Ja ligne double AP, parabole limite dont la direc-
trice passe au foyer F. De plus la droite AP répond elle-
méme a la question, et elle coupe les paraboles données
en leurs sommets.

2° Soient S le sommet donné, SX 1’axe donné, M un
point du lien, MT,; MN la tangente et la normale 4 ia
parabole, et par suite la normale et la tangente a la courbe
cherchée, et enfin MP l'ordonnée perpendica‘laire a
SX (*).

D’aprés une propriété connue dela parabole, on a

TP - 28P.

) Le lectear est prie de faire 1a figure
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La tangente de I'angle MNS, supplément de I'angle
MNX = ¢/, est égale a la tangente de 'angle TMP qui est
TP 2SP

ﬁ—-—M—E-Onadonc

La tangente de 'angle MSX = § est

tangf — MP
' =3p’
et en faisant le produit
1
(1) tangf tang ' :x — o.

Considérons unc ellipse ayant pour centre le point S,
pour axe 'axe Sx, et une perpendiculaire menée par S,
et dont I'équation rapportée a ses axes soit

(2) yrtoxt=—c.

On pourra déterminer ¢ de facon que l'ellipse passe
par le point M, et alors elle serait tangente a la droite MN,
car la relation (1) existe pour un point quelconque de
cette ellipse, entre le coeflicient angulaire tangf de son
diamétre et le coefficient angulaire tang6’ de la tangente
a son extrémité.

Cette ellipse satisfait donc a la question. J'ajoute qu’une
autre courbe ne peut y satisfaire.

Car, d’aprés ce que nous vencns de voir, cette courbe
an point M aurait un élément commun avec P'ellipse S
dont nous avons parlé.

L’élément suivant serait commun & la courbe et 4 une
autre ellipse aussi représentée par I'équation (2), ¢
ayant une valeur ¢’ différente de la premiére. Mais toutes
les ellipses représentées par I'équation (2) sont concen-
triques et homothétiques, ¢t par suite, si voisines qu’elles
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soient, n'ont aucun point commun. Il faut donc ou que
deux éléments consécutifs n’aient pas de point commun,
ce qu'on ne comprend pas dans une courbe continue, ou
que les deux éléments se trouvent sur une méme ellipse;
et comme il en serait de méme pour I'élément suivant,
et ainsi de suite, il en résulte que Vellipse S est la seule
courbe qui réponde 4 la question pour le point M (*).

Note. — Ont résolu la méme question : MM. Edouard Besson, étudiant
en droit; Napoléon Porte, élé¢ve au lycée de Grenoble.



