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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

ETUDE DES SURFACES ALGEBRIQUES.

RECHERCHES SUR LES SURFACES TETRAEDRALES SYMETRIQUES,
par M. Jules de la Gournerie, ingénicur en chef des
Ponts et Chaussées, cxaminateur des éléves a ’Eeole
Polytechnique, professeur de Géométrie descriptive au
Conservatoire des Arts et Métiers, avec des Notes par
Arthur Cayley, membre de la Société Royale de Lon-
dres, correspondant de I'Institut de France, professeur
a I'Université de Cambridge. Paris. Gauthier-Villars,
1867. — Prix : 6 francs.

The Caﬁtbri{lge and Dublin mathematical journal. —
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik.
— Journal de Mathématiques pures et appliquées. —
Nouvelles Annales de Mathématiques. — Divers Mé-
moires de MM. Cayley, Steiner, Kummer, Cremona,
Mannheim, Moutard et Darboux.

Les études mathématiques en France ont subi, il y a
une quinzaine d’années, une crise fort grave en appa-
rence, dont les amis de la science se préoccupérent vive-
ment. Le principe d’autorité, depuis plusicurs siecles ex-
clude nos écoles, y fit tout i coup une brusque et hautaine
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apparition, et le vieil adage : Quand on sait le texte on
sait la science, sembla proposé aux maitres aussi bien
qu’aux éléves. De volumineux programmes, détaillant
lecons par lecons les matiéres de I'enseignement, furent
imposés, d'un bout de la France a Yautre, dans tous les
établissements d’instruetion publique, dontles éléves de-
vaient tous, le méme jour, & la méme heure, étudier le
méme théoréme, s’exercer aux mémes calculs, ou dessiner
la méme épure. On décida ce que les éléves devaient sa-
voir complétement, les idées qu'ils s’abstiendraientd’ap-
profondir, et les difficultés devant lesquelles ils devaient
s'incliner sans en demander I’explication 4 leurs maitres.

Les sciences devaient étre étudiées pour leur utilité
pratique, et c'était une dangereuse erreur d’y voir sur-
tout une gymnastique intellectuelle, et un moyen de for-
tifier 'esprit et d’en accroitre Ia subtilité; les élégantes
questions du concours général des lycées de Paris furent
remplacées plusieurs fois par des calculs numériques, et
les grands prix, auxquels on conservait le nom de Prix
d’honneur, accordés a ceux qui obtenaient les chiffres les
plus exacts.

Un tel régime, malgré I'incontestable capacité de ceux
qui s’en firent les promoteurs, semblait devoir affaiblir
rapidement en France I'esprit scientifique, en faisant dis-
paraitre, dés le début, P'habitude de I'effort individuel et
le gotit des recherches personnelles, et, si les théories
transcendantes appartenant a une autre sphére pouvaient
malgré tout se développer et s’accroitre, on devait déses-
peérer, pour longtemps, de I'étude plus humble en appa-
rence, mais non moins utile ni moins vaste, des théories
réputées élémentaires qui couronnent notre enseignement
classique.

Les résultats ont trompé de la maniére la plus heureuse
ces facheuses prédictions, et nos écoles, affranchies gra-
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duellement, il est vrai, des entraves imposées, ont suivi
sans infériorité les progrés incessants des Universités
d’Angleterre et d’Allemagne. Des méthodes nouvelles,
dont les plus importantes sont dues a nos illustres com-
patriotes, MM. Poncelet et Chasles, ont été de mieux en
mieux appréciées a Paris, tout aussi bien qu'a Cambridge
et a Berlin. Il était sans exemple, il y a vingt ans, qu'un
ouvrage élémentaire éiranger fut consulté par nos éco-
liers. J'ai sous les yeux, en écrivant ces lignes, la petite
bibliothéque d’un candidat a PEcole Polytechnique, et
'y apercois : Forlesungen iiber analytische Geometric
des Raumes, von Otto Hesse; Lessons of higher algebra,
by 8. Salmon ; Geometrie of three dimensions, by Sal-
mon; a coté se trouve le Traité des propriétés projectives
des figures de M. Poncelet et la Géométrie supérieure de
M. Chasles, dont les couvertures fatiguées montrent assez
que, pour se préparer a un concours difficile, on ne juge
nullement nuisible de trop apprendre et de trop appro-
fondir. Les examinateurs, par la force des choses, et quels
«ue soient les réglements, sont conduits & préférer les can-
didats qui, plus curieux ou plus heureusement doués, an
lieu de se préparer a iraiter dans la langue mathématique
un certain nombre de sujets désignés, s'efforcent d’ap-
prendre la langue elle-méme et de la parler couramment.

[’activité des inventeurs et 'attention des géométres,
presque exclusivement appliquées naguére aux méthodes
infinitésimales, sont détournées aujourd’hui vers les théo-
rics qui, pour étre réputées plus élémentaires, ne sont ni
plus faciles 4 perfectionner ni moins intéressantes a ap-
profondir. Pendant trop longtemps, par exemple, on a
cru ou affecté de croire que la géométrie des lignes ou des
surfaces algébriques, dépendant, depuis Descartes, de mé-
thodes siires et réguliéres, n’offrait plus qu’un exercice de
patience utile aux seuls écoliers. }'ai dit ici méme com-
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bien le plus ingénieux et le plus inventif peut-étre des
géométres francais contemporains avait dia montrer de
persévérance et d’abnégation pour triompher, par 'excel-
lence de ses travaux et la variété de ses recherches tou-
jours originales, de l'indifférence systématique daus la-
quelle de trés-illustres juges tenaient, avant tout examen,
les questions difficiles et brillantes qui leur semblaient en
dehors de la haute science.

Descartes lui-méme avait peut-éire contribué a ré-
pandre cette idée, que la méthode réguliére et générale
dont il est I'inventeur enléve, avec toute la difficulté,
tout I'intérét des études particuliéres sur les courbes et
les surfaces. « Yespére, dit-il, avec un peu trop d’or-
» gueil en terminant sa Géométrie, que nos neveux me
» sauront gré, non-seulement des choses que j’aiici ex-
» pliquées, mais aussi de celles que j’ai omises volontai-
» rement afin de leur laisser le plaisir de les inventer. »

Lavérité est pourtant que, si I'instrument puissant créé
par legénie de I'illustre philosophe permet de vérifier avec
aisance, parfois méme avec élégance, les théorémes connus
a l’avance, il n’estdonné qu’aux esprits inventifs d’en dé-
duire des résultats réellement nouveaux, dont la vérifica-
tion ultérieure, quelque facile qu’elle puisse &tre, ne
diminue en rien I'importance.

Les propriétés d’un certain nombre de surfaces algé-
briques étudiées depuis quelques années ont donné lieu
a des travaux d’importance inégale, sur '’ensemble des-
quels il est juste d’appelerd’une maniére particuliére I'at-
tention des amis de la Géométrie.

Citons en premier lien de belles recherches sur la théo-
rie générale des surfaces de troisiéme degré. Quelques
détails sur les méthodes employées par Steiner et par
M. Cayley montreront assez I'erreur profonde de ceux
qui croiraient que, pour traiter des questions de ce genre,
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il suftit de calculer juste en appliquant des regles con-
nues. Toute surface de second degré ayant un nombre
infini de génératrices rectilignes, réelles ou imaginaires,
il importe, pour la généralité des théorémes comme pour
Pexactitude des démonstrations, de ne pas faire la dis-
tinction. Peut-on de méme placer des lignes droites sur
les surfaces de troisiéme degré, et quel en est le nombre?
La mise en équation du prebléme est des plus faciles, et
conduit immédiatement a4 quatre équations entre quatre
inconues. On en peut conclure que la question est déter-
minée, et comporte, en général, un nombre fini de solu-
tions. Quel est ce nombre? L’application réguliére des
méthodes d’élimination le donnerait bien difficilement.
Voici comment raisonne M. Cayley :

Si par une ligne droite située sur une surface de troi-
siéme ordre, on fait passer un plan quelconque, l'inter-
section de ce plan avec la surface se composera évidem-
ment d’une droite et d'une conique, et il touche la surface
aux deux points ou ces lignes se rencontrent et qui sont
des points doubles de 'intersection. Lorsque, par une
position particuliére du plan, la conique se réduit a deux
droites, le plan coupe la surface suivant trois droites et
la touche aux sommets du triangle dont clles sont les co-
tés; il est alors triplement tangent. On prouve aisément
que par chaque ligne droite située sur la surface passent
cing de ces plans triplement tangents. Si ’on considére
P'un d’eux en particulier, par chacune des trois droites
qu’il contient, on peut en mener quatre autres. Ces douze
nouveaux plans coupent la surface suivant vingt-quatre
lignes droites nouvelles qui, réunies aux trois premiéres,
forment un total de vingt-sept, et ¢’est ainsi que M. Cay-
ley prouve I'existence de vingt-sept droites sur chaque
surface de troisiéme degré. 1l n’est pas moins facile d’é-
tablir qu’il n’cn peut exister un plus grand nombre. Que
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I'on considére en effer F'un des plans triplement tan-
gents qui contiennent trois droites formant leur compléte
intersection avec la surface; chaque ligne de la surface
coupe ce plan en un point situé sur I'une des trois
lignes et doit étre, par conséquent, située dans un plan
passant par 'une d’elles, qui, contenant deux droites de
la surface, doit nécessairement en contenir trois, et est,
par conséquent, un des douze plans dont nous avons
parlé plus haut.

Toute surface du troisiéme ordre contient donc vingt-
sept droites et n’en peut contenir davantage.

Il faut excepter toutefois les surfaces gauches du troi-
siéme ordre et les surfaces cylindriques et coniques, qui
¢n contiennent en nombre infini.

Les surfaces gauches du troisiéme ordre ont été Fobjet
d’une étude fort intéressante faite par M. Cremona, dans
laquelle plusieurs résultats trés-nets et élégamment dé-
montrés peuvent étre cités a co1é des belles recherehes
de M. Cayley, dont ils sont I'ingénieux complément.

M. Cremona démontre d’abord que les génératrices
d’une surface réglée du troisiéme ordre rencontrent deux
droites fixes.

Soient, en effet, dit-il, G, K, H, L, quatre géné-
ratrices; I'hyperboloide qui passe par trois d’entre elles
est coupé par la quatriéme en deux points, et les géné-
ratrices D et E de 'autre systéme menées par ces points
rencoutrent les quatre droites G, K, H, L; elles ont donc
chacune quatre points communs avee la surface, sar la-
quclle elles sont par conséquent entiérement situées.

Cela posé, considérons le plan EG, qui contient, outre
la droite E, la génératrice G la section compléte de la
surface parle plan, contenantdeuxdroites et étantdu troi-
sitmeordre, en contient nécessairement une troisiéme (',
ct ce plan, coupant la surface suivant les hgnes E, G, 67,
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coupe nécessairement toutes les génératrices en des points
situds sur la droite E, qui, par conséquent, les rencontre
toutes ; par la méme raison, elles s’appuient toutes sur la
droite D, et la proposition se trouve démontrée.

Considérons de nouvean le plan EGG’; les droites G
et G/, rencontrant E en des points distincts, dotvent né-
cessairement rencontrer D en un méme point, intersec-
tion de cette droite avec le plan EGG’. La directrice D
étant rencontrée en ce point par deux génératrices, la
surface admet deux plans tangents, et le point est double ;
il en est de méme évidemment de tous les points de D, qui
est une droite double située sur la surface.

Toute surface gauche du troisiéme ordre admet donc
une droite double qui est Uune de ses deux direetrices rec-
tilignes.

M. Cremona démontre, en outre, les théorémes sui-
vants :

Toute surface du troisiéme ordre dans laquelle se
trouve une droite double est une surface régiée, et
toutes les sections conigues placées sur la surface s'ap-
puient sur la droite double.

La surface engendrée par une droite qui s appuie sur
une conique et sur deux droites dont Uune rencontre la
conique est une surface du troisieme ordre dont la direc-
trice rectiligne qui rencontre la conique est la droite
double.

D’aprés une remarque de M. Cayley, les deux direc-
trices rectilignes de la surface gauche du troisiéme ordre
peuvent coincider, et I'illustre géométre donne dans ce
cas la construction suivante de la surface.

Prenons une courbe cubique plane avec un point
double; menons par ce point une droite guelconque et
supposons que les plans A, B, C,... menés par cette
droite correspondent harmoniquement aux points «, b,
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¢y .+, de la méme droite. Si par un point in quelconque
de la droite, on méne dans le plan correspondant M une
droite qui rencontre la courbe cubique, le lieu de cette
droite sera la surface gauche du troisi¢éme ordre dont les
deux directrices rectilignes coincident.

Les vingt-sept droites signalées, pour la premiére fois.
par M. Cayley étaient depuis longtemps connues de Stei-
ner, dont les recherches fort intéressantes ont été réunies
postérieurement dans un article du Journal de Crelle.

Par les neuf droites suivant lesquelles se coupent deux
a deux les faces de deux triédres et par un pointarbitrai-
rement choisi, on peut faire passer une surface du troi-
siétme ordre et une seule. Chaque plan conduit par le
point donné coupe le sysiéme des neuf droites en neuf
points qui déterminent avec lui une courbe du troisiéme
ordre; toutes ces courbes sont sur une méme surface.
Avec les nenf droites on peut former six groupes de trois
ui ne se coupent pas deux a deux et déterminent un hy-
perboloide & une nappe; chacun de ces six hyperboloides
coupe la surface suivant trois nouvelles droites. Il est
clair, en effet, que toute génératrice du second systéme
menée par un point de 'intersection a quatre points com-
muns avec la surface du troisiéme ordre, sur laquelle elle
est par conséquent située tout entiére. Ces six groupes
de trois lignes réunies aux neuf premiéres forment en
tout vingt-sept lignes droites situées sur la surface. Cha-
cune de ces vingt-sept lignes est coupée par dix autres, qui
se partagent en cinq groupes de deux droites situées dans
un méme plan, en sorte qu’elle forme cinq iriangles avec
les dix droites. Les vingt-sept droites se coupent en 135
points et forment en tout quarante-sept triangles.

Diverses surfaces du quatriéme ordre ont éié l'objet
d’études fort intéressantes. Citons en premier lieu plu-
sicurs recherches élégantes sur la surface annulaire nom-
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mée fore, engendrée par la révolution d’un cercle autour
d’une droite située dans son plan. Un géomeétre belge,
M. Pagani, dans un Mémoire couronné par I’Académie de
Bruxelles en 1826, avait étudié les sections planes de
cette surface ; mais les résultats les plus intéressants, qui
semblent lui avoir échappé, ont été découverts posté-
rieurement. Le plus curieux, sans contredit, dans cette
étude maintenant compléte, est dia M. Yvon Villarceau :

Tout plan doublement tangent a la surface la coupe
suivant deux cercles, de sorte que par chaque point du
tore passent quatre circonférences différentes, qui y sont
entiérement contenues; toute sphére doublement tan-
gente contient également deux de ces cercles.

M. Darboux enfin, en étudiant les sections quelconques
de la surface, a montré qu’elles sont les réciproques d’o-
vales de Descartes en leur assignant des propriétés focales
qui les rapprochent des courbes du second degré.

" Le tore est un cas particulier d’une surface étudiée
d’abord par M. Charles Dupin et que I’on a nommée cy-
clide. Cette surface est I'enveloppe d’une sphére qui
se meut en restant tangente a trois sphéres fixes qui,
pour une méme cyclide, peuvent étre choisies d'une
infinité de maniéres. Cette surface est la seule dont toutes
les lignes de courbure soient circulaires. M. Mannheim
a établi élégamment ses propriéiés essentielles en mon-
trant qu’on peut la déduire du tore an moyen d’une
transformation par rayons vecteurs réciproques.

Le tore et la cyclide se rattachent a une classe plus gé-
nérale de surfaces de quatriéme degré, découvertes et étu-
diées en méme temps par MM. Moutard et Darboux, et
dont la propriété la plus saillante est de fournir un des
exemples les plus élégants et les plus simples du systéme
orthogonal triple et un, comme celui des surfaces du se-
cond degré homofocales dont il est la généralisation.
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Le tore et la cyclide ont pour ligne double le cercle
imaginaire a l'infini; mais cette propriété ne leur appar-
tient pas exclusivement : car elles ont, en outre, deux
points singuliers, deux points doubles. C’est en adoptant
la premiére propriété comme définition, que I'on estcon-
duit de la maniére la plus simple aux surfaces nouvelles,
qui peuvent, en outre, comme 1’a montré M. Moutard,
étre considérées comme les enveloppes d’'une sphére qui
s¢ meut en restant orthogonale a une sphére fixe, et de
maniére que le centre décrive une surface du second de-
gré. Dans le cas du tore et de la cyclide, cette surface du
second degré se réduit 4 une section conique.

Tout plan doublement tangent a une telle surface la
coupe suivant deux cercles. Ces plans, d’ailleurs, se ré-
partissent en cinq séries, respectivement tangents i cinq
lignes du second degré, en sorte qu’il passe par chaque
point dix sections circulaires. Ces surfaces, a I'étude des-
quelles M. Darboux a mélé, dans plusieurs beaux Mé-
moires, des recherches générales et élevées, sont appelées,
selon toute apparence, a jouer un role des plus impor-
tants. Analogues aux surfaces orthogonales du second
degré, auxquelles clles peuvent se reduire dans un cas
particulier, décomposables comme elles en carrés infini-
ment petits par leurs lignes de courbure, on peut, comme
clles aussi, Jes considérer comme homofocales, et il suffit
pour cela, en suivant une analogie facilement indiqude,
d’étendre un peula définition.

M. Plucker a nommé foyers d’une courbe plane les
points situés dans son plan d’ou 'on peut mener a la
courbe deux tangentes ayant pour coefficients angulaires
-+ \/: et —/—1. Dans un de ces articles courts et
¢élégants, qui, dans I'excellent recueil de M. Crelle, se dé-
tachent entre tant d'oeuvres remarquables pour s'impri-
mer a jamais dans la mémoire des géométres, M. Kummer
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a montré que des courbes orthogonales appartenant a un
seul et méme systéme ont nécessairement un certain
nombre de foyers communs ; c’est cette remarque impor-
tante que M. Darboux a généralisée en donnant aux
lignes focales d’une surface la définition suivante :

Que l'on méne les plans tangents (imaginaires bien
entendu) qui sont paralléles 4 ceux du cone asymptote
de la sphére, ils envelopperont une surface développable
circonscrite a la proposée ; sur chacune des génératrices
de cette surface, il y aura un point réel; le lien de ce
point forme une ou plusieurs courbes qui seront nommeées
les focales de la surface développable, car par chacun
d’eux passent deux génératrices imaginaires conjuguées.
Si I'on nomme foyer un point quelconque de I'une des
focales, on pourra définir le foyer comme une sphére de
rayon nul ayaut un double contact avec la surface; deux
surfaces homofocales sont, d’aprésles définitions précé-
dentes, inscrites dans une méme développable imaginaire.
On sentira toute I'importance d’une telle considération,
en songeant que c'est en se placant a ce point de vue
que M. Chasles a élevé une théorie si élégante etsi simple
des surfaces homofocales du second degré.

Les surfaces du quatriéme ordre qui nous occupent ont
cing focales placées sur cinq sphéres orthogonales, deux &
deux, et elles ne peuvent en avoir une sans avoir toutes les
autres. Trois d'entre elles passent par un point quelconque
delespace et s’y coupent a angle droit. Elles sont données
d’ailleurs comme les surfaces du second degré, avec les-

"quelles leur analogie est si remarquable, par les valeurs
différentes attribudes & un paramétre dans une méme
équation du quatriéme degré.

Il existe sur le plan des courbes analogues que I'on
peut définir comme ayant pour point double les deux
points imaginaires 4 Uinfini, communs aux cercles de
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plan. Ces courbes, qui jouissent de belles propriéiés,
comprennent en particulier les ovales de Descartes.

Les ovales de Descartes sont définies par deux foyers
tels, que leurs distances aux points de la courbe, multi-
pliées respectivement par des facteurs donnés, donnent
une somme constante. Elles ont, comme M. Chasles
I’'a montré, un troisiéme foyer situé sur la ligne qui
joint les deux premiers, et toutes les ovales ayant les trois
mémes foyers forment un systéme double orthogonal,
c’est-a-dire que par chaque point du plan il passe deux
ovales se coupant a angle droit, dont 'étude a conduit
récemment M. Darboux 4 une démonstration nouvelle
et fort élégante du célébre théoréme d’Euler, sur 1’addi-
tion des fonctions elliptiques. J. BerTRAND.

(Extrait du Journal des Savants.)

(La suite prochainement.)

NOTE SUR LE NOMBRE e

(voir 2* série, t. VI, p. 541);

Par M. S. REALIS.

§ 11

1. Reprenons la formule

e

\

p>0, P>
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Nous en déduirons, en changeant x en — x, et ajou-
tant membre 3 membre,

(1) <1 + ;—Z>P+<l——§>P< 2Chzx <<|—;§>ﬁ7+(l +£>_I’a

en représentant par la notation Chx 1a fonction

e x? xt
il AR
2 1.2 1.2.3.4

Nous aurons également, lorsqu’on fait croitre p au dela
de toute valeur donnée,

/

(5 (5 =

S T P
= |I— - — (l -+ —> ,
g 14
en désignant par Shx la fonction

et — e~ % x x? xs
1

2 +1.2.3+1.2.3.4.5+““

Les fonctions Chx, Shx sont appelées cosinus et sinus
hyperboliques de x, parce que, en les regardant comme
des coordonnées rapportées a deux axes rectangulaires,
elles appartiennent a ’hyperbole équilatére, courbe ayant
de nombreuses analogies avec le cercle. On a, en effet,

Ch’z — Sh*x =1,

équation de I'’hyperbole et analogue & celle qui existe
Ann. de Mathém., 2€ série, t. VIL. (Janvier 1868.) 2
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entre le cosinus et le sinus d’un arc de cercle. Mais, dans
le cas actuel, x ne doit pas étre considéré comme un arc
de la courbe.
De méme que la formule (1), la formule suivante

/ d \ / —p

0 ()5 <omes(-)

— ( 1+ z ) -
P’

a lieu pour p >> x > o, ainsi que cela se prouve en com-

parant les développements des trois membres en séries

convergentes.

Ces résultats raméfient a des notions élémentaires et
parfaitement explicites I’origine analytique des fonctions
hyperboliques. On a, de plus, dans les formules (1) et (4),
un moyen direct d’évaluer ces fonctions en nombres, en
assignant en méme temps le degré d’approximation qu’on
atteint a chaque opération.

2. En se reportant a la formule (2) du § I, savoir
1+ax<l e <1+ xe,

on apergoit aussitdt des relations nouvelles et trés-re-
marquables qui ont lieu a 'égard des fonctions hyperbo-
liques.
Des expressions de Chix et Sha en fonction des expo-
nentielles, on tire
¢* == Cha + Shu,
e~ .- : Chxr — Shz.

Au moyen de ces valeurs, la formule citée nous fournit
les relations suivantes

1-i- x < Chx + Sha <1+ x(Chx + Shaz),

5
(5) 1 — & < Chz — Shz <1 — z (Chx — Shx),

qui subsistent pour toutes les valeurs positives et néga-
tives de x, et se réduisent a des égalités lorsque x = o.
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Ces formules doivent étre regardées comme fondamen-
tales dans la théorie des sinus et cosinus hyperboliques,
puisqu’elles expriment une propriété caractéristique du
nombre e, duquel les fonctions mentionnées tirent leur
origine.

On peut remarquer que les deux formules (3) rentrent
'une dans l'autre si I'on y joint les relations

Ch{ —- z) =Chx, Sh(— z)=—= — Shaz.
Nous inscrivons encore les formules

{ +t<Chz <1+ zShu,

(6) ,
v | x <7 Sha <~ xChur,

qu'il y aura occasion de rappeler plus loin. La premiére
se tire des inégalités (5) par voie d’addition; l'autre se
vérific & 'aide des séries convergentes écrites plus haut,
et suppose x positif.

3. Nous allons étendre maintenant a des valeurs ima-
ginaires de la variable les résultats obtenus au n°1 pour
les valeurs réelles. A cet effet, nous changerons x en
x\/— 1 dansles équations (2) et (3); nous serons amenés
par 1a & considérer les expressions symboliques

P Y e S B

2 —— 9
2 2v_[

qui”se développent respectivement dans les séries réelles
et convergentes

x? z¢
11—+ FEYEWARMER
xr x3 x®
N 1.2.3.4.5 7

et que nous représenterons par les notations abrégées
cosx, sinx. Nous dirons, d’aprés cela, que cosx est la
2.
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limite commune vers laquelle tendent les expressions

(=20 (7Y

(==5) ()

lorsque p tend vers linfini, et que sinx est, dans le
méme cas, la limite commune des expressions

7

(1 -rv‘—_-)"_ ( Y
r P

2y —1
T\ \*
(2 ()
' P P .
2y —1

Si p a une valeur finie, mais positive ct plus grande
numériquement que x, les quantités cosx, sinr seront
toujours comprises entre les expressions indiquées. Mais il
est remarquable quc les inégalités (1) et (4) se trouveront
renversées par suite du changement de x en x/— 1; c'est-
a-dire qu’il faut poser

(1 + 'N:)P-i- (: — “iE)P
P r

V—=1\7" W1\
>?c09r><x_z%l> —i—(r-;-'l\/’ |> )

<1 e \/_—I>—P_ (. +.rv‘:n)"’
> asinz > i r .
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en faisant attention que x doit étre positif dans la deuxiéme
de ces formules. Cela se prouve par la comparaison des
développements en séries convergentes, ce dont on lais-
sera le soin au lecteur,

Ces résultats ne sont vrais, remarquons-le bien, que
parce que les imaginaires s’entre-détruisent dans chacune
des expressions considérées; il n’y aurait, en cffet, aucun
sens a attacher a des formules telles que

A + By—1 >2cosz,

AN 4B v—1

m——j‘—:_\/———l—
V—1

si 'on n’avait pas, par identité, B=o0, A’ = o.

li

— 2sinx,

4. D’apres la définition que nous en avons donnée, les
fonctions cosx, sinx résultent liées entre elles par la
relation

cos’x ~+ sin*x =1,

et fournissent les valeurs particuliéres coso=1, sino=o.
Elles pcuvent donc étre représentées par les abscisses et
les ordonnées rectangles d’'un cercle ayant I'unité pour
rayon, et I'on apercoit déja I'analogie de ces fonctions
avec le cosinus et le sinus trigonométriques de I’arc x.
Cette analogie ne cesse pas de subsister si I’on applique les
expressions du n° 3 a la reconstruction des formules tri-
gonométriques relatives a 'addition et soustraction des
arcs, a leur multiplication, etc. (on peut voir, 4 ce sujet,
la note C 4 la tin du Complément des éléments d’ Al-
gébre, de Lacroix). Mais il n’y a pas seulement analogie,
il y a identité. On reconnait eflectivement, dans les séries
écrites au n° 3, les développements qui s’obtiennent pour
les fonctions trigonométrigues cosx, sinx a I'aide de la
formule de Moivre. Rappelons d’ailleurs qu’il y a moyen
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de remonter directement des séries mentionnées, consi-
dérées en elle-mémes, aux fonctions trigonométriques
dont elles sont le développement (*).

Nous ferons remarquer, d’aprés cela, que les rela-
tions (6) obtenues plus haut entre les coordonnées de
Ihyperbole trouvent leurs analogues en Trigonométrie
dans les quatre inégalités suivantes :

; I >>cosx > 1— zsingz,

——
~1
~

| 2> sinz = xcos.r.

Ces relations (7), ou nous supposerons que I'arc x
varie d'une maniére continue a partir de zéro, subsistent
ensemble pour tous les arcs pris dans le premier quadrant,
auquel cas x, cosx, sinx sont positifs. Elles subsistent
encore ensemble lorsque x dépasse le premier quadrant,
en restant inféricur a une certaine quantité comprise

K3 » . .
entre — LT, cLen ce cas cosx est négatif. Du reste, a

I'exception de la deuxiéme inégalité que le lecteur dé-
moiitrera facilement, les formules (7) n’expriment que
des relations connues.
Il vient, ¢n les additionnant,
1~ & > cosx —sinx > 1 +- z (cosx — sinz),

résultat qui a lieu pour les valeurs de x indiquées, et qui
a pareillement son corrélatif dans les fonctions hyperbo-
liques.

5. On peut se demander si la formule fondamentale
(8) 1+ x < e <1+ xet

continue d’avoir licu d’une maniére générale lorsque la
variable devient imaginaire.

{(*) Annales de Gergonne, t. XV, p. 384 (Ampére). — Analyse algébrique
de Cauchy, chap. IX. — Nouwvclles Annales, 17€ sévie, t, V, p. 608
( Lemonnier).
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Pour répondre a cette question, il nous faut aupara-
vant expliquer dans quel sens doit étre entendue I'intro-
duction des imaginaires dans une formule qui n’exprime
pas une égalité.

Ainsi qu’il a été dit (3), on ne saurait attacher de sens
a des relations d'inégalité établies @ priori entre des
expressions en partie réelles et en partie imaginaires. De
ce qu'on a, entre quantités réelles, A + B> A"+ B’, il
serait absurdé d’en conclure une relation entre

A+ B\/—; et A+ By—1.
Rien ne s’oppose cependant a ce qu’on écrive
A+BYV—1i>A +B{V—1,

quand il nous sera prouvé que A > A’, B = B’. Mais ces
derniéres relations ne seront pas entrainées par la pre-
miére; celle-ci, je le répéte, n’aurait aucun sens si elle
était posée indépendammeut des deux autres.

Cela admis, remplagons x par x + yy— t dans la for-
mule (8), et faisons attention que

etV =1 = ot V=1 = e’(cosy -+ \/:—_l siny).
La double inégalité prendra la forme

1+ x4+ ry—1<e*cosy + ey —u1siny
<1+ ze*cosy — ye*siny + e*(xsiny +ycosy)y—1,
et 'on pourra la regarder comme une conséquence des
relations simultanées
14+ x < efcosy <1+ ef(xcosy — ysiny),
y = e*siny —e*(zsiny + ycosy),

données & priori entre les quantités réelles x, y.
Or, d’aprés la nature des fonctions e*, cosy, siny, ces
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relations ne sauraient subsister ensemble pour toutes les
valeurs de x qu’en supposant y = o, et elles ne subsiste-
ront ensemble d’aucune facon pour y quelconque. Donc
la formule (8) n’alicu d’une maniére générale que pour
les valeurs réelles de la variable.

6. Sil’on convient d’écrire
A+By— i >A 4+ By—1

lorsqu’on a A> A/, B>> B/, les formules (7) peuvent
étre présentées sous une forme remarquable qu'il est &
propos de signaler.

Posons, d’aprés cette convention,

T2y —1>>cosz + \—1sine >1— xsinz+.7:\/—lcos.z',

ce qui n’exprimera autre chose, sinon que ces relations
ont licu séparément entre les parties réelles et les coeffi-
cients de \/— 1 pour toutes les valeurs de x auxcuelles
s’étend le systéme (7).

Remplagons maintenant cosx et sinx par leur expres-
sions en fonction des exponentielles imaginaires; il nous
viendra

1 -+ x\/——l> e’\/:> I +z\/:e’\/“_‘.

Ce résultat singulier revient, comme on voit, a la for-
mule (8), dans laquelle on a renversé le sens des inéga-
lités, et remplacé x par x\/— 1; mais, encore une fois,
il ne faut voir 1a qu'une maniére abrégée d’énoncer des
relations existantes entre des quantités réelles. En ce sens,
la formule qui vient d’éire écrite, et ou nous supposons
que x varie d’une maniére continue a partir de zéro,
embrasse toutes les valeurs de x comprises entre o et ar,

” . 1 .
a désignant un nombre compris entre S et et satisfai-
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faisant a P’équation.
€OS am — I — am Sin am.
Je n’insisterai pas davantage ici sur ce sujet.

7. Les analogies entre les fonctions hyperboliques et
les fonctions circulaires, en tant que résultant de la com-
paraison d’équations, ont été étudiées a différentes re-
prises par les géométres (*), et il ny a pas licu de s'en
occuper ici. Mais le sujet n’est pas épuisé, et les déve-
loppements qui précédent n’en présenteront pas moins
quelque intérét, surtout au point de vue de I'enseigne-
ment. D’abord, ils complétent en quelque sortc les no-
tions qui se rapportent & lorigine analytique de ces
quantités. Ils établissent, entre le cercle et 'hyperbole
équilatére, de nouvelles analogies fondées sur un genre
de relations qui n’avait pas encore été étudié. C’est enfin,
d’apreés les formules posées, qu’on en vient a assigner un
sens clair et explicite a la représentation symbolique des
fonctions trigonométriques par les exponentielles imagi-

naires.
(La suite prochainement. )

DE LA SEPARATION DES RACINES ;
Par M. Aser TRANSON.

I

Soit F(z) une fonction algébrique entiére dans la-
quelle les coefficients des diverses puissances de z sont

(*) Voir Nouvelles Annales, 2¢ série, t. 111, p. 416 : Notice sur les fonctions
hyperboliques et sur quelques Tables de ces fonctions, par M. Hoiiel.
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des constantes quelconques, réelles ou imaginaires. Si
on y remplace z par x +y —1, F(z) prendra la
forme P+ Q \/:, ou P et Q sont des fonctions algé-
briques entiéres et a coefficients réels de x et dey.

Si ensuite on considére x et y comme les coordonnées
d’un point rapporté i deux axes rectangulaires ox et oy
et situé dans le plan de ces axes, il est évident que les co-
ordonnées de chacun des points de rencontre des deux
courbes P = o0, Q = o, donneront les éléments d'nne ra-
cine correspondante de I’équation F (z) = o.

« Ces points, disent MM. Sturm et Liouville, repré-
sentent en quelque sorte géométriquement les racines de
Péquation F (2) =o0.(*). » Prouhet les appelaitdes points-
racines, et cette dénomination parait étre acceptée dans
la science.

Les courbes P = o, Q == o, et plus généralement toutes
celles que représente I'équation

aP +6Q—=o,

ou a et b sont des nombres réels quelconques; chacune
de ces courbes porte sur son contour tous les points-ra-
cines de F (z) = o.

Mon objet est de déterminer le nombre des points-
racines contenus sur un arc donné de I'une des deux
courbes P = 0, Q = o; ou plutét, c’est de réduire cette
détermination i la solution d’une question de calcul, de
la méme fagon que la détermination du nombre des points
racines contenus dans l'intérieur d’un contour fermé
se trouve réduite aussi, au moyen d’un célébre théoréme
de Cauchy, a la réalisation d’un certain calcul.

Je ferai la réduction que j’ai en vue par deux procédés
trés-différents, et d’abord au moyen de ce théoréme de

(*) Journal de Liouville, t. 1°¥, p. 179.
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Cauchy auquel je viens de faire allusion. C'est pourquoi
il est utile d’en reproduire ici I'énoncé.

Tratorime pE CAvcay. — Le nombre des points-ra-
cines situés dans Uintérienr d'un contour fermé, en sup-
posant qu'il ne s'en trouve aucun sur ce contour méme,
est égal & la demi-différence entre le nombre des varia-

. P
tions descendantes et ascendantes du rapport Q Powr

toute l'étendue du contour supposé parcourudans le sens
direct de rotation. Ce nombre est aussi égal a la demi-
différence entre les wariations ascendantes et descen-

dantes du rapport inverse % .

Dans ceténoncé on entend que la variation d’une quan-
1ité est ascendante lorsqu’elle passe du négatifau positifen
s’annulant; descendantesi elle passe du positif au négatif.
D’ailleurs, on n’a pas égard aux changements de signe
(variations) résultant des passages par I'infini. Enfin,
le sens d’une rotation est appelé direct lorsqu’un observa-
teur parcourant le contour se trouve avoir U'intérieur de
ce contour & sa gauche sous la condition toutefois ¢ue
le méme observateur, étant placé a ’origine et regardant
le segment positif de’axe des x, ait le segment positif de
I'axe des y aussi a sa gauche.

II.

Supposons qu’il s’agisse de déterminer le nombre des
points-racines situés sur un arc donné de la courbe
Q=o.

On peut toujours admettre que les extrémités de cet
arc ne sont pas des points-racines, et dés lors il est facile
de Tenfermer dans un contour qui n’ait sur son péri-
metre aucun de ces points, et qui, dans son intérieur,
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n'en contienne pas d’autres que ceux qu’on suppose
exister sur ce méme arc, par conséquent dans un contour
qui fera connaitre par I'emploi du théoréme de Cauchy
le nombre demandé.

Pour former ce contour on prendra sur la normale en
chaque point, et de chaque c61é de ce point, une longueure
suffisamment petite (infiniment petite). On aura formé
ainsi une bande de largeur 2¢, terminée 4 ses bouts par
deux portions de droites et sur ses cotés par deux arcs
paralléles a Varc donné. »

Pour que le sens du mouvement soit direct, le premier
des deux cotés a parcourir dépendra évidemment de celle
des deux extrémités d’oulon part. Mais quelle que soit
cetle extrémité il est aisé de voir que, sous la condition
que les arcs croissent dans le sens du parcours, I’équation
de ce premier coté s’obtiendra en remplacant dans I’équa-
tion de la courbe centrale

yopar y-4e—--

Donc, tout le long de ce coté, le dénominateur de la
. P A < .
fraction —a laquelle doit éwre appliqué le théoréme de

Cauchy, a pour valeur

Q= (W% 22 iy

expression ou I'on néglige d’écrire les termes qui con-
tiennent des puissances supérieures de .

D’ailleurs, on a en chaque point de ce parcours, et
toujours en négligeant les infiniment petits,

dQ dz  dQ & _ .
de ds ' dy ds
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. .y . . P
A Taide de cette derniére relation, la fraction apren(

la forme

4Q
dy

—% (@)« (%]

Ainsi il y ad’abord a compter la différence du nombre
des variations descendantes a celuides ascendantes que la
fonction ci-dessus éprouve tout le long du premier c6té,
soit de S, a S,.

(A)

Si on parcourt les deux bouts rectilignes du contour
. s [ . P M
qui enveloppe 'arc donné, la fonction — passe une fois a

Q

chacun de ces bouts par I'infini, mais ne s’évanouit pas;
il n’y a donc lieu que d’étudier ce que donne le second -
contour de la bande, lequel doit étre parcouru en sens
contraire du premier, c’est-a-dire de S, a S,.

Nous avons dit que la substitution a faire dans 1'équa-
tion de la courbe centrale pour avoir 1'équation de 'un
des bords parcouru dans le sens direct est toujours la
méme quelle que soit I'extrémité d’ou I'on part, pourvu
que lVarc croisse dans le sens du parcours; mais si I'on
veut conserver aux accroissements de ’arc le méme sens
que sur le coté antérieurement parcouru, les substitutions
seront de

d
x4+ Y il place de x,
ds

dx
—e— alaplaced .
y—e a la place de y;

et ainsi on aura a compter le long de ce second coté la
différence des variations descendantes aux ascendantes
t
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éprouvées par la fonction

dQ
"I _
dr | 2 d P '
-2 __.1: /55_9> —+ —Q~ ‘
ds | \ dx | dy )

ou bien, ce qui est la méme chose, éprouvées par cette
fonction prise négativement, toutefois en parcourant le
second coté, non plus de S; 4 S, mais comme le premier
co6té deS, a S,. En effet, si’on change a lafois le signe de
la fonction parcourue et le sens du parcours, les varia-
tions ascendantes, comme les descendantes, conservent
leurs signes respectifs.

L’excés du nombre des variations descendantes compté

sur le contour entier sera donc égal au double des descen-
dantes sur les ascendantes éprouvé par la fonction (A),
‘lorsqu’on parcourt seulement le premier coté de la bande
d’une extrémité a I'autre. Ce dernier excés pris une seule
fois donnera le nombre des points-racines contenus sur
’arc donné.

Observons maintenant qu’on peut supprimer d’abord

. e ol
dans cetteexpression (A) lefacteur constant et positif—; et

ensuite qu’on peut supposer nulle I'épaisseur de la bande,
ce qui revient a annuler effectivement les termes qu’on
s'est dispensé d’écrire au numeérateur et au dénomina-
teur de P'expression (A), comme renfermant des puis-
sances de ¢. Observons aussi qu'on peut changer le
signe de cette expression a la condition de changer le
signe des variations ; et enfin qu’en vertu de la relation

dQ dx  dQ dy__o
dr ds ' dy ds T

qui a lieu en tous les points de 1’arc donné, on peut
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v [(4Q 4Q
wl (%)~ (%) ]
par son équivalent
‘dr
)

PN
dy

de sorte que finalement la question que nous avions en

vue est résolue par la proposition suivante :

Tutorkme. — Le nombre des points-racines contenus
sur un arc déterminé de la courbe Q = o, lorsque les ex-
trémités de cet arc ne sont pas eux-mémes de tels.
points, est égal a la différence du nombre des variations

(2
ds
7dQ\

»)

ascendantes et descendantes du rapport pour

toute U'étendue de et arc.

III.

La régle qu’on vient de formuler serait illusoire si pour
quelque point de I'arc en question le numérateur et le dé-
nominateur devenaient nuls en méme temps; par

. o . d
exemple, si I'on avait a la fois P =o et _aTyQ =o.

Mais on peut écarter cette supposition au moyen des
relations bien connues qui existent entre les dérivées
partielles des fonctions P et Q, et qui s'ensuivent de
I'identité

Flz)=F(z+yy—1)=P+Qy—1.
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En effet, on déduit de cette identité deux expressions
différentes de F'(z), savoir :

L 40 . dQ S
! _— — "N2V= = — —  — 13
F'(z) = dr - V=1, e F(z) pl 1;

d’our résultent les relations, dont il s’agit, savoir :

dQ _dp  dQ _  dp

d] T de’ dz -(—l;’
et en méme tempsdeuxautres expressions deF’(z,) savoir :

N ) - Q
F'(z):—[ﬂ o F' dg \/—-l,

d’ailleurs, a cause de la relation déja utilisée ci-dessus :
dQ\* | (dQ\*] [dxz\* _ [dQ\*
[(@) = (&) ] (@) =(%)"

on ne peul pas supposer = 0, sans avoir en méme

dy
d . . . -,
temps d—S— = o, si toutefois on écarte la supposition de

dx
— = 0.

ds

Or, la supposition que Z—Q et 2Q sont nulles ensemble

ly dz

revient & F'(z) = o. D’ailleurs, celle de P = o revient
aF(z) = o, puisque les variables x et y sont déja
liées par la relation Q = o; on aurait donc a la fois
F(z) = o, et F'(z) = 0. Doncon évitera le cas d’excep-
tion dont il s’agit, lequel mettrait notre régle en défaut,
si 'on a le soin de n’opérer que sur des équations F (z) = o
a racines simples, ce qui est toujours possible.
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dx
L

La fonction ~o °¢ présenteraitencore sous une forme

dy

Y e . . .. dr N .
indéterminée sil’on avait o = 0 que P fit d’ailleurs en

A cpps , . dr
méme temps nul ou différent de zéro, puisque —; e peut
£

dx dy
s’ ler qu'avec 23; mais t lacer — il ar;;;
annuler q & on peut remp 7Q par >
d_y dy
s . (e s d dpP
ce qui léve ladifficulté puisqu’on ne peutpasavoir ——g et

tous les deux nuls a la fois.

Nota. — On vient de voir que si F(z) = o est une
équation a racines simples, on ne peut pas avoir a la fois

dP__ ¢ rlP_

ll—w.‘-o e E;——Oa
ni

d ]

d—g:o avec fd—SZO

Il suit de la que les courbes P =0, Q = o, et aussi les
courbes aP + 5Q = o0, ou a et b seraient des nombres
que]conques, ne peuvent avoir aucuns points singuliers
proprement dits, et notamment aucuns points isolés, de
sorte que, dans celtte méme supposition des racines
simples, on est sir de rencontrer tous les points-racines
en suivant le périmétre de I'une quelconque de ces
courbes.

Iv.

. Laméme expression (A) qui convient a lacourbe Q=0
est susceptible d’une autre forme qui est trés-digne de re-

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VII (Janvier 1868.) 3
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marque, parce que nous la retrouverons pour toutes les
courbes aP + 5Q = o, et parce qu'elie nous conduira a
une proposition, d'ailleurs bien connue, relative aux ra-
cines réelles des équations dont tous les coefficients sont
réels.

Voici ce qu’il en est. Supposons que I'on considére les
coordonnées x et y d’un point quelconque de la courbe
Q = o comme des fonctions de 'arc s de cette méme
courbe, on aura d’une part

P=y5(s),
et d’autre part
dQ
de  (dP  dP dy dr_?i;_
=R D E=D

on a donc identiquement

s de

ds  ols)
dQ T 9 (s1
ar

de sorte que la solution du probléme (ue nous avions en
vue s’exprime sous la forme suivante :

Tatoreme. — Le nombre des points racines de le-
quation F (z) = o contenus sur un arc détcrminé de la
courbe Q = o, est égal a lexcés dunombre des varia-
tions ascendantes sur les descendantes qu'éprouve le

s) ,
rapport %'—), lorsqi’on parcourt I’ arc donné.
ql s

En reprenant cette question par une autre méthode, je
montrerai ultérieurement que les variations du rapport

s - .

?,(( )) sont toutes ascendantes, et d'ailleurs il n’échappera
[ s

pas au lecteur quesi ¢ (s) est une fouction rationnelle et
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entiére de s, la question analytique & laquelle se trouve
reduite la détermination du nombre des points-racines de
I’arc donné, se trouve résolue par le théoréme de Sturm.
11 suffit méme, d’aprés ce qui a été démontré par ce géo-
métre a propos du théoréme de Cauchy sur les contours,
que 9 (s) soit unc fonction rationnelle (¥).

Si F(z) = o est une équation a coefficients réels, la
fonction Q se décompose en deux facteurs, saveir : y pour

-2
le premier, et f’ (x) — })T?; J"(x)+ ... pourle second.

Sil'on chercheles points-racinessur un segment delaligne
y = 0, ce qui convient exclusivement aux racines réelles,
s . F(x)
?,(, ) deviendra —+—;
¢ (5) F'(z)
qui procure une confirmation de notre théoréme.

on aura x = s, et le rapport ce

V.

Sil'on voulait chercher les points-racines coutenus sur
un arc donné de la courbe P = o, on imaginerait d’abord
un contour enveloppant cet arc et construit de Ja méme
facon que celui dont nous avons entouré un arc de la
courbe Q = o. Mais ici, pour que les extrémités a bords
rectiligues de ce contour ne donnent pas lieu a des varia-
tions, on emploiera la seconde forme du théoréme de
Cauchy, a savoir que le nombre des points-racines
situés dans Uintérieur d'un contour fermé. . ., estégal a
la demi-différence entre les variations ascendantes et

Q

descendantes du rapport T)--

Et alors, en imitant les calculs précédents, on trouvera
que le nombre cherché est égal a I'excés du nombre des
variations ascendantes et descendantes qu’éprouve, le long

(*) Voir Serrer, Cours d’Algéhre supéricure, 3¢ édit., t. 1¢7, p. 28g.

3.
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de 'arc donné, la fonction
dy
ds
dp’
dz
etdenouveau, si les coordonnées d'un point quelconque de
I'arc sont considérées comme fonctions de 'arc lui-méme
exprimé par s, de sortequ’on puisse représenter Q par g s),
pls)

’

9’ (5)

on verra que l’expression précédente équivaut a

VL.

Enfin, on sera conduit encore a la méme régle, si I'on
cherche le nombre des points-racines contenus sur un are

d’une des courbes
aP + bQ =o.

Il suffit de rappeler la remarque ingénieuse due a
M. L. Prouhet, que les racines de

((l—{—b\/ —1) F(z) = o

étant manifestement les mémes que celle de F(z) = o,
on peut considérer le résultat de la substitution de
& +y\ —1 4z comme donnant

aP—b6Q+ (aQ+ bP)y —1 =o0.

Et, en effet, si on pose

aP—bQ=P, e aQ+5bsP=Q,
les deux fonctions P; et Q, ont entre elles les mémes rela-
tions que P et Q; dés lors les régles pour trouver le nom-
bre des points-racines de F(z) = o contenus sur des arcs

donnés de P, = o oude Q, = o, seront les mémes (mutatis
mutandis) que pour des arcs de P = o, oude Q = o.

(La suite prochainement.)
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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 437
(voir tome XVII, page 186);
Par M. Vencestas NIEBYLOWSKI,
Eléve de spéciales au lycée Bonaparte.

O, est une circonférence décrite sur un rayon dc la
circonférence O comme diamétre, on fait rouler O au-
tour de O,. On demande :

1° Le lieu décrit par un point quelconque du plan O.

2° L’enveloppe d’unc droite quelconque liée inva-
riablement & la circonférence O (¥). (ManNmEIM. )

1° Je méne le rayon O, A qui passe par le point M du
plan O, et je suppose que dans sa position initiale la cir-
conférence O soit tangentc en A 4 O,. Trois cas peuvent se
présenter, suivant que le point M est situé intérieure-
ment a O, ou extéricurement, ou sur cette circonférence.
Supposons M intérieur, soit un rayon OB’B quelconque,
on sait que I'arc AB égale I'arc AB’; donc, dans la rota-
tion de O, quand B vient en B’, O vient en O’ extrémité
du diamétre B'O, ; de plus, aprés la rotation, la droite OA
prendra la position O’ A et M viendra en M’ tel que O'M’
égale OM.

Tout revient donc & joindre un point quelconque I de
la circonférence O, au point A, puis de porter, & partir
de I 'sur IA, une longueur égale a OM. Le lieu du point M
est donc un limagon de Pascal.

Suivant les trois positions de M relatives au cercle O,
on aura une des trois formes différentes de la conchoide
du cercle.

(*) Le lecteur est pric de faire la figure.
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2¢ J'abaisse de O, une perpendiculaire sur la droite
donnée, d’aprés ce qui précéde le pied M de cette per-
pendiculaire décrit dans le mouvement de O un limacon
de Pascal. Tout revient donc a trouver 'enveloppe des
perpendiculaires MC menées au rayon vecteur AM de
Vorigine A, or on saitquel'enveloppe de ces droites est une
circonférence ayant son centre en O et pour rayon OM.
C’est d’ailleurs un moyen connu d’obtenir la conchoide
du cercle : on donne un cercle et un point fixe A, une
tangente mobile CM roule sur le cercle, et du point A on
abaisse AM perpendiculaire sur cette tangente, M dé-
crit un limacon de Pascal dont le cercle directeur a
pour diamétre la distance de A au centre du cercle
donné.

On peut trouver facilement ce resultat par le calcul.
En effet, en prenant A pour origine, AO, pour polaire,
I'équation du limacon est

p=a—+ bcosw,
celle de MC perpendiculaire 4 AM est

&+ bcosw

cos{w—a)

Y’aprés la théoric des enveloppes, dérivons, il vient
b

Sin(w——a) = —sing,
a

cos (@ — x *\/1-—sm’a,

développons sin (w — o) et élevons au carré, on obtient

d’on

2

2b . .
€08?w =+ — SIn*aCos® -+ — sin’« — cos’« = 0,
a a

b b
CoSw = — — Sin?z + cosa [— — Sin‘ .
a a?
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Substituons cos et cos (» — «) dans la valeur de p, il
vient en-simplifiant

p= \/m -+ bcosa,
p? — 2bpcosx + b* — a*=o,
si-’'on revient aux coordonnées cartésiennes,
r+z—0br=a,
équation d’un cercle dont le centre est le point O,, car
AM =, et le rayon AO, car AO =a.

Note. — La méme question a été résolue géométriquement avec €lé-
gance par MM, Berquet et Jouffroy, éléves du lycée de Lyon.

Question 818

(voir 2° série, tome VI, page 335);
Par M. TOUREN,

Répétiteur au lycée de Grenoble,

Er M. A. QUITTERAY,

Lieutenant de chasseurs a pied.

8i U'on envisage une chainette dont la densité soit
en raison de la courbure, et un arc quelconque symeé-
irigue par rapport au sommet, le centre de gravité de
cet arc sera sur Uaxe de la courbe & une hauteur au-
dessus de la directrice marquée par le rapport de l’ab-
scisse a Uinclinaison extréme.
(Haron pE LA GOUPILLIERE.)

Soient p le rayon de courbure, b dw Pangle de con-

tingence, y, I'ordonnée du centre de gravité, c’est-a-dire
la hauteur de ce centre de gravité au-dessus de la direc-
trice. On aura

(1) y,‘}’.dm :f_y‘d?fa
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puisque dans la chainette le rayon de courbure est égal

a la normale, on a

o ds
P=r 7’

et la formule (1) devient

)’lfdw:fdx.

En intéerant entre les limites correspondantes aux extré-
3 P
mités M et M’ d’un arc symétrique par rapport au som-
met, on trouve
20y =2z,
d’ou

x
Ji=—*

w
Note. — Solutions analogues de MM. Léon Geoffroy, éléve de 1'Ecole
Centrale; Pellet, éléve du lycée de Nimes ; Lucien Bignon, de Lima.

Question 834

(voir 2° série, t. VI, p. 480);

Pax M. PELLET,

Eléve du lycée de Nimes.

8¢ a et b sont les deux axes d’une ellipse, R, R, les
rayons de deux cercles osculateurs, d la distance de
leurs centres, p la distance du centre de Uellipse a
Uaxe radical des deux cercles, on a la relation

22/ 2 2
2d/)::3a“b"<Rf——R3).
(L. Painvin.)

Soit (acosu, bsinu) un point de Dellipse, le cercle
osculateur en ce point a pour équation

ctcostu\? ersind e\ ? b* + c*sintu)?

a b @ b?
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ou, en développant,

¢ cosu csinde .
I— 22— x4yt 5 y—3cisin’u+-at—2b*=o,
a
mais
B2 (b* + c*sin*u )
- a2 b? )
donc

2
3

b* + ¢*sine = (abR)®,
et I'on peut écrire 'équation qui précéde de la maniére
suivante

2

(1) 2*— 2ar+y’— 28y — 3(abR) 4a? + b2 =o,

o, 3 étant les coordonnées du centre.
L’équation d’un autre cercle osculateur est

2
(2) a*— 20,2+ y*— 2B,y — 3(abR,)’ + @* + b* =o.

L’axe radical des cercles (1) et (2) est la droite

2 (o — )z + 2 (B — B)y +3(ab) (RE— R}) =o.

D’aprés une formule connue, la distance de I'origine &
cette droite (p) est égale a

P
~¥_(&,j)

a(w—af = (b— )

or
| d=V{a —af + (B — B
donc
1ozg o2 2
opd = 3113173(R:,‘ — B3).
C. Q. F. D.

Note. — L'a méme question a été résolue par MM. Alfred Giard, Henvi
Ledous, L. Redovez, éléves du lycée de Douai.
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Question 835

( voir 2° série, t. VI, p. 480);

Pan M. Avcuste MACE,

Eléve de Mathématiques spéciales au lycée de Grenoble.

Une sphére et un plan étant donnés, démontrer que
toutes les sphéres décrites des différents points du plan
comme centre, avec des ra yons e'gaux aux langentes
menées de ces points & la sphére donnée, passent par un
point fixe, et déterminer ce point (*).

(Virrorio Sawnpi.)

Soit O le centre de la sphére donnée, et soit Q le plan
donné; de O abaissons la perpendiculaire OA sur le plan,
et soit A le pied de cette perpendiculaire ; si le théoréme
est vrai, c’est-a-dire s'il existe un point fixe, ce point,
pour une raison de symétrie, devra se trouver sur‘la per-
pendiculaire OA, et & une distance de A, AP, égale ala
tangente AB. Pour démontrer le théoréme, il suffit donc
de prouver qu'une sphére décrite d'un point quelcon-
que M du plan passe en P; soit MT la tangente, menons
MO et MP; il suffit de prouver que

MT — MP.
Or
MT =MO — R,
R étant le rayon de la sphére donnée. Dans le wiangle
MOP, on a
——z —2 —
MP — MO + OP — 20P AO,
mais
—2 Y —
OP —= AOQ — AP et AP — AB — A0 — R?,
donc on aura
——2 —2 —2 —2 —1 —1
MP —MO + AP — A0 =MO — R*=MT ,

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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ce qu’il fallait démontrer. Donc toutes les sphéres dé-
crites des divers points da plan comme centres, avec des
rayons égaux aux tangentes menées de ces points i la
sphére donnée, passent par le point fixe P, et ce point
est déterminé par la relation

—2 —2

AP — A0 — R? (*).

Note. — Solutions analogues de MM. Edouard Duviviers; Léon Geof-
froy, ¢léve de V'Ecole Centrale; Williére de Thuin; Ch. Dupain, profes-
seur; Julien Boulanger, éléve au lycée de Dijon (classe de M. Marquet);
Alfred Giard; Herment, éléve du lycée de Metz (classe de M. Ribout);
L. Henning, éléve du lycée de Metz (classe de M. Ribout); H. Schefér,
éléve du lycée Louis-le-Grand (classe de M. Darboux ); E Besson, étudiant
en droit; Paul Endrés, éléve du lycée de Douai; Jules Barbier, ¢léve du
Iycée de Grenoblc; Georges de Villepin, éléve du collége Stanislas ( classe
de M. Gros); Morges, éléve du lycée Louis-le-Grand (classe de M. Dar-,
boux ); Andry, éléve de I’Ecole de Sainte-Barbe (classe de M. Bourgeois)
Jaricot; Welsch, éléve dn lycée de Metz.

QUESTIONS.

839. F (x) étant une fonction rationnelle et entiére du
degré 13 xy, Xy, X5, . . ., T, étant des valeurs quelconques
de x en nombre p, et p étant plus grand que 7 +1 ; enfin,
J (x) représentant le produit

(2 —x)(r —>). . (@ — ),

on a toujours

(J.-3.-A. Marusu.)

(") Le symétrique du point P par rapport au plan répond aussi évidem
ment a la question. B.



(44)

840. On donne un cercle et un point O fixe sur la cir-
conférence ; par ce point on méne une cordearbitraire OM
sur la direction de laquelle on porte une longueur ON,
telle que ON* == OM?* + const. ; par le point N, on méne
une perpendiculaire 8 ON : trouver I'enveloppe de cette
perpendiculaire. (Dupain.)

841. La forme d’équilibre d'un fil pesant dont la den-
sité varie en raison inverse du carré de la longueur est
une chainette ordinaire, inclinée de maniére que sa tan-
gente soit verticale a 'origine des densités.

Si cette origine recule indéfiniment sur la courbe, le
fil devient homogéne et 1'axe de la chainette se replace
verticalement. On retrouve ainsi le cas ordinaire.

(Haron pE LA GouPpILLIERE.)

842. Hexagramme de Pascal (réciproque). — Si
trois angles ont leurs sommets en ligne droite, leurs cotés
sont les cotés opposés d’un hexagone inscriptible dans
une conique.

J.-E. Barsier, ancien éléve de 'Ecole Normale.

843. Géométrie de la régle. Propositions & démon-
trer. — Si l'on joint les sommets d’un triangle 4 un
point O intéricur par trois droites, les pieds de ces trois
droites déterminent un second triangle inscrit dans le
premier, qui comprend en outre trois autres triangles,
puis un troisiéme inscrit de méme dans le second, qui
comprend en outre trois autres triangles, et ainsi de suite.
On demande de démontrer que :

1° Les cotés de tous ces triangles concourent en trois
points P, I, E qui sont sur une ligne droite D jappelle
e, p, i les points ou les droites qui concourent en O cou-
pent cette droite D.

2° Dans I'intérieur de chacun des triangles énumérés,
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il cxiste un point tel, que, si on le joint aux sommets par
des droites, ces lignes passent aux points e, p, i.

3° Les points ainsi obtenus sont trois a trois sur des
lignes droites qui passent par des poiuts P, I, E.

4° On peut former aiusi un quinconce géométrique
dont les allées donnent vue sur des points remarquables
de laligne D. On demande de démontrer encore qu’on
peut construire un nouveau quinconce en conservant les
mémes points remarquables (savoir P, I, E et leurs com-
pagunons e, p, i), tout en prenant un nouveau point O’
pour point de départ de toute la construction.

J.-E. BaxrsiEr.

CORRESPONDANCE.

1. M. Georges Dostor, professeur a I'ile de la Réunion,
nous adresse une Note sur les mesures du cone et du
tronc de cone, nous en extrayons les énoncés des théo-
rémes suivants, qui peuvent servir d’exercices aux éléves
de Mathématiques élémentaires.

Tutoreme 1. — La surface totale d’un céne est égale
& la surface latérale d’un second cone de méme base
que le premier, ayant pour cété le cité du premier
cone augmenté de son rayon de base.

Tatorime 1I. — La surface totale d’un tronc de cone
est égale a la somme des surfuces totales de deux cones
de méme coté que le tronc, et ayant pour bases Uun la
base inférieure et l'autre la base supérieurc du tronc de
cone.

Tutorime IlI. — Le volume d’un céne est égal a la
surface latérale multipliée par le tiers de la distance de
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la génératrice a un point quelconque de la hauteur,
plus la base multiplice par le tiers de la distance de
cette base au méme point.

Tutorime IV. — Le volume du cone est égal & la sur-
face latérale multipliée par le tiers de la distance du
centre de la base a l'aréte latérale.

TatorkMe V. — Le volume du tronc de cone est égal
& la surface latérale multipliée par le tiers de la dis-
tance de la génératrice & un point quelconque de Uaxe,
plus deux cones ayant pour bases celles du tronc et
par hauteurs respectives les distances du méme point &
ces deux bases.

2. M. Painvin nous adresse une nouvelle solution de
la question 752 (wour 2° série, t. VI, p. 510).

On circonscrit a un triangle quelconque une courbe
du second degré telle, que les normales aux trois som-

* mets du triangle passent par un méme point. On de-
mande de prouver que le lieu de ce point est une courbe
a centre du trowsiéme ordre. Déterminer cette courbe.
Lieu du pied de la quatriéme normale.

Le savant professeur de Douai fait usage des coordon-
nées trilatéres, qui paraissent parfaitement appropriées a
la question. Ses forinules sont symétriques et mettent
bien en évidence les propriétés principales de la derniére
courbe.

Voici celles qui se trouvent énoncées dans sa Note.

1° La courbe est du septiéme ordre.

2° Elle passe par les points circulaires a 'infini, les-
quels sontdes points doubles ordinaires pour cette courbe.

3° La courbe passe par les trois sommets du triangle
donné. Ces sommets sont des points triples ordinaires.

4° La courbe est au plus de la vingtiéme classe.

5° Le cercle circonscrit au triangle doit rencontrer la
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courbe en quatorze points. Les points circulaires a I'in-
fini comptent chacun pour deux; les sommets du triangle
comptent chacun pour trois.

6° Lorsque les trois points donnés forment un triangle
isocéle, la courbe se réduit au sixiéme ordre, aprés avoir
supprimé un facteur que donne la bissectrice intérieure
du sommet du triangle isocéle. Cette solution particu-
liére correspond aux coniques qui auraient pour sommet
celui du triangle.

7° Lorsque le triangle donné est équilatéral, la courbe
du septiéme ordre se compose alors des trois bissectrices
intérieures et de deux cercles confondus avec le cercle
circonscrit au triangle.

3. M. Folie. — Nouvelle maniére de présenter la
divisibilité des nombres.

L’auteur s’est proposé de rendre la théorie de la di-
visibilité des nombres indépendante de celle de la re-
cherche du plus grand commun diviseur, et de formuler
un principe qui permette de découvrir les caractéres de
divisibilité d’'un nombre par un nombre premier d’unc
maniére immédiate et applicable & tous les systémes de
numération, sans qu’il soit nécessaire de chercher les
restes de la division des puissances de la base par ce nom-
bre premier.

Nous ne pensons pas, comme l'auteur, que la méthode
classique soit imparfaite parce qu’elle est fondée sur la re-
cherche du plus grand commun diviseur.

4. M. Genocchi nous prie de signaler aux lecteurs des
Nouvelles Annales les fautes d'impression suivantes, qui
sesont glissés dans son article du tome VI (2° série), p. 5.

Page 7, ligne 21, awliew de (x — a)*, lisez (x — a )2,

Page 8, ligne 18, aulievde fx, lisez frx.

Page 8, ligne 20, awlicu de fiz), lisez fr(x).
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Page g, ligne 1, au liew de x — a + ¢, lisez x =a +«.

Page 10, ligne 5, au liew de Car, lisez Or.

Page 15, ligne 7, au liex de ce premier, lisez le premier.

Page 16, ligne 5, au licu de f(x)G,(x), lisez f(x)G,(x).

Page 16, ligne 17, au liew de F,(x), lisez F.(z).

Page 19 ligne, 2, au liew de a + ¢, lisez a —:«.

5. Nous recevons de M. Laurent, inspecteur de I’Aca-
démie de Clermont, un E'ssai sur la Théorie des Paral-
léles. L’auteur, préoccupé de la forme négative qu’atlecte
la définition ordinaire des paralléles, propose ce nouvel
axiome : 8¢ deux droites tracées dans un plan s’ éloi-
gnent dans un sens, elles se rapprochent dans l’autre;
puis, afin de soustraire la définition aux conditions ex-
centrigues d’un prolongement indéfini, il dit : Deux
droites sont paralléles quand elles sont a égale distance
Uune de U'autre; et il part de la pour faire, a son point
de vue, une théorie des paralléles sans postulatum.

6. Nous avons regu, mais trop tard pour en faire men-
tion, la solution dela question 830 par MM. Henri Ledoux,
éleve du lycée de Douai; Sandier et Rebuflet, éléves a
I’Ecole des Mines de Saint-Etienne.

7. M. Alphonse Ellie, maitre répétiteur au lycée de
Bordeaux, nous a adressé une solution trés-simple de la
question proposée au concours d’admission a ’Ecole Nor-
male supérieure (voir 2¢ série, t. VI, p. 489). Nous re-
grettons que I'abondance ‘des matiéres ne nous permette
pas dec Dinsérer.

8. Les solutions de la question 825 (wvoir 2¢série, t. VI,
p- 556) par MM. Joanne, professeur a Caeu ; Desroziers,
éléve de ’Ecole préparatoire de Sainte-Barbe (cours de
M. Moutard); Lesquier, éléve du lycée de Caen ; Henri
Ledoux, éléve du lycée de Douai, nous sont parvenues

trop tard pour étre mentionnées dans le numéro de dé-
cembre 1867. J. B.
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ETUDE DES SURFACES ALGEBRIQUES

(voir p. 5).

La surface des ondes, qui s'est offerte a Fresnel dans
ses recherches d’optique, a été, au point de vue de la
géométrie pure, le sujet d’études trés-intéressantes.

La recherche de son équation et I'étude de sa forme
n’exigent que 'emploi des méthodes les plus élémentaires ;
pour les mettre en ceuvre, cependant, toute I’habileté des
maitres les plus illustres n’a pas été superflue. L’appli-
cation réguliére des principes généraux peut fournir la
solution du probléme, et le moindre étudiant a, comme
diraient les théologiens de la premiére provinciale, le
pouvoir prochain de la résoudre; mais I’habileté suffi-
sante pour en faire usage est une grice qui n’est pas don-
née a tous. Fresnel lui-méme, qui en a deviné le résultat,
n’en a pas démontré I'exactitude.

Ampére n’a pas dédaigné de s'exercer a refaire le cal-
cul, simplifié depuis par Cauchy, par M. A. Smith, par
M. Lamé et par M. Sylvester, et remplacé, pour les amis
de la géométrie pure, par une trés-ingénieuse et trés-élé-
gante démonstration de Mac Cullach. Fresnel, en don-
nant I'équation de la surface, avait indiqué, pour chacun
de ses points, une construction géométrique trés-simple.
Que I'on considére un ellipsoide et par le centre un plan
sécant quelconque auquel on éléve une perpendiculaire
égale en longueur a I'un des deux axes de I'ellipse de sec-
tion : le lieu des points ainsi obtenus est la surface des
ondes.

Nous n’avons pas a dire ici comment Hamilton a dé-
couvert les singularités remarquables de cette surface,
rattachées bientdt par Mac Cullach 4 la construction pré-

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VII (Février 1868.) 4
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cédente. La surface des ondes contient quatre points
singuliers correspondant aux sections circulaires de I'el-
lipsoide et pour lesquels le plan tangent est indéterminé,
et quatre plans tangents, qui, chacun, les touchent sui-
vant la circonférence d’un cercle.

Les conséquences de ces théorémes et les brillantes
expériences d’optique auxquelles ils ont conduit leur as-
surent, indépendamment de leur élégance propre, une
mention toute spéciale dans I'histoire de la science.

M. Cayley, dont I'habileté dans la combinaison des
formules algébriques n’a jamais peut-étre é1é surpassée,
s'est proposé, a I'occasion de la surface des ondes, comme
il I'a fait pour un grand nombre de problémes célebres,
la généralisation de ces résultats si élégants el bien vite
devenus classiques.

La surface plus générale qu’il nomme tétraédroide est
aussi du quatriéme ordre. Elle est coupée par les plans
d’un certain tétraédre, suivant des paires de coniques,
par rapport auxquelles les trois sommets du tétraédre,
situés dans ce plan, sont des points conjugués. De plus,
les seize points d’intersection des quatre paires de coni-
ques sont des points singuliers, en chacun desquels le
plan tangent est remplacé par un cone de second degré.

La polaire réciproque d'une tétraédroide est une té-
traédroide. Les seize cones qui touchent la surface aux
seize points singuliers sont circonscrits quatre a quatre a
quatre surfaces du second ordre, et les seize courbes de
contact des plans singuliers sont situées quatre & quatre
sur quatre surfaces du second ordre.

On déduit de cette surface la surface des ondes de
Fresnel, en la transformant homographiquement, de ma-
niére que 'un des plans du tétraédre passe a I'infini, que
les trois autres deviennent rectangulaires, et que trois
des coniques d’intersection se réduisent a des cercles.
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Les surfaces de quatri¢éme ordre, étudiées de nouveau
par I'un des plus habiles géométres contemporains,
M. Kummer, ont été pour lui 'occasion de I'un de ces
Mémoires, dans lesquels, sous une forme tout élémen-
taire, on reconnait Ja main d’un maitre.

Le principe sur lequel il s’appuie est le suivant :

Si une section plane d’une surface du quatriéme ordre
a un point singulier, le plan sécant est un plan tangent
a la surface au point singulier de la section, 4 moins que
celui-ci ne soit en méme temps un point singulier de la
surface. Lorsqu’un plan coupe une surface de quatriéme
degré suivaut une conique, I'intersection se compose né-
cessairement de deux coniques, et leur ensemble, consi-
déré comme courbe du quatriéme degré, a nécessairement
quatre points doubles. Si I'une des coniques se réduit a
deux droites, le nombre de ces points s’éléve a cinq, et il
devient enfin égal a six lorsque les deux coniques se
transforment en quatre droites. Réciproquement, si I'in-
tersection d’un plan avec une surface du quatriéme degré
contient quatre ou un nombre plus grand de points dou-
bles, elle se décompose nécessairement en lignes de degré
inférieur a quatre, car une courbe irréductible de qua-
tri¢me degré ne peut jamais avoir plus de trois points
doubles. Lorsque le nombre des points doubles est égal a
quatre, et que trois d’entre eux ne sont pas en ligne
droite, P'intersection se réduit nécessairement a deux
coniques ; lorsque trois sont en ligne droite, elle se com-
pose de cette droite elle-méme et d’une ligne de troisiéme
ordre. Si le nombre des points doubles est cing, I'inter-
section se compose de deux lignes droites et d’une coni-
que, et lorsqu’il est six enfin, de quatre lignes droites.

Partant de ces principes, M. Kummer recherche toutes
les surfaces du quatriéme degré sur lesquelles se trouvent

un nombre infini de coniques.
4.
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La premiére classe est celle des surfaces coupées sni-
vant des coniques par des plans qui ne sont pas tangents.

Elles comprennent :

1° Toutes les surfaces ayant une courbe double du
second degré et deux points doubles isolés :

Les plans passant par ces points les coupent suivant
deux coniques;

A cette classe appartiennent le tore et la cyclide;

2° Les surfaces ayant une droite double :

Tous les plans passant par cette droite la coupent sui-
vant des conirjues ;

3° Les surfaces qui se touchent elles-mémes en deux
points différents :

Elles sont coupées par les plans passant par ces deux
points suivant des paires de coniques qui se touchent en
ces points.

En résumé, si une série de plans non tangents & une
surface du quatriéme ordre la coupe suivant des coni-
ques, tous ces plans passent nécessairement par une méme
droite.

Lorsque les plans qui coupent les surfaces suivant les
coniques sont tangents a la surface, celle-ci peut apparte-
nir 4 plusieurs genres distincts :

1° Les surfaces qui possédent trois lignes droites
doubles passant par un seul et méme plan sont coupées
par tous leurs plans tangents suivant des paires de co-
niques :

Les surfaces de ce genre ont été considérées par Stei -
ner, qui, sans rien publier de ses recherches, a verbale-
ment indiqué leurs propriétés a plusieurs de ses amis;

Le point de vue sous lequel elles se sont présentées a
lui est fort différent de celui de M. Kummer ;

2° Les surfaces sur lesquelles se trouve une ligne
double du second ordre, et en outre un seul point double :
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Tous les plans tangents menés par ce point double la
coupent suivant des coniques;

3° 1l existe enfin des surfaces coupées suivant des co-
niques par leurs plans tangents doubles; ce sont celles
qui ont une ligne double de second ordre.

Une autre classe intéressante de surfaces est celle des
développables circonscrites 2 deux surfaces du second
degré.

Lorsque les surfaces considérées sont deux sphéres, la
développable circonscrite se réduit a deux cones, dont
on sait 'importance dans la théorie des éclipses. Pour
éwudier de plus prés la question d’astronomie, Laplace,
dans la Mécanique céleste, cherche a remplacer les deux
sphéres par des ellipsoides ; mais les formules qu’il donne
sont seulement approchées et n’avancent que trés-peu la
question de géométrie pure traitée pour la premiére fois
par M. Poncelet avec toute la pénétration et la perspi-
cacité géométrique qui brillent a un si haut degré dans le
beau Mémoire ou ce probléme figure incidemment.

Il montre que la surface développable circonscrite a
deux surfaces de second ordre ofire, en général, quatre
lignes de striction simples, distinctes, planes et du second
ordre seulement.

Les courbes de contact des deux surfaces avec les déve-
loppables circonscrites sont des courbes de quatriéme
ordre, placées a I'intersection des surfaces proposées et
de deux autres surfaces, comme elles, du second degré.

La surface elle-méme est du huiti¢éme ordre seulement,
comme M. Chasles I’a montré le premier dans son .4percu
historique.

Cette surface est, on le prouve aisément, circonscrite
a un nombre infini de surfaces du second ordre, aux-
quelles cette circonstance donne un grand nombre de
propriétés communes. Elles ont, par exemple, leurs cen-
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tres en ligne droite, et, plus généralement, tous les poles
d’un méme plan, par rapport a ces diverses surfaces, for-
ment toujours une ligne droite ; les diamétres conjugués
aux plans diamétraux paralléles a un plan donné forment
un paraboloide, et chacune d’elles enfin coupe la déve-
loppable circonscrite suivant huit de ses génératrices.
Ces théorémes sont dus a MM. Poncelet, Cremona, Sal-
mon et de la Gournerie. Quoique énoncés en langage géo-
métrique, ils ont, comme toutes les propositions analo-
gues relatives aux surfaces algébriques, de véritables
relations analytiques dont la généralité, qui ne souffre
aucune restriction, force a considérer en méme temps et
a assigner le méme caractére aux figures dans lesquelles
les propriétés considérées appartiennent a des éléments
imaginaires.

M. Chasles, par exemple, démontre cette proposition
dont il déduit, avec un grand nombre de conséquences
importantes et nouvelles, toute une théorie des surfaces
homofocales du second degré.

Toutes les surfaces homofocales du second ordre sont
inscrites dans une méme surface développable, dont
P'une des coniques doubles est le cercle imaginaire situé a
Pinfini.

L’étude des surfaces circonscrites a deux surfaces du
second ordre est inséparable de celle de la courbe d'inter-
section de deux telles surfaces et de la développable dout
elle est I'aréte de rebroussement. Les liens établis entre
les deux problémes par la théorie des polaires récipro-
ques sont tels, en effet, que tout résultat relatif a 'un
d’eux en fournit aussitdt un autre d'importance égale re-
lauif a Vautre.

Cetie surface posséde quatre lignes doubles planes du
quatriéme ordre, comme 'ont montré MM. Chasles et
Salmon; elle est, en général, du huitiéme ordre, mais
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peut, dans certains cas, comme I’a démontré M. Cayley,
s’abaisser au sixiéme ordre.

M. de la Gournerie a été conduit, par son enseigne-
ment et par ses éludes de géométrie descriplive, a s’occu-
per de la développable circonscrite & deux surfaces du
second degré, qui se présente non-seulement dans la
théorie des éclipses, mais daus certaines questions de
terrassement. Trois des coniques doubles sont concen-
triques; la quatriéme disparait et passe a I'infini. L’in-
tersection des plans de deux fuelconques des premiéres
est perpendiculaire au plan de la troisiéme, et leurs pro-
jections horizontales sont des coniques homofocales (*).

Plusieurs épures de son 7raité de Géométrie descrip-
tive et un modéle en fils, montrant dans un cas intéres-
sant I'agencement des nappes de la surface, indiquent
d’ailleurs le point de vue principalement pratique au-
quel le savant s’est placé dans ses premiers travaux. Dans
I'ouvrage dont le titre figure en téte de cet article, M. de
la Gournerie, prenant pour point de départ 'étude des
surfaces développables circonscrites 3 deux surfaces du
second ordre, cherche a les généraliser en étendant a des
surfaces réglées non développables quelques-unes de leurs
propriétés les plus remarquables, et cette extension suf-
firait, comme I’a dit M. Chasles, pour fixer 'attention
des géométres sur le Mémoire qui lui est consacré.

La surface nouvelle que M. de la Gournerie nomme
quadrispinale est du huitiéme ordre; elle a quatre coni-
ques doubles, dont I'une est située a I'infini, et une autre
ligne double du douziéme ordre. Deux quelconques des
coniques doubles suffisent d'ailleurs pour construire la
surface et pour la définir; lorsqu’on la considére comme
engendrée par une ligne droite qui s’appuie sur trois co-

(*) M. Cremona a donné de remarquables démonstrations de ces théo-
rémes dans le t. IV, 2¢ série, des Nouvelles Annales, p. 271.
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niques, il est nécessaire d’établir entre celles-ci une cer-
taine dépendance, sans laquelle la surface deviendrait
du seiziéme ordre et ne serait plus une quadrispinale;
lorsque les conditions sont remplies, la surface, toujours
du seiziéme ordre, se décompose en deux quadrispinales.

M. de la Gournerie, dans un autre Mémoire, étudie
la surface corrélative de la quadrispinale, et qu’il nomme
quadricuspidale, parce qu’elle posséde quatre points qua-
druples, qu’il regarde comme des sommets, et qui sont les
sommets de quatre cones du second ordre doublement
circonserits 4 la surface; cette nouvelle surface posséde
cing lignes doubles du quatriéme ordre : I'une est gauche
ct les autres planes. Chacune de celles-ci passe par trois
des quatre sommets de la surface, et a, en chacun de ces
points, un point double.

L’examen trés-approfondi de ces deux surfaces, les rela-
tions de la quadrispinale avec une série d’hyperboloides
dont chacune a avec elle huit génératrices communes
et qui sont toutes inscrites dans une méme développable,
Vexamen particulier du cas on la quadrispinale se réduit
a deux surfaces de quatriéme ordre, et les généralisations
fort étendues qui composent un second Mémoire, forment
un ensemble intéressant de recherches dont le résumé,
méme sommaire, ne peut cependant trouver place dans
le Journal des Savants. Nos lecteurs géométres nous sau-
ront gré de les leur avoir signalées.

Plusieurs des résultats contenus dans cet ouvrage ont
attiré Iattention de M. Cayley, dont les remarques in-
téressantes, placées a la fin de chaque Mémoire, sont a
la fois un ornement pour le livre, et, pour notre savant
compatriote, le témoignage, non moins précieux que
dignement mérité, de 'estime particuliére du grand géo-
métre anglais. J. Berrranp.

(Extrait du Journal des Savants.)



DE LA SEPARATION DES RACINES

(voirp.25);

Par M. Ase. TRANSON.

VII.

Jai annoncé qu’on pouvait parvenir a ces résultats par
une autre méthode.

Jobserve d’abord que F (z) devenant P+ Q \—1

par la substitution de x +y /—1 a la place de z, on
peut représenter les états successifs de la fonction F (z)
par la situation variable d’un point dont les abscisse et
ordonnée sont respectivement P et Q, de la méme facon
que les états successifs de la variable indépendante z sont
représentés par la situation du point (z, y).

Ou mieux encore, on peut considérer d’une part la
variable z comme représentée en grandeur et en direc-
tion par le rayon vecteur mené de I'origine des coordon-
nées au point (x, y); et d’autre part la fonction par le
rayon vecleur qui va de I’origine au point dont I’abscisse
est P et dont I'ordonnée est Q (¥).

(*) Cetté idée de représenter (de réaliser) les quantités imaginaires par
des longueurs inclinées est celle & laquelle Cauchy, aprés avoir varié plu-
sieurs fois sur la fagon d’expliquer V’emploi des imaginaires dans le cal-
cul, s’est finalement arrété. On sait aussi le grand parti que cet illustre
géometre, et plusieurs autres a sa suite, ont su tirer de cette conception
pour perfectionner la théorie des séries, des intégrales définies, des fonc-
tions doublement périodiques, etc. D’ailleurs on doit reconnaitre que
I'élégante systématisation du calcul des imaginaires résultant de la dis-
tinction du module et de V'arguncnt, dés longtemps établie par Cauchy
lui-méme, était bien propre a faciliter 'acceptation de V'idée nouvelle,
puisque ces deux ¢léments ne sout autre chose que la longucur et Vincli-
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D’aprés cela, si on imagine que 'extrémité de la va-
riable trace sur le plan des coordonnées un chemin quel-
conque, I'extrémité de la fonction parcourra un chemin
correspondant. Et notamment, si I'extrémité de la va-
riable décrit I'un des chemins

Q=o0, P=0 ou aP+5bQ=o,

Pextrémité de la fonction demeurera constamment, dans
le premier cas, sur I’axe des x; dans le second cas, sur
I'axe des y; et, dans le troisiéme cas, sur une droite
menée par l'origine et dont le coefficient angulaire
serait exprimé, selon la géométrie analytique, par I'ex-
pression — %-

Ceci entendu, reprenons notre probléme sous sa forme
générale; c’est-a-dire déterminons le calcul i faire pour
trouver le nombre des points-racines de l'équation
F(z) =o0 qui sont situés sur un arc de la courbe
aP+5Q =o.

Si, conformément & une indication de Prouhet déja
mentionnée ci-dessus, on multiplie F (z) par b4-a —1,

naison de la grandeur REELLE que la géomeétrie fait désormais correspondre
i des symboles algébriques pendant si longtemps dénués de toute significa-
tion! Néanmoins, ce serait, je le crois, manquer a la justice que d'attri-
buer a Cauchy le mérite d’avoir introduit une conception dont on se plait
 reconnaitre I'importance depuis qu’elle a obtenu ’appui d’une si haute
autorité scientifique, mais enfin une conception que plusieurs auteurs, a
la vérité peu illustres, préconisaient vainement depuis bien longtemps;
qui, par Mourey et par M. Faure, professeur émeérite du lycée de Gap,
avait déja produit deux démonstrations trés-simples du principe fonda-
mental de la théorie des équations. Ce serait, dis-je, manquer & la jus-
tice, lorsque la vérité a été enfin intronisée, d’oublier ceux quil'ont a
leurs risques et périls tirée du puits! Et pour couper court, je constate
que Cauchy lui-méme, en affirmant pour la premiére fois la nouvelle doc-
irine, n’a pas omis de citer ceux qui en avaient préparé 'avénement :
Buée, Argant, Mourey, MM. Faure (de Gap) et Vallés (Meémoires de
1 "Académie des Sciences, t. XXII). As. Tr.
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el qu’on représente le produit par ¢ (z), les points-ra-
cines de ¢ (z) = o seront les mémes que ceux de F (z) =o0;
d’ailleurs on aura identiquement

9(z +yV—1)=56P —aQ+ (aP +bQ)y—1,
ou bien

‘?("‘*‘J’d:)zpl‘i‘Ql \/:_',

de sorte qu’il s’agira de trouver les points-racines de
¢ (2) = o sur un arc déterminé de la courbe Q; = o.

Or, si I'extrémité de la variable z parcourt un arc de
la courbe Q, = o, uous savons que la fonction ¢ (z) est
représentée par une longueur constamment couchée sur
Paxe des x; que 'extrémité de cette longueur peut
osciller sur cet axe pendant que 'extrémité de la variable
progresse sur la courbe Q, dans un sens déterminé et
continu; enfin, que 'extrémité de la fonction vient coin-
cider avec l'origine chaque fois que la variable traverse
un point-racine.

D’aprés cela, il est aisé de voir que quand la variable
s'avance de 'un des points-racines vers un autre, la
fonction a un signe déterminé, positif ou négatif, lequel
demeure le méme tant que la variable reste dans I'inter-
valle qui sépare ces deux points. Et encore il est mani-
feste que, quand la variable approche de traverser un
point-racine, la fonction tend vers zéro, et au contraire
s’en éloigne aprés ce passage. D’ou il résulte que, si on
suppose les coordonnées x et y, et parsuite la variable z,
exprimées en fonction de I'arc s de la courbe Q;, et les
accroissements de cet arc comptés positivement dans le
sens du mouvement de la variable sur cette courbe, il
résulte, dis-je, de tout ce qui précéde que la fonction ¢ (z)

(e dz . .
ct sa dérivée o (z) Z seront de signes contraires avant le
s

passage et de méme signe aprés.
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Dans ce résultat qui convient aux racines quelcon-
ques, on reconnait une propriété bien connue des racines
réelles. Quoi qu’il en soit, il est manifeste que le nombre
des points-racines contenus sur un arc donné de la
courbe Q, sera égal au nombre de variations ascendantes
que le quotient

9(z)

dz
/ —
¥ (2)

éprouve lorsque la variable parcourt cet arc; et a cette
occasion on remarquera que, pendant tout ce parcours, il
n’y a que de telles variations; il n’y en a pas qui soient
descendantes : c’est ce que nous avions annoncé précé-
demment.

Observons maintenant que, dans la circonstance ac-
tuelle, comme Q, est nul, on a ¢ (2) = Py; de sorte que,
par un calcul déja eflectué précédemment, on trouvera
que le quotient ci-dessus équivaut a

p i

ds

“dp,’
dx

el par conséquent aussi a

dx
(bP—aQ) =

On peut simplifier cette expression en remplacant

: d dP . .
Q par ——%P, et % par — s ce qui, en supprimant
2 4 b

a 2 N . . e
le facteur constant — I'améne a la forme défini-
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tive
dr
P
dp dp’
b—+a—
dz dy
Et enfin on peut supposer le périmétre de la courbe
aP + 5Q = o partagé en une suite d’arcs pour lesquels

dr . . s . .
le facteur — soit constamment positif, sauf a parcourir
A

chacun d’eux dans un sens convenable. Et alors on ob-
tiendra finalement la proposition suivante :

Trtorime 1. — 8i lextrémité de la variable z dé-

P
crit un chemin continu le long duquel le rapport 3

. ’ * a .
soit constant et égal & — 7 le nombre des points-ra-

cines de l’équation F ( 2) = o rencontrés sur ce chemin
sera égal au nombre des variations éprouvées par la

onction —— .
Sfonction b‘iP+ 5
=%y

VIII.

A l'aide du théoréme de Sturm, on peut toujours
trouver le nombre des variations de cette fonction et par
conséquent séparer toutes les racines lorsque x et y, qui
sont déja liées par la relation aP + 5Q = o, peuvent

étre exprimées en fonction rationnelle d’une nouvelle
variable (¥).

(*) Nous avons supposé dans tout ceci que 1’équation proposée était a
coefficients quelconques, c’est-a-dire de la forme a +by/— 1, et 1a régle
énoncée dans le texte se rapporte a la séparation des racines d’une telle
équation quelle que soit leur nature. Mais pour I'application, il convient
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Mais, si ces résultats ne peuvent pas étre obtenus dans
tous les cas, il n’est pas moins remarquable que, grace
a la représentation (réalisation) des quantités imagi-
naires par des longueurs inclinées, il soit si facile d’ex-
primer le principe de la séparation des racines sous une
forme générale, c’est-a-dire indépendamment de leur
nature.

De plus, il est deux autres principes de la théorie des
équations qu’ordinairement on ne considére que par rap-
port aux racines réelles et qui, par I'emploi des mémes
considérations, s’étendent sans difficulté aux racines ima-
ginaires ; voici ce qu’il en est :

Supposé toujours que Uextrémité de la wvariable z
passe d’un point a un autre du plan des xy par un che-

. . P
min continu le long duquel le rapport a conserve une

valeur constante, et qu’on appelle z, et z, les valeurs
de la variable aux extrémités de ce chemin ;

Tatorkme II. — 8¢ F (z,) et F (z,) sont de signes
contraires, le chemin parcouru contient au moins un
point-racine de U’équation ¥ (z) = o, et il peut en con-
tenir un nombre impair quelconque; si au contraire
F (z,) et F (z,) sont de mémes signes, le chemin par-
couru ne contient aucun point-racine ou bien il en con-
tient un nombre pair.

d’observer que si le premier membre d’une telle équation admet des
facteurs réels tant du premier que du second degré, on pourra toujours
le décomposer en un produit de deux polynémes entiers dont I'un sera le
produit de ces facteurs réels. En d’autres termes, une équation a coeffi-

cients de la forme a+ b/ — 1 pourra toujours étre supposée ne contenir
ni racines réelles, ni racines imaginaires conjuguées. On peut méme ad-
mettre qu'ellea été débarrassée préalablement de toute racine imaginaire

de la forme simple g8y — 1. As. Tr.
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Tatoreme III. — 8¢ 2, et z, sont euxr-mémes, sur le
chemin parcouru, deux points-racines consécutifs, il y
a dans Uintervalle au moins un point-racine et génera-
lement un nombre impair de points-racines de I’équa-
tion F' (z) =o.

Le théoréme II n’est que le principe des substitutions
entendu ici d’'une maniére générale. Le théoréme III,
que M. Liouville a depuis longtemps démontré dans son
journal a I'aide du calcul, est une extension du principe
de Rolle.

Ces deux théorémes regoivent une évidence intuitive
des considérations par lesquelles j’ai établi ci-dessus le
théoréme I, qu'on peut appeler le principe de la sépa-
ration des racines. De plus je montrerai, dans un pro-
chain article, que le théoréme de Cauchy sur les contours
Jermés, et aussi la propriété fondamentale de toute équa-
tion d’avoir au moins une racine, deviennent, a l'aide
des mémes considérations, des vérités d’intuition.

Le rapprochement de ces résultats améne quelques ré-
flexions sur lesquelles je m’arréterai un instant.

IX.

MM. Briot et Bouquet, dans la Préface de leur 7héor:e
des fonctions doublement périodiques, s’expriment de
la maniére suivante : « Il convient, disent-ils, de faire
disparaitre I'espéce d’antagonisme ou d’opposition que
Pon a laissé subsister jusqu’a présent entre ce qu'on a
appelé les quantités réelles et les quantités imaginaires. »
Et, a ce propos, ils exposent, mais sans en faire Ihisto-
rique, la conception 4 laquelle Mourey a donné une
forme définitive : « Si dans un plan on prend un point
fixe, que par ce point on méne un axe fixe, rien n'em-
péche de concevoir la quantité imaginaire comme une
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longucur portée a partir de l'origine dans une direction
marquée par 'argument; la variation de cette grandeur
géométrique, comme I'appelle Cauchy, sera figurée par
le mouvement d’un point dans le plan. La variable réelle
correspond au mouvement particulier du point mobile
sur I'axe dans un sens ou dans 'autre. Celtte extension
donnée a I'idée de grandeur résout bien des difficultés qui
se sont présentées dans la théorie des fonctions, et dont il
était impossible de se rendre compte tant qu’on laissait
la variable réelle, c’est-a-dire tant qu'on assujettissait
le point mobile a4 se mouvoir sur I'axe. » (Théorie,
Préf., p. xvur.)

Ces deux auteurs se bornent & signaler 'heureuse in-
fluence de I'idée nouvelle surla théorie des fonctions, qui
est en effet leur objet spécial ; mais n’y avait-il paslieu de
présumer que cette méme extension de I'idée de grandeur
pourrait éclairer aussi quelques difficultés propres a I'al-
gébre élémentaire, quelques difficultés auxquelles nous
ne pensons plus, précisément peut-étre parce que, sous
peine de ne pas avancer, nous avons di les franchir sans
pouvoir nous en rendre compte; comme celle-ci, par
exemple, qui s’est présentée a nous dés le début de nos
études, que : pour la résolution générale de I’équation du
second degré, il est requis Pexistence (réputée impos-
sible) de nombres a carrés négatifs! Et si tous les géo-
métres tombaient d’accord avec MM. Briot et Bouquet
que ce qui fait la variable étre réelle, c'est qu'on assu-
jettit son extrémité mobile & se mouyoir sur ’axe, n’est-il
pas manifeste qu’il n’y aurait plus d'autre distinction a
faire entre les racines d’'une méme équation, si ce n’est
que les unes étant représentées par des longueurs cou-
chées sur I'axe, les autres le seraient par des longueurs
inclinées; de sorte qu’il n'y aurait plus lieu de maintenir
la dénomination d’imaginaires qu’on autribue a celles-ci,
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par opposition au nom de réelles, exclusivement donné
aux premiéres, comme s’il s’agissait d’opposer LE NEANT
a L’trrE!

Il est vrai que pour choisir avec sécurité entre plusieurs
représentations dont chacune peut avoir quelque utilité
propre, et motamment pour pouvnir affirmer que la
théorie de Mourey sur les quantités dites imaginaires
peut seule, et & 'exclusion de toute autre, éclaircir les
difficultés de la théorie des fonctions et celles de I’algébre
élémentaire, il faut, chose d’ailleurs facile, s’étre assuré
préalablement que la grandeur géométrique, ayant pour
mesure de sa longueur le module et pour mesure de sa
direction I'argument, est bien la seule qui offre dans ses
propriétés métriques et descriptives la rEaLisaTion de

toutes les propriétés analytiques du symbole a + 6 \/-—-—1

ou de son équivalent p (cos » + \/:—_xsin w) (*)-

X.

Les trois résultats dont nous avons établi I'universalité
pour les racines quelconques de toute équation a une

(*) Cest ce que jétablirai dans les articles qui suivront celui-ci;
mais dans Vintérét de toute une catégorie de lecteurs a laquelle s’adres-
sent les Nouvelles Annales, je dois constater ici que la théorie indiquée
dans ce paragraphe ne jouit pas, il s’en faut beaucoup, de I’assentiment
unanime des géométres. On doit considérer cette théorie comme n’étant
pas encore sortie du domaine de la controverse. C’est pourquoi il doit
étre entendu que tout candidat aux Ecoles de I’Etat pourra, sans crainte
d’aucune disgrace, continuer d’appuyer la théorie des imaginaires comme
aussi la régle des signes, soit sur ce que « I'algébre peut combiner des
symboles dénués de toute signification, sous la seule condition de les
combiner de maniére 4 n'en déduire que des résultats dont la vérité est
connue d’avance; » soit sur ce que « I’algébre serait essentiellement Vart
de combiner des signes et des formules littérales sans se préoccuper de
leur signification concréte, possible ou impossible; » car tels sont les
principes qui aujourd’hui ont cours dans I’enseignement. As. Te.

Ann. de Mathém., 2¢ série, t. VI1. ( Février 1868.) 5
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seule inconnue, savoir : le principe des substitutions,
le principe de Rolle et le principe de la séparation des
racines , subsistent encore par rapport aux solutions
réelles d’un systéme de deux équations a deux inconnues
et a coeflicients réels, soient

9{z,y)=o0 et Y (x,y)=o0.

J’énoncerai ces trois principes sous leur forme analy-
tique ; mais, pour en reconnaitre intuitivement la vérité,
on pourra s’aider de la géométrie, en considérant d’une
part la courbe qui correspondrait sur le plan des x, y
a l'une des deux équations données, par exemple a
¢ (x, y) = o; et d’autre part la surface ayant pour or-
donnée verticale l'autre fonction, c’est-a-dire la surface
(ui correspondrait a ’équation z = ¢ (x, y).

Dailleurs j’appellerai systémes relatifs a ¢ (x,y), ou
plus simplement systémes de ¢ (x, y), les systémes de
valeurs de x et y qui satisfont a I'équation ¢ (x, y) = o;
et )’appellerai solutions les systémes de valeurs de x et y
qui satisfont a la fois aux deux équations données ¢ = o
et Y = o, Cela posé, on a les énoncés suivants :

I. Principe des substitutions. — Je suppose que par
une suite de systémes continus relatifs a ¢ (x, y) on
puisse passer du systéme (xy, y,) au systéme (x,, y.) et
qu’on substitue ces deux systémes extrémes dans ¢ (x,y) :
1° si les deux résultats ¢ (x,, 1) et § (Zs, ys) sont de
signe contraire, il y aura parmi les systémes intermé-
diaires une solution au moins, ou bien plusieurs solu-
tions en nombre impair; 2° si les deux résultats ¢, et ¢ip
sont de méme signe, etc.

I. Principe de Rolle. — Si les systémes (xy, ) et
(4, ya) sont deux solutions consécutives, il y aura parmi
les systémes intermédiaires de 9(x, ) l'un d'eux au
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moins, ou plus généralement un nombre impair d’entre
eux, qui rendront la fonction ¢ (r, y) un maximum ou
un minimum, c'est-a-dire qui annuleront la fonction

III. Principe de la séparation des solutions. — Tous
les systémes de o (x, y) intermédiaires a deux solutions
consécutives donneront manifestement a § (x, y) un signe
invariable, positif ou négatif. Si on imagine ces systémes
intermédiaires substitués dans { (x, y) selon leur ordre
progressif, il est évident que le résultat s'éloignera de
zéro pour des systémes infiniment voisins d’une solation
et s'éloignant de cette solution; au contraire, le résultat
tendra vers zéro pour des systémes s’approchant indéfini -
ment d'une solution. D’aprés cela, si on suppose x et y
exprimés en fonction de 'arc de }a courbe ¢ (x, y) = o,
de sorte que § (x, y) soit a son tour une fonction de cet
are, fonction que je représenterai par ¢ (s), on verra que
le nombre de solutions comprises entre deux systémes de
@ (x, y) est égal au nombre des variations ascendantes
qu’éprouve la fonction 3;-((——;)) lorsqu’on donne a s toutes
les valeurs intermédiaires a celles qui correspondent aux
systémes extrémes. On voit de plus que si la fonc-
tion ¢ (s) est rationnelle, on pourra, a I'aide du théo-
réme de Sturm, séparer les solutions communes aux deux
équations données.
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NOTE SUR LES DIVISEURS D’UN NOMBRE ENTIER;
Paz M. E. LIONNET.

A. Tatoreme. — Les diviseurs du produit ab de deux
nombres premiers entre eux sont les produits obtenus
en multipliant tous les diviseurs de a par chacun des
diviseurs de b.

1l suffit de démontrer : 1° que tous ces produits sont
inégaux; 2° que chacun d’eux est un diviseur de ab;
3° que tout diviseur de ab est égal a I'un de ces mémes
produits.

1° Car si deux produits «fs, a’3’, dans lesquels «, a
sont diviseurs de a, et 3, 3/ diviseurs de b, étaient égaux
entre eux, a divisant «f3 diviserait aussi 2’[5’; or, a étant
premier a b, a diviseur de a est premier a 3’ diviseur
de b; donc « diviserait o' : on prouverait de méme que o’
diviserait o3 de sorte qu’on aurait & = o/, et, par suite,
B=p',ce qui est impossible, car, d’aprés la maniére
dont s’effectuent les multiplications, il n’y a pas de pro-
duits qui aient a la fois méme multiplicande et méme
multiplicateur; donc af3 et a3’ sont inégaux.

2¢ La relation
ab

B
montre que, si o est diviseur de a et 3 diviseur de b, le
quotient de @b par af3 sera un nombre entier; donc afs
est diviseur de ab.

3° Réciproquement, tout nombre d diviseur de ab est
le produit d’un diviseur de @ par un diviseur de b. Car
si 0 désigne le plus grand commun diviseur de « et d,

_axb
== 3
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a' et d' les quotients premiers entre eux de a et d par J,
on auraa =da’, d =0d’, et, par suite,

ab_v?a’b__a’b_
d T 8d T 47’

or le quotient de ab par d est un nombre entier, donc d'
est diviseur de a’b, et, par suite, diviseur de b; donc en-
fin d, égal a dd’, est le produit d’un diviseur de @ par un
diviseur de 4.

Corollaire I. — Soit m le nombre des diviseurs de a,
et n celui des diviseurs de 4. En multipliant les m divi-
seurs de a par chacun des n diviseurs de b, on obtient mn
produits qui sont, d’aprés ce qui précéde, tous les divi-
seurs de ab; donc le nombre des diviseurs de ab est égal
au produit du nombre des diviseurs de a par celui des
diviseurs de b. ’

Corollaire I1. — Le produit de deux sommes étant
égal 4 la somme des produits de toutes les parties de la
premiére par chacune des parties de la seconde, le pro-
duit de la somme des m diviseurs de a par celle des n di-
viseurs de b est égal 4 la somme des mn produits obtenus
en multipliant tous les diviseurs de @ par chacun des di-
viseurs de b, c’est-a-dire a la somme de tous les divi-
seurs de ab; donc la somme des diviseurs du produit ab
est égale a la somme des diviseurs de a multipliée par
celle des diviseurs de b.

Corollaire 111. — m désignant un nombre entier quel-
conque, si 'on multiplie la m*"¢ puissance o™ d’un divi-
seur de a par la m*" puissance @™ d’un diviseur de &, le
produit (af3)" sera la m*" puissance du diviseur aff de
ab; donc la somme des m*™ puissances des diviseurs
de ab est égale a la somme des m*™ puissances des di-
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viseurs de a multipliée par celle des m*™ puissances des
diviseurs de b.

2. Tatorime. — Lorsque plusieurs nombres a, b, c, ...,
k, I sont premiers entre cux deux a deux, 1° si I’on mul-
tiplie tous les diviseurs de a par chacun des diviseurs
de b, puis tous les produits ainsi obtenus par chacun des
diviseurs de c, etc., jusqu'a ce qu’on ait multiplié par
chacun des diviseurs de 1, ces derniers produits seront
tous les diviseurs du produit abc. . . kl; 2° le nombre des
diviseurs du produit abc. . . kl est égal au produit qui a
pour facteurs le nombre des diviseurs de a, celui des di-
viseurs de b, elc., jusqu’au nombre des dwviseurs de I;
3° la somme des diviseurs du produit abc. . .kl est égale
au produit qui a pour facteurs la somme des diviseurs
de a, celle des diviseurs de b, etc., jusqu’a la somme des
diviseurs de L5 4° la somme des m*™* puissauces des di-
viseurs du produit abc. ..kl est égale au produit qui a
pour facteurs la somme des m*™* puissances des diviseurs
de a, celle des m**™* puissances des diviseurs de b, etc.,
jusqu’'a la somme des m*" puissances des diviseurs
de .

En efiet, le produit abc de trois facteurs premiers entre
eux deux a deux, pouvant étre considéré comme un pro-
duit ab < ¢ de deux facteurs premiers entre eux, on en
déduit que le théoréme précédent et ses corollaires, dé-
montrés pour un produit de deux facteurs, se trouvent
établis pour un produit de trois facteurs, puis, pareille-
ment, pour un produit abcd ou abe >< d de quatre fac-
teurs, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des facteurs.

Remarque. — En désignant par Z(N) la somme des
puissances, d’'un méme degré m = ou > o, de tous les
diviseurs d'un nombre entier quelconque N, les trois der-
niéres parties de 'énoncé du théoréme précédent se trou -



(71)

veront exprimées par la seule formule
Sn(abe. . . k) = 3n () Sn(b) Sn(c) . . . Zn(l)
analogue & la suivante, que I'on doit & Gauss,

o (abe. . . kl) =9(a)e(b)o(c)...9 (),

dans laquelle ¢ (N) indique, d’aprés la notation d’Euler,
le nombre des entiers inférieurs et premiers a N.

3. Prosrime. — Etant donné un nombre entierN >1,
trouver tous ses diviseurs, leur nombre n, leur somme
Z, (N) et la somme Z,,(N) de leurs m*™* puissances.

Lorsque N est une puissance ¢* d’'un nombre premier,
Y

les diviseurs de N et leurs puissances m*™ sont les termes

des progressions géométriques

2 3 4
I, a, a* a%..., a%,

£l W
1, a", a*™, a"™,..., a"7%;

et, par suite,

) ”7.-4-( { am(’”+‘)——1
n=—a-+1, }.,:-—;——l——y Zm:——_‘lm—l—_.

Dans le cas plus général ou N est un produit
a%bfer, . 14

de plusieurs puissances de nombres premiers a, b, c,..., [
inégaux et supérieurs a 'unité, ces puissances étant pre-
miéres entre elles deux a deux, on trouvera (2) les divi-
seurs de N en multipliant les diviseurs de a* par cha-
cun des diviseurs de 5%, puis les produits ainsi obtenus
par chacun des diviseurs de c’, etc., jusqu’a ce quon

ait multiplié par chacun des diviseurs de I*. On aura
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de méme (n° 2) les formules

n=(24+1)(B+1)(y+1)...(>+1),

. (N)_a“*’"—l bRy oty Py
SN T e b—1  c—1 —1
N am(az—f—l)__‘ pm(B+1) _ . ]m(i+|)_‘

b —_— . DY
'"( - am — 1 b — " ’

dont la derniére se transforme en la précédente pour
n =1,

Corollaire 1. — Lorsque N est un carré, tous les expo-
sants «, f3,..., A sont des nombres pairs, et, par suite,
chzcun des facteurs de 7 est impair; donc leur produit n
est aussi un nombre impair, Lorsque N n’est pas un
carré, I'un au moins des exposants o, 3, ..., A est impair,
et, par suite, 'un au moins des facteurs de n et n lui-
méme sont des nombres pairs; donc, suivant qu'un
nombre entier est ou n’est pas un carré, le nombre de
ses diviseurs est impair ou pair, et réciproquement.

Corollaire I1. — Tout diviseur commun & plusieurs
nombres a, b, c,..., divisant leur plus grand commun
diviseur D, et réciproquement, tout diviseur de D divi-
sant chacun de ces nombres, il en résulte qu'on obtiendra
tous les diviseurs communs 4 a, b, ¢, ..., leur nombre,
leur somme et celle de lenrs puissances m*“™, en cher-
chant leur plus grand commun diviseur D, puis tous les
diviseurs de D, leur nombre 7, leur somme X, (D) et
la somme Z,, (D) de leurs m®“"* puissances.
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QUBLQUES REFLEXIONS AU SUJET DE LA LIGNE DE LONGUEUR
MINIMUM SUR LA SPHERE;

Parn M. HOUEL,

Professeur a la Faculté de Bordeaux.

« Question bien posée est & moitié résolue, » si 'on
en croit le proverbe. On pourrait méme dire ici, «est
complétement resolue. » D’ou peuvent venir, en effet,
les nombreuses tentatives que l'on fait pour démontrer
la propriété de minimum de longueur dont jouissent sur
la sphére les arcs de grands cercles sinon de ce qu'aucun
des auteurs n’a commencé par se demander ce que c'est
que la longueur d’une courbe?

Ici on nous renverra, sans doute. a la notion « intime,
indéfinissable, que chacun a de la longueur d’une ligne
quelconque. » Or, pour tout géométre qui a 0sé s'affran-
chir des préjugés de la routine, cette prétendue notion a
priori n’a rien de précis ni de mathématique, et ce n’est,
aufond, que I'énoncé tronqué d’un théoréme élémentaire
de calcul intégral.

Disons a ce propos que personne moins que nous ne
méprise 'emploi des notions vulgaires et des représenta-
tions matérielles dans I'enseignement des mathématiques.
Ces emprunts faits au sens commun sont éminemment
propres a guider les jeunes intelligences vers le terrain
du raisonnement exact. D’ordinaire ces notionsrésument
grossiérement une synthése trés-compliquée de résultats
expérimentaux ; mais en méme temps, elles nous sont plus
familiéres que les idées simples que nous en dégagerons
plus tard par la puissance de I'abstraction.

Mais une fois que par des assimilations avec les objets
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réels, on est parvenu a comprendre le but de la science
pure, il faut, pour fonder celle-ci, reprendre a nouveau
toutes les idées confuses de I'enseignement préparatoire,
et par une analyse faite avec soin, séparer celles qui sont
vraiment simples et irréductibles, pour y ramener en-
suite celles qui sont plus complexes.

Telle est en particulier la voie qu’il faut suivre pour
arriver a la notion exacte de la longueur d’une ligne
courbe.

Aprés avoir indiqué ce que c’est qu'une ligne en gé-
néral, on définit la ligne droite par sa propriéié d’étre
complétement fixée par la position de deux de ses points,
propriété dont Dexistence nous est révélée par des expé-
rience faites sur des lignes matérielles.

Une portion de ligne droite pouvant étre appliquée sur
une autre, on déduit de 1a les notions, 1° de I'égalité de
deux droites, 2° de la décomposition d’une droite en par-
ties, ou, ce qui revient au méme, de I'addition ou dela
soustraction de deux droites. De cette derniére notion on
tire aisément celle de la multiplication d’une droite par
un nombre quelconque, entier ou fractionnaire; puis, en
appliquant le principe des limites, on arrive ace que I'on
nomme, par abréviation, la multiplication d'une droite
par un nombre incommensurable.

En joignant a la notion de la ligne droite celle du plan
et de 'angle, on établit, par des raisonnements fondés
sur des superpositions immédiates, les propriétés élémen-
taires d’un triangle en commencant par le cas simple
isocéle; puis on passe a la comparaison des triangles entre
eux, et ensuite on étudie des figures plus compliquées.

Parmi les propriétés du triangle, qui se démontrent
de la maniére la plus simple, lorsqu’on suit la marche
convenable, est celle qui fait I'objet de la vingtiéme pro-
position d’Euclide .
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Dans tout triangle, un coté quelconque est plus petit
que la somme des deux autres.

Ce qui veut dire que, si I'on porte sur une méme droite,
a la suite 'une de l'autre, deux droites égales 4 deux des
c0iés du triangle, le troisiéme coté sera égal a une partie
seulement de la droite totale (¥).

De ce théoréme on déduit, comme corollaires, les théo-
rémes connus d’inégalités entre les droites et les lignes
polygonales dans le plan; on les étend ensuite facilement
aux lignes polygonales dans 'espace. Il en résulte, entre
autres conséquences, que la ligne droite est le plus court
deschemins FORMES DE PARTIES RECTILIGNES que [’on puisse
tracer entre deux points donnés.

Par une marche analogue, sauf quelques modifications
au poiutde départ, on peut établir les mémes propositions
pour les figures composés d’ares de grands cercles sur la
sphére. Ainsi, le plus court des chemins composts p’ArCs
OE GRANDS CERCLES que [’on puisse tracer sur la sphére
entre deux points donnés, est Uarc unique de grand
cercle qui joint ces deux points.

Cette analogie tient & ce que les arcs de grands cercles
d’'une méme sphére jouissent comme la droite de la pro-
priété d’étre superposables a eux-mémes dans toutes leurs
parties, de sorte que 'on peut en définir I'égalité et I’ad-
dition de la méme maniére que pour la ligne droite. De la
aussi résultent un grand nombre de propriétés communes
aux triangles sphériques et aux triangles rectilignes.

Ici s’arrétent les notions auxquelles on peut parvenir
sans le secours du calcul des limites ou calcul infinitési-
mal. Si 'on prend une ligne courbe quelconque, elle ne

(*) C’est de cette maniére qu’il faut définir les mots plus grand et plus
petit, qui n’ont par eux-mémes aucun sens en mathématiques. Le prétendu
axiome : « Le tout est plus grand que la partie » n’est autre chose qu'une
définition de 'inégalité.
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sera pas, en général, superposable a elle-méme dans
toutes ses parties; ou, si elle I'est, comme le cercle ou I'hé-
lice, elle ne sera pas superposable a une courbe analogue,
mais de dimensions différentes.

Or, la superposition est le seul mode de comparaison
directe des grandeurs géométriques. On ne peut compa-
rer deux grandeurs qu’en les superposant 'une a I'autre,
soit en entier, soit par parties. Si donc on peut définir ri-
goureusement I’égalité et I'addition de longueurs prises
sur des droites quelconques, sur des cercles de méme
rayon, ou sur des hélices de méme rayon et de méme pas,
il est impossible d’en faire autant pour les autres cour-
bes, les mots égal, plus grand ou plus petit n’ayant plus
ici absolument aucun sens.

Mais on reconnait que, soit dans les applications aux
objets matériels, soit dans les recherches théoriques, on
peut toujours substituer a une courbe donnée un polygone
qui, dans le premier cas, semble anos yeux se confondre
avec la courbe, et qui, dans le second cas, a ses points
infiniment rapprochés de ceux de la courbe (¥).

C’est toujours de ce polygone qu’il est question, toutes
les fois que I'on voudra soumettre la courbe a des rela-
tions métriques quelconques. En particulier, c’est la
longueur du périmétre de ce polygone, ou plutét la limite
de cette longueur, que I’on appellera, d’'une maniére abré-
gée, la longueur de la courbe.

On démontre dans tous les traités complets de calcul in-
finitésimal, eten particulier dans les ouvrages de M. Duha-

(*) 11 est inutile d’avertir les personnes versées dans les mathématiques
de ne pas confondre les quantités trés-petites, c’est-a-dire qui sont sur
le point d’échapper i nos sens et auxquelles on peut donner le nom de
microscopiques, avec les quantités infiniment petites, qui sont de grandeur
essentiellement variable, et que 'on peut faire approcher de zéro autant
que Pon voudra.
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mel (*), que cette limite de longueur du polygone infini-
mentvoisinde lacourbeexiste réellement, etquelle est finie
et déterminée pour tout arc de courbe fini et déterminé.
J'ai indiqué, dans une brochure publiée récemment (*¥),
comment cette démonstration peut étre présentée soug
une forme élémentaire dans le cas d’une courbe plane, et
il est aisé de modifier la démonstration de maniére qu’elle
s’applique 4 une courbe quelconque dans I'espace.

Le méme mode de raisonnement peut également s’ap-
pliquer & I'existence d’un arc de grand cercle égal a la li-
mite du périmétre d'un polygone sphérique infiniment
voisin d'une courbe quelconque tracée sur la sphére, et
c’est cet arc-limite que 'on appelle, pour abréger, lon-
gueur de la courbe sphérique.

De la démonstration méme qui établit 'existence de
cette limite, il résulte que cette limite jouit de toutes les
propriétés des polygones qui convergent vers elle, indé-
pendante du nombre et de la grandeur de leurs cotés.

En particulier, la longueur d’un arc de courbe, plane
ou non plane, est plns grande que la corde de cet arc. La
longueur d’une courbe sphérique quelconque est plus
grande que celle de 'arc de grand cercle qui joint ses ex-
trémités.

Il ne serait pas plus difficile de faire voir qu’entre deux
points de la sphére, le plus court chemin ne peut étre
une courbe extérieure a la sphére.

Quelque élémentairement que I'on présente la démons-
tration de ces théorémes, ce n’en sont pas moins, au
fond, des théorémes de calcul intégral. Si (a tort, selon

(*) In quibus sunt quedam difficilia intellectu, que indocti et instabiles
depravant, sicut et ceterus scripturas. ... (1I Petr., 1, 16).

(**) Essai critique sur les principes fondamentaux de la Géométrie élé-
mentaire, p. 78 et suiv.
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nous), on trouve ces considérations trop élevées pour les
éléves intelligents de nos Lycées, que I'on supprime alors
des programmes les questions qui rendent ces considéra-
tions indispensables, et qui sont loin d’étre d’une absolue
nécessité pour les commengants. Que Fon se contente,
tout au plus de traiter le cas de la longueur du cercle, qui
se trouve simplifié par la supposition que les polygones
employés sont réguliers. Cela vandrait beaucoup mieux
que de donner aux jeunes gens des énoneés vides de sens
et des démonstrations illusoires.

Nous n’ignorons pas, malheureusement, que les idées
que nous venons de rappeler, et qui constituent la seule
marche logique, trouveront, malgré leur extréme simpli-
cité, bien des difficultés pour se faire jour a travers les
brouillards de la tradition, et que longtemps encore on
publiera des démonstrations du plus court chemin surla
sphére et du postulatum d’Euclide. Il existe bien encore:
des chercheurs de la quadrature du cercle et du mouve-
ment perpétuel.

QUESTION DE LICENCE — PROBLEME DE MECANIQUE

(voir 2° série; t. VI, p. 44);

Par M. J. GRAINDORGE,

Docteur és Sciences, a Liége.

Trouver dans un plan wvertical la courbe sur laquelle
dott étre assujetti & se mouyoir un point pesant partant
d’un point donné, avec une wvitesse initiale donnée
en grandeur et en direction, pour que la pression du
mobile sur cette courbe soit & la composante normale

. k
de son poids dans le rapport constant o
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k est positif ou négatif suivant que la pression et la
composante normale du poids sont dirigées dans le
méme sens ou en sens contraire. On examinera particu-
licrement les cas suivants :

k=o, k=1, k=2, k=3, k=—1.

Solution. — Prenons pour origine la position initiale
du point, et pour axe des x la direction de la vitesse ini-
tiale. :

Si 6 est I'angle que fait la tangente A la courbe au
point m avec I'axe des y, la composante normale du
poids g sera gsinf, et la pression sera N = gksin#.

Les équations du mouvement

d*r
Ty — Ncos),
d*y ..
=8 + Nsinj,
deviennent, en remarquant que cosA= — cosf et
sinA = sin§,
I dix .
‘ o —— kg sinbcoso,
1)
( Gy g
( 'Et‘;———-—g(l— sin?0).
Or, on a
de _dx ds sin® ds
de — ds dt ar’
dy dy ds ds
a = Fs -d—t — cos@ —Jt—’
d’'ou
dx — sin0 d?s + cosb db ds
der e @ A’
d? X d:
Jr:coseil-—c-—sinOdO 5

it det dr dr’
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En substituant ces valeurs dans les équations (1), il vient

d*s de ds
ing — — — = — kgsinb 0
sin 6 7 +cosedt ar g sinl cos0,
d*s 40 ds
Z sine Sl T — g (1 — ksin?
cosf - sin 6 = I g1 sin?f),
d’ou Von tire
ds
Pl g cosh,
do ds ..
7T =g (1 — k)sinb,
ds
ou, en remarquant que Pl Vs
[ dv )
\ 7 = — 8 cosh
2
(2) 26 s
0 — = — .
7 g (1 ) sin

z

Ces deux derniéres équations nous donnent par division

dv cosf do
v (1—k)sing’

et en intégrant, et désignant par v, la vitesse initiale,

. . . T
c’est-a-dire la vitesse pour 6 = ~

lo=lo,— —Isine,
(r—

&)
d’ou
=
(3) v =, (-s—m——9> .
De la seconde des équations (2) on déduit
vd0 . vodb
(4) dt_(l—-k)gsine_ 12—k’

(x— k)g(sine)r"_k
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et, comme ds = vdt,

ol do
(5) Sl Py 5=k
(sing)*—*

mais on a aussi

dr —=dssind et dy —=dscosb,
d’ou

02 db
©) = he I
(sing)'—#

qu'on rameéne i une différentielle bindme en posant
sinf = z
2

02 Tz -

(7) d.r:([T“k)—gz '—/‘(x—z’) 2 dz.
On a aussi
3—4
(8) dy— o %040 % ne) Fcosods
) =g T =E g ’

(sing)t —#

d’ou, en intégrant,
2
Y% ooy T—R
y =— —=(sinb) -+ const.
28

ki3 - .
Or, pour 6 = 5 y=o,et il vient

0'2

2
[ [ . _-;_—-7(
= — L. 1— (sinb ]
(9) T=se (sin®)
Pour obtenir I'équation différentielle de la courbe,
.
nous prendrons la formule
dx
— —tang9.
dy s
Ann. de Mathémat., 2° série, t. VIL. (Février 1868.) 6
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1équation (9) nous donnera

1—k
. 0?2 2 ol—k
sinp — { ——>— =,
o= 28Y 1A
2 2
(‘)o - 2g)’)
o2 (1=K
cosf— 1 —
(vi — 28"
donc
ol—kdy
(r0) I = o gy F— a0

sera I’équation différentielle de la courbe cherchée.
Cette expression sera intégrable lorsqu’'on aura

1 . . 1 .
—— = entier ou bien — — = entier.
1— £ 1— 4 2

La premiére condition est satisfaite quand on suppose
k=o et k=2, la seconde pour k= —1 et k=3.

Examinons maintenant ces cas particuliers.
° Soit k= o. Nous aurons pour la vitesse

()

~ sing’

la longueur de 'arc de courbe sera donnée par la for-

mule (5),

dont 'intégrale est

2 ]
s = ﬁ‘1-(ltang-!—9——c,—“—)-
2g 2

2 sin’0
La formule (10) donne pour I'équation de la courbe
o dy v dy

dr — = [
V(i —2g7) —vet  YV—2gr
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et en intégrant, et remarquant que x = 0 pour y =o,
il vient

équation d'une parabole dont I'axe est 'axe des ab-
scisses.

2° Soit k=1. — Ce cas ne peut pas se déduire des

formules générales trouvées précédemment. Nous devons

reprendre les formules primitives (2) et y faire k==1;
il viendra alors

do

T8 cosé,

de
v —ti—t- prmenny

La derniére nous apprend que 48 o ou § = const.
dt
En intégrant la premiére, nons trouvons
v =y, — gt cosf.
De ds = vdt, on déduit

ds = (v, — gtcos) dt,

d’ou
S=r,t — g_ti cos0.
) 2
Enfin,
‘-1-1‘-' — tangé,
dy
d’'ou

x =y tang6,
puisque 6 = const.

Donc, dans ce cas, la courbe devient une ligne droite,

et le mouvement est uniformément varié.
6.
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3° Soit k= 2. — La formule (3) donne, pour la vi-

tesse au point m de la courbe,

0 =, sinf.

La formule (4) donne

db 0, T
dt—=— 22 fou z:‘_“<’-'--e>-
g g \2

Nous aurons aussi

2
v .
ds—= — 2sin6do, dou s=
o
o

43

on

cosf.

O‘Q,

Enfin, la formule (10) donne I'équation de la courbe

J oytdy Vvo— 28y dy
ar —/ ——— — = — b
Vil —28y)~ — o3 Vagr
d (v —2g - ) dy

X ==

Vogr (v —2gy)

C’est I'équation différentielle de la cycloide.
En posant
v —2gy—z,
il vient

d’ou, en intégrant,

o= 2.8y (v3 20))——~—arccos4 Y — 0
28 ¥ g :

4° Soit k= 3. — Nous aurons alors, a cause de la

formule (3),
0 ==, \sinf;

a cause de la formule (5),

2 2
ds=-— -~ d0, dod s:"—"(f—o)-
20 2

o
8 28
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la formule (10) donnera

dr — (vi—zg)‘)dy 9
Voi— (i — 28y )

d’ou, en intégrant, il vient

r= = Voo — (vi— 2870
enfin
v \? vi
x? —+ —_ ) =
(y 2 ) 4g*
o2
Donc, dans ce cas, la courbe est un cercle de rayon —.
28
5% Soit k =—1. — La vitesse est, dans ce cas,
Yo
"=
ysinb

I'arc de la courbe sera donné par

10 2
‘ d’out s:———(—“—cote;
2f

enfin, la formule (10) donne pour la courbe

0?2 d-
dp — 0%,

Viee— 287 ) —

Cest I'équation différentielle de la chainette.
En posant

Vo — 28V =232,
1] vient
vl dz
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donc I'équation de la courbe sera

(2=
2 Yo v: vl
Vo——-2g)’:—- e “+ e .

2
Les deux cas k=—2 et k=—3 se raménent sim-
plement aux fonctions elliptiques de premiére espéce.
1° Soit k = — 2. — La vitesse sera donnée par la for-
mule (3),
—_— Vo .
v == C/s,_ng 3

la longueur de I'arc de la courbe sera, formule (5),
ds = — 227 df —}
3gsinb /sin*6
Pordonnée y d'un point quelconque en fonction de
I'angle 6 est

vi [ 2
=% |1 — (sinb ] 5
Y=o (sin8)°];
enfin, ’équation de la courbe est, en vertu de I’équa-
tion (10),

vy dy dy

dI‘ = = .

Voo —2gr ) —vi 28\
=

Or, en posant dans cette derniére

<I_i>‘¥>:z,
Yo

2 2
— dz —v dz
dr — u — .

28 yz'—1 28 Wiz—1)(zZ+z+1)

il vient

Si maintenant on fait comme Legendre (Mémoires de
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U’ Académie, 1786),

2z+l—|—2tjz“+z+1:q,

on trouve

do— "% _____ 4 T dq _,
&8 Vavg—69—3 & Vgvlg—a)(g+§)

en désignant par « et — [3 les racines de I’équation

¢ —6g—3 =o,

ea=2y3+3 et p=2y3—3.

Si T'on fait dans cette derniére équation

q = —~
7 cos’e
on trouve
—p? do
dx — : 2 —_—
gy3 V1—etsinto
en posant

TF o _
= — T — 2 — 3:
¢ -+ 2 \/ ~/

On voit donc que k =— 2 donne une fonction ellip-
tique de premiére espéce.

2° Soit k = — 3. — Nous aurons successivement pour
la vitesse x, la longueur del'arc et I'ordonnée en fonction
de 6, ‘

1y
J/sin6

v:db ,

4 gsing y/sind

0l . I
e - ===}
7 28 Vsing

v _=

2

ds
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enfin, pour I'équation de la courbe,

ve dy dy

dr — _ —

V(i —287) —v; \/<1 _ 2gr>‘ .

Or, en posant

20
[ — a2.7 2,
00
il vient
dr—_ lo % _ =
28 Vz'—1 28 J(z2+1)(22—1)
et si I'on fait
1
S = — 9
COS?
on aura
v d
dxr — — ¢ ki ,

282 \/1— L sin%g
> ¢

formule qui nous raméne encore aux fonctions ellip-
tiques de premiére espéce.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Questions 169 et T70
(voir 2° sérfe, t. V, p. 383);
Par M. LAISANT,
Capitaine du Génie.
769. Nommons secteur en genéral le corps terminé
d’une part par une surface conique, de l’autre par une
surface quelconque, que nous appellerons la base du
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secteur. Tous les secteurs ayant une base commune ct
des volumes égaux ont leurs sommets situés dans un

méme plan. ZEUTHEN.
P

770. Le plan dont il est parlé dans la question pré-
cédente est perpendiculaire a deux plans sur lesquels
Uaire de la projection du périmétre de la base com-
mune est nulle.  (Louis OppermanN, de Copenhague.)

Soient :

S le sommet du secteur;

o la surface de la base;

O, x, ¥, z un systeme d’axes rectangulaires auquel je
la suppose rapportée;

x, y, z les coordonnées du pointS;

G,y G,y G, les projections de la surface ¢ sur les plans
des yz, des xz et des y z.

Je prends sur la surface de base un point M, et j’ima-
gine autour de ce point un élément plan de la surface.

Soit MT le plan tangenten M, et «, 3, 7 ses angles avec
les axes. J'appelle do 1'élément pris autour de M, et do,,
da,, da, ses projections sur les trois plans coordonnés.
On aura

Si je considére I'élément de volume du secteur dv, qui
a pour sommet S et pour base dg, j'aurai

dv = %a’aXSD,

car ce volume élémentaire peut étre assimilé a un cone
oblique, dont la hauteur est la distance SD du sommet au
plan tangent MT.

Or, en appelant x, y, z les coordonnées du point M,



(90)
on saitqu’on a
SD = (X — z)cosa + (Y — y)cosfB + (Z — z)cosy
dao, . da, do,
=X —z) =+ (Y—y) = +(Z—3)
Remplacant

do = %[(x — &) do,+ (Y — y)do, + (Z — z) ds,],
3dv = Xdo,+ Ydo,+ Zdo,— xdeo, — ydo, — zdo,.

Remarquons que les valeurs xdo,, ydo,, zda, repré-
sentent les volumes élémentaires des cylindres projetant
I'élément d o sur les trois plans coordonnés.

Si nous imaginons I'intégration faite dans les limites
de la surface g, les trois derniers termes donneront
donc V., V,, V,, en appelant ainsi les volumes compris
entre la surface ¢, un des plans coordonnés, et le cylin-
dre projetant correspondant.

1l viendra donc pour expression du triple du volume
du secteur

3V=Xoe,+ Yo, +Zs.—V,—V,— V..
En supposant V constant, le lieu du point S sera repré-
senté par cette équation. On voit que ce sera un plan
dont les angles avec les plans coordonnés auront des co-
sinus proportionnels a ¢, o,, 0..

Si on change d’axes en prenant pour plan des xy un
plan paralléle a celui que nous venons de trouver, I’équa-
tion devra prendre la forme z = const., quelles que soient
les directions dans le plan xy des axes des x et des y.
On aura donc

6;==0, 0,=0.
D’ou cette conclusion, plus générale que celle énoncée
dans la question 770 :

La projection de la surface de base sur un plan quel-
conque perpendiculaire au plan des sommets est nulle.

Tous les plans ainsi obtenus en faisant varier le vo-



(91)
lume V du secteur sont paralléles entre eux, car o, o,,
g, sount constants. .

Il y aurait lieu sans doute de rechercher des propriétés
assez intéressantes de ces plans par rapport a la surface.
On pourrait étudier en particulier le plan pour lequel
les volumes V sont nuls. Pour I'instant, je me borne la,
n’ayant voulu que résoudre les deux questions proposées.

(*) Note. — Ont résolu la méme question MM. G.-B. Maffiotti, Pellet,
Dennery.

Question 824
(voir 2 sérfe, t. VI, p. 432);

Par M. G.-B. MAFFIOTTI, ¢

Etudiant a université de Turin.

Etant donnée U'équation générale d’une surface du
second ordre

‘ f(x’.yS z’ l)
(1) ? =Ax*+ Ay’ + A2+ 2Byz+ 2B zx
+2B"zy +2Cx + 2C’y +2C"z2+ D=o,

rapportée a des axes rectangulaires, si I’ on coupe cette
surface par un plan
(2) axr + By +yz2+3d=o,
a, {3, y étant les cosinus de l'axe du plan avec les axes
de coordonnées, les valeurs algébriques R,, R, des axes
de la section, seront données par les deux équations
! dH
1 1 dD
— + — =—[Aa®+ AR+ Ay?+ 2BBy
ETRT R B+ A+ 2Bgy

2

(3) ¢ “+ 2By +2B"«f — A —A'— A"},

dH\?
(75

1
— T e —————

1
\ R' R H:

CEY)
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Dans ces équations H désigne le déterminant

'

i A B B C &«
B A B C B |
BB A g
'c ¢ ¢ D
«a B 9 6 o

(Parnvin.)
Posons

o(x,y,2) = Ax*+ Ay + A”22 + 2Byz + 2B’ zx 4 2B ay,
et soient a, b, ¢ les coordonnées du centre de la section,
R la l(:ngueur d’un rayon vecteur, qui partant du centre
aboutit a un point quelconque (x, y, z) du périmétre de
la section, et I, m, n les cosinus directeurs de ce rayon.

On a les équations
xr =—a -+ R/

y=b6-+Rm,
z=c¢—+ Rr,
(4) fle+RLb+Rmyc+Rn, 1) =0, P+ m*+n*—1=o0.
Développons I’avant-derniére; il vient
3) ( Sfla, bye, 1) +[Uf" (a) + mf' (b)+ nf'(c)]R
v ! + ¢ (/,m,n)R*=o.

Les racines de cette équation doivent étre égales et de
signes contraires; ce qui donne

(6) ' (a)+mf'(b)+nf'(c)=o,
on a aussi
(7) /a.-i—m;3+/17:0,

d’ou, 2¢ étant un facteur indéterminé,

({-f’(a) + ar) {+ (lzf’(b) -+ @c’) m - <—;—f ) +7ﬂ> n=o.
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Cette équation doit étre vérifiée par une infinité de valeurs
de I, m, n; donc '

I
;f'((l)—i—ae‘:;o,

~

(8) —;f’(b)—*-ﬁe_—_o,

1
| =S () +qye=0.
\ 3
Ces relations et la suivante

ac+ bR +cy+d:=o

déterminent complétement les coordonnées a, &, ¢ du
centre.

La recherche des axes, envisagée comme une question
de maximum et de minimum, se fait en égalant a zéro la
s . 1 .
différentielle totale de R?, ou bien, encore, de —; consi-
déré comme fonction des variables I, m, n liées entre

elles par les équations (4) et (7). On tire de (5), ayant
égard a (6),

(9) '[(”1—:;:(}&:_?(1’ my n),

donc
1 I I
;rp’ (l) dl + ; (p'(nl)dm -+ ;q)’ (Il) dn —o,

ldl +~ mdm +- ndn — o,
adl + Bdm + ydn = o.

La méthode des multiplicateurs donne, — 2, p étant
deux indéterminées,

1
—2—9'(1) — M + pa=o0,

(10) ich’(m)—)\m—i—,.t[i—_—o,

1
-2—<y’(n) — An +py —o,
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ou bien
(A—X){+ B"m~+B'n—+ap—=o,
B"l 4+ (A’ —2)m + Br + fp=o,
B'l+ Bm + (A" —))r+yp =0,
al+8m +9rn=o0,

dont on déduit par I'élimination de [, m, n, p.

A — ) B” B’ o |
B A—)2 B B
=0
| B B A" —) g ’
|
| = B v ©
ou bien, développant,
dH
2 - — I AV A — e —
A [p(a. B, 7)—A—A A”] P R

H ayant la signification doanée par 1'énoncé de la ques-
tion.

Maintenant, ajoutons les équations (1o) multipliées
respectivement par /, m, n. En tenant compte de (4),
(7) (9) et d’une propriété connue des fonctions homo-

énes, on aura
g 3

)‘_____./‘(a’by("a ‘)_
— _—__Rz

Par suite, I'équation en 1 se transforme dans la sui-

vante
flasbyc, 1) ola,Byy) —A—A"—A” dH
( e + P i Sfla, b,c,l)—mzo.

C'est 'équation dont les racines sont les demi-axes de
la section. Il ne reste plus qu'a exprimer f(a, b, c, 1)
au moyen de a, 3, y, 0 et des coefficients de I'équation
de la surface.
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POU[‘ cela on remarquera que
o

S(a b’f"):“':;f'(a)-i-béf'(b)ﬁ-c%f'(c)
+Ca+Cb+Cc~+D.

Mais de (8) on tire

a-;f'((z)+b-;—f’(b)—.l—c—:;f’(c):3e,

donc
Sla, bye,1)=Ca+ C'b+ Cc+ D+ de.

Développons le systéme (8), ajoutons-y 'équation pré-

, P ) ' g s @ c e .
cédente, écrivons, pour I’homogénéité, P lieu
de a, b, c, e, et faisons disparaitre le dénominateur d,

1l viendra

Aa +~B"b+ B'c+ cd +ae=o,
B’a+ A’b + Be + ¢'d +~ Be—=o,

B'a+ Bb +A"c+c"d+ye=o,

Ca +Cb+ Cc+[D—f(a,b,c,1)]d+de=0,
za —+ Bb + yc +dd=o.

Eliminons a, &, ¢, d, e, on aura

A B ¥ C 2
|B” A" B o4 8
5 B’ B A" c” v =o,
&
iGC C ¢ D—fiab,e,1) ¢
| « B v ) o

d'ou, évidemment,
dH
H 4+ f(a, b, c, 1) 5=
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Par suite I'équation (11) devient
*

dH (dH)'-"
1 dD 1 \dD
R —H—[?(“’ B, %) —A—A'“A”]E‘, R =%
et les équations (3) s’ensuivent immédiatement.
Note. — La question a été résolue aussi par MM. Koehler et Housel.

QUESTIONS.

844. Par un point fixe O, pris sur la circonférence
d’un cercle, on méne deux cordes OA, OB dont le pro-
duit est constant; on demande l'enveloppe de la sé-
cante AB. (Durpain.)

845. On donne deux surfaces du second degré homo-
focales A et B; par une droite D prise arbitrairement dans
Iespace on méne des plans tangents a cette surface.
Soient b et b’ les points ou deux de ces plans tangents
touchent la surface B, @ le point out I'un des plans touche
la surface Aj; les droites ab, ab’ sont dans le méme plan
que la normale en @ a la surface A, et sont également
inclinées sur cette normale. (LAcuERRE.)

RECTIFICATION.

La « Note sur I'intégration de quelques fonctions contenant
un radical du second degré » (octobre 1868, p. 448) a été,
par erreur, attribuée & M. KorsLer ; cette Note est de M. Moca,
professeur au Prytanée militaire de la Fléche.
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DEMONSTRATION DE DEUX THEOREMES II’ALGEBR'
Par M. Asrr TRANSON.

I

La théorie des nombres directifs, de Mourey, procure
une démonstration intuitive de plusieurs théorémes im-
portants, entre autres : 1° du théoréme de Cauchy sur
le nombre de points-racines contenus dans un contour
fermé ; 2° du principe fondamental de la théorie des équa-
tions algébriques.

Mais d’abord il faut expliquer au lecteur que les norn-
bres directifs sont la réalisation des symboles imaginaires
de I'algébre.

A cet effet, soit tracée une droite sur un plan, et soit
pris sur cette droite un point pour origine.

On peut marcher sur cette droite, soit de gauche a
droite, ce qui est le sens généralement appelé positif';
soit de droite a gauche, sens négatif. Mais on peut
aussi tracer, au-dessus comme au-dessous de cette droite,
des chemins rectilignes qui lui soient inclinés sous des
angles quelconques.

Si a est le nombre abstrait qui marque le rapport de
longueur d’un de ces chemins a 'unité linéaire, ce nom-
bre a peut convenir a une infinité de chemins différents
qui auront la méme longueur, sans avoir la méme direc-
tion. Mais si l'on affecte ce nombre d’un indice marquant
I'angle que fait la direction du chemin que I'on considére
avec celle des chemins positifs (avec celle de l'unité posi-
tive); si Uon écrit a,,, w étant Pangle dont il s’agit, on

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VII. (Mars 1868.) 7
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aura un symbole propre a ce chemin et exclusif de tous
les autres.

Par exemple, si I'angle droit est pris pour unité, a,
eta_, seront les symboles des deux chemins de longueur 2
tracés perpendiculairement a la direction positive et op-
posés I'un & Pautre; a, et a_, marqueront tous deux un
chemin incliné de deux angles droits; ils équivaudront
I'un et 'autre au chemin négatif — a. Plus générale-
ment a,,,, et a,__, seront les deux chemins perpendicu-
laires a a,; et @, , aussi bien que a,__, représenteront
le chemin qui lui est opposé. Enfin, de méme que, dans
les formules ordinaires de ’algébre, un symbole litté-
val, quoique dénué de signe apparent, implique & la fois
la grandeur métrique et I'état (positif ou négatif) du
nombre, ainsi le symbole littéral peut impliquer 'angle
de direction sans en porter I'indice explicitement.

Des nombres qui expriment a la fois une longueur et
une direction : c’est 1a I'idée majeure introdunite par
Mourey; c’est ce qu'il appelle des nombres directifs. 1l
établit les régles de calcul qui leur conviennent (¥*), et il
se trouve que ces régles coincident exactement avec celles
du calcul des imaginaives, fait capital sur lequel doit se
porter I'attention des personnes qui s’intéressent au pro-
grés des méthodes d’enseignement; car une telle coin-
cidence étant une fois reconnue, la science sera en pos-
session de NOMBRES REELs correspondant aux expressions
algébriques de la forme @ + & —1, et le fantdme des
NOMBRES IMAGINAIRES S€ sera évanoul.

L’extréme importance de ce résultat me porte a lui

(*) Dans son petit Traité qui a paru en 1828 sous ce tilre : La véritable
Théorie des quantités négatives et des quantités prétendues imaginaires; dé-
dié aux amis de 'Evidence (1 vol. in-12). M. Gauthier-Villars en a publié
récemment une nouvelle édition.
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consacrer le paragraphe suivant avant d’en venir a
I'objet spécial marqué par le titre de la présente Note.

IL

Pour mettre a 1’abri de toute objection le fait que j’ai
en vue, je prétends montrer que les régles du calcul di-
rectif ne sont pas subordonnées & des conventions nou-
velles qu'on introduirait, comme on dit quelquefois,
pour les besoins de la cause. Je veux montrer qu’elles se
présentent comme des conséquences nécessaires : 1° de
la nature des opérations élémentaires du calcul; 2° de la
conception particuliére des nombres directifs. Entrons
donc dans le détail de ces régles.

Addition. — Pour additionner deux nombres direc-
tifs, on imaginera les deux chemins qui leur correspon-
dent placés a la suite I'un deI'autre, c’est-a-dire I'origine
du second placée au terme du premier. La somme de-
mandée sera le nombre relatif au chemin qui conduit
del'origine du premier au terme du second placé comme
il vient d’étre dit.

Soustraction. — Pour retrancher & de a, on imagi-
nera qu’a la suite du chemin A correspondant a a, on ait
tracé un chemin B’ égal en longueur a celui qui corres-
pond & b, mais dirigé en sens contraire. La différence
demandée sera le nombre correspondant au chemin qui
conduit de I'origine de A au terme de B” (¥).

Multiplication. — Le produit des deux nombres direc-
iifs a,,, a,, est égal a (aa’), ., , c'est-a-dire que sa Jon-

(*) Pour s’assurer que ces deux premiéres régles n’ont rien d’arbitraire,
il suffit d’observer que d’autres régles pour 'addition et la soustraction
seraient en défaut lorsqu’il s'agirait de combiner deux chemins de'méme
direction ou de directions opposées.

7.
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gueur est égale au produit des longueurs des deux fac-
teurs, et soa inclinaison égale i la somme de leurs incli-
naisons.

D’aprés cette régle, chacun des éléments du produit,
longueur et direction, est composé avec les éléments des
deux facieurs selon I'idée fondamentale de la multiplica-
tion, c’est-a-dire composé avec 1'élément du multipli-
cande comme I’élément correspondant du multiplicateur
est composé avec I'unité. Cela est évident pour les lon-
gueurs; cela est vrai pour les directions; car on voit bien
que le produit (aa'), . est incliné sur I'un des deux

facteurs, précisément comme l'autre facteur est incliné
sur P'unité (positive).

Division. — On aura I'avantage de confirmer la régle
précédente si 'on établit directement celle de la division.
A cet effet, je vais résoudre le probléme suivant :
Etant donné un nombre directif a,,, trouver la forme
nouvelle qui résultera pour ce nombre d’un change-

ment d’unité ; par exemple, de ce qu’on prendrait pour
nouvelle unité le nombre a,; .

La forme demandée, que je représente provisoirement
par x, devra exprimer par ses deux éléments les rapports,
tant de grandeur que de direction, du nombre a, au
nombre a,,. Or c’est I'objet propre de la division d'ex-
primer, par le moyen du quotient, le rapport du divi-
dende au diviseur. Le probléme proposé revient donc a
la détermination du schéma suivant :
aw
a'w,

T ==

D’ailleurs il est manifeste que la nouvelle unité li-
néaire étant o', la longueur du chemin correspondanta a,,
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R . a . A .
aura désormais pour mesure - et il est également mani-

feste que I'angle de ce chemin avec le chemin mesuré
par a,, estw—w'; d’ou il suit qu'on a

On trouve donc, pour lequotient du nombre a, para,,,
précisément le nombre qui, multiplié par le diviseur, est
propre, selon la régle de la multiplication, a reproduire
le dividende.

Tels sont les principes généraux du calcul directif; et
maintenant, sans qu’il soit nécessaire de s’arréter a au-
cune application (¥*), son identité avec le calcul des ima-
ginaires résulte manifestement de ce qu’on pourra tou-
jours faire correspondre les deux éléments linéaire et
angulaire d’'un nombte directif avec le module et avec
I'argument d’un nombre imaginaire.

(*) Toutefois donnons.au moins le cas particulier d’un nombre directif
a,, multiplié par lui-méme, c'est-a-dire élevé au carré. Ce sera d’aprés la

régle de la multiplication (a*), ,,; et si en particulier w ==t 1, on aura

(ay )= al,.

Mais on sait qu'un nombre incliné de deux angles droits est un nombre
négatif; on a donc (a,,)* = — a?; et par conséquent

V— ad=a,,.

Voila donc les nombres & carré négatif dont Valgeébre postule Pexistence
pour la résolution générale de I'équation du second degré comme elle
postule les nombres négatifs pour la résolution de I’équation du premier

degré. En particulier, les symboles prétendus imaginaires +y—1 et

—1 sont réalisés par deux unités dirigées perpendiculairement aw
sens positif et opposées I'une a I'autre.

T —
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III.

J’arrive maintenant 4 une démonstration du théoréme
de Cauchy sur les contours fermés, démonstration qui,
J'en préviens d’avance le lecteur, ne sera pas autre au
fond que celle donnée autrefois par Sturm dans le Jour-
nal de M. Liouyville (t. I°, p. 290, en 1836). C'est que
la démonstration de Sturm repose précisément, comme
M. Liouville en a fait la remarque (t. IV de son Journal,
p- 5o1) sur un lemme dont Mourey avait fait usage an-
térieurement pour démontrer que toute équation algé-
brique a au moins une racine. Mais Sturm a employé
les symboles ordinaires de 1’algébre, et il n’est pas sans
intérét de reprendre sa démonstration pour voir ce que
la franche adoption des idées de Mourey peut lui faire
gagner, sinon en rigueur, au moins en concision.

Soit F(z) = o une équation algébrique du degré m,
et soient a, b, ¢,..., I ses m racines, on a identique-

ment
F(z) =(z2—a)(z—b)(z—c) ..(2—{);

et a,b,c,...,l sont des nombres mesurant les chemins
qui conduisent de l’origine aux points-racines A, B,
C,...,L.

Considérons z comme un nombre variable et repré-
sentons I (z) par une autre variable u.

z sera le nombre directif mesurant le chemin OZ qui
va de l'origine 4 un point mobile Z, lequel peut occuper
sur le plan toutes les situations imaginables.

u mesurera un chemin OU dont I'extrémité U occupera
a chaque instant une position unique déterminée par
celle du point Z.
~ D’ailleurs, comme la somme des nombres directifs a
et 2 — a est z, il s’ensuit que z — a mesure le chemin
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qui va de A a Z, le chemin AZ. Pareillement, z — b,
z—¢,..., z— I mesurent les chemins BZ, CZ,. .., LZ.
Et puisqu’on a

v=(z—a)(z—b)(z—c)...(z— 1),

la longueur du chemin OU, pour chaque situation du
point Z, est égale au produit des longueurs de AZ, BZ,
CZ,...,LZ, et son inclinaison est égale & la somme de
leurs inclinaisons.

Supposons maintenant que le point Z parcoure, dans
le sens de la rotation directe, un contour fermé. Quand
il aura achevé sa révolution, les chemins AZ, BZ,...,LZ,
et par conséquent aussi le chemin OU reprendront les
longueurs qu’ils avaient au point de départ; mais ils ne
reprendront pas tous leurs inclinaisons primitives.

En effet, considérons d’abord un point-racine A exté-
rieur au contour. Pendant la révolution du point Z, I'in-
clinaison de AZ passera par des alternatives de croissance
et de décroissance ; mais ces alternatives se compenseront
exactement; de sorte qu’ici les inclinaisons initiale et
finale seront exactement les mémes.

Au contraire, si A esta I'intérieur, I'inclinaison de AZ
pourra bien encore, d’aprés la forme du contour, éprou-
ver de telles alternatives; mais ses mouvements rétro-
grades seront toujours suivis de mouvements directs, dont
I’ensemble I'emportera sur les premiers; de sorte que,
en fin de compte, le chemin AZ aura accompli dans le
sens direct un tour entier; son angle directif sera donc
augmenté d'une circonférence.

Cependant nous avons vu que l'inclinaison de OU est
a chaque instant égale 4 la somme des inclinaisons de tous
les facteurs AZ, BZ,. . .; donc son mouvement autour de
l'origine aura pu s’effectuer tantdt dans le sens direct,
tantot dans le sens rétrograde; mais son progrés en sens
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direct aura été prépondérant, de sorte qu’a la fin son in-
clinaison aura augmenté de p circonférences, s'il y
avait p points-racines enfermés dans le contour-que I'ex-
trémité de la variable z a parcouru.

Le théoréme de Cauchy est une conséquence immé-
diate de ces considérations préliminaires.

En eflet, lorsqu’on remplace z par x +y \—1,ce

qui fait prendre a u la forme P + Q/—1, on sait que

P estla cotangente de I'angle de OU avec la direction po-

Q
sitive. Or, si cet angle s’accroit de p circonférences par
un mouvement toujours progressif dans le sens direct, sa
cotangente passera 2 fois du positif au négatif en s’éva-
nouissant; dans ce méme cas elle ne passera jamais du
négatif au positif par zéro, elle aura donc éprouvé 2y fois
ce que nous avons appelé une variation descendante (*),
sans d’ailleurs éprouver aucune wvariation ascendante.
Mais si ce méme angle, avant d’acquérir son accroisse-
ment final de p circonférences, revient plusieurs fois en
arriére, sa cotangente pourra avoir des variations ascen-
dantes; mais celles-ci, a cause de la prépondérance des
mouvements directs, donneront toujours lieu a un égal
nombre de nouvelles variations descendantes; de la'le
théoréme célébre que : Le nombre des points-racines
contenus dans un contour fermé est égal au demi-
excés du nombre des wariations descendantes de la

. . P Lo
Jonction — sur le nombre de ses variations ascendantes,

lorsque le contour est parcouru dans le sens des rota-
tions directes.

Nota. — Qu’il y ait ou non des points-racines dans

(*) Dans un précédent article : De la séparation des racines (jan-
vier 1808).
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le contour fermé parcouru par I'exirémité de la varia-
ble z, la route parcourue en méme temps par I'extrémité
de la fonction u sera aussi un contour fermé, puisqu’a la
fin la fonction reprend la méme longueur avec une incli-
naison qui ne peut différer de son inclinaison initiale que
d’un nombre entier de circonférences. Seulement dans
le premier cas, ce second contour contient I'origine O
des chemins OU, et dans le second il ne le contient pas.

1v.

La démoustration précédente du théoréme de Cauchy
suppose connue la décomposition en facteurs du premier
degré de tout polyndme algébrique entier, fonction d'une
seule variable; et cette décomposition elle-méme résulte,
comme on sait, du principe fondamental de la théorie des
équations algébriques, que toute équation a une racine.

On a, par les méthodes ordinaires de I'algébre, plu-
sieurs démonstrations de ce principe, qui toutes, soit par
I'étendue des connaissances qu’elles exigent, soit seule-
ment par leur complication, sortent du cadre des élé-
ments. La théorie des nombres directifs en donne une
démonstration facile, fondée sur la continuité des fonc-
tions entiéres. .

Je m’appuierai aussi sur ce fait, qu'une équation du
degré m ne peut avoir plus de m racines, proposition
qui est indépendante de la question de savoir si toute
eéquation a une racine.

Soit donc z, une valeur particuliére de la variable z, et
soit u, la valeur correspondante de la fonction u= f(z).

2, est le nombre directif qui mesure le chemin recti-
ligne allant de I'origine O a un certain point Z,; et u, le
nombre qui mesure un chemin correspondant OU,. Je
vais montrer qu’a partir du point Z,, quel qu’il soit, il
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existe un chemin conduisant I'extrémité de la variable a
un point-racine.

Soit A un accroissement directif de z,; ce sera un ac-
croissement de longueur fixe, mais dont on fera varier
Pinclinaison depuis z€éro jusqu’a 360 degrés, de sorte que
I'extrémité de la variable z, -+ % parcourra un cercle de
rayon & ayant son centre au point Z,. En méme temps
I'extrémité de la fonction décrira autour du point U, une
courbe dont le rayon vecteur, lui-méme directif, aura
pour mesure

Buto= f{z+ ) — f (=);
ou bien

Aug= [f’zo+ ) —f‘m—_'—f'"(zo)].
: 1.2 1.2...m

Or, on pourra toujours prendre A assez petit pour que
le facteur ci-dessus entre parenthéses différe infiniment
peu de son premier terme; car la somme directive de tous
les termes suivants ést moindre que la somme de leurs
longueurs prises toutes dans le méme sens; proposition
qui est d’une évidence intuitive dans la théorie de Mourey,
et qui équivaut a ce théoréme du calcul des imaginaires
que le module d’une somme est inférieur a la somme
des modules. C'est pourquoi la direction du rayon vec-
teur Au, relative 4 une inclinaison quelconque de A,
différera toujours infiniment peu de la direction de son
premier terme /if” (z,). Donc, lorsque % aura tourné d’'un
tour entier autour de z,, ce qui fera coincider tous les
termes de Au, avec leurs situations primitives, puisque
d’une part les longueurs de ces termes sont demeurées
les mémes pendant tout le cours de la révolution de %, et
que d’autre part leurs inclinaisons se trouvent a la fin
augmentées toutes d'un nombre entier de circonférences,
savoir : le premier terme I f’ (z,) d’une circonférence ;
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Ko, . ,
le second terme — f” ( z,) de deux circonférences, etc.;
1.2

a ce moment final, 'extrémité de la fonction aura décrit
autour du point U, une courbe fermée a un seul tour.

A la vérité, si f7 (z,) étail nul, cette éourbe ne se fer-
merait qu’apreés 2 révolutions correspondantes a une seule
révolution de %, en supposant que la premiére dérivée
qui ne s’annule pas soit de 'ordre 7 ; mais on peut écar-
ter la supposition de f' (z,) = o en choisissant convena-
blement z,, puisqu’il y a sur le plan tout au plus m — 1
valeurs de z pouvant annuler f/(z).

Pour que cette méme courbe enveloppe réellement le
point U, il faut que dans le cours de la révolution de %,
la valeur de Au, ne s’annule pas; or c’est ce qu'on peut
admettre, sauf & concevoir que % ait été convenablement
choisi, puisqu’il n’y a aussi que m — 1 valeurs de % aun
plus qui puissent annuler le pelynéme

fim—1

£ (z0) + l—'_‘;f”(zo) b 7 (3).

Tout ceci bien compris, la démonstration du principe
fondamental de la théorie des équations est aisée. En ef-
fet, concevons un chemin de forme quelconque U, AO
conduisant du point U, & lorigine O. Ce chemin ren-
contrera la courbe des A u, en un point U, auquel corres-
pondra un point déterminé Z, sur le cercle de rayon £ et
de centre Z,, et I'on peut toujours supposer la ren-
contre U, choisie de telle sorte que f'(z,) ne soit pas
nulle.

Autour du point Z, faisons décrire a 'extrémité de la
variable z un cercle de rayon %'; I'extrémité correspon-
dante de la fonction u tracera autour de U, une nou-
velle courbe fermée. Cette courbe rencontrera le chemin
U, AO, ayant son origine en U,, en un point U, auquel
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a son tour correspondra un certain point Z, sur le cercle
de centre Z,.

De nouveau autour de Z, faisons décrire a I'extrémité
de la variable un cercle de rayon %" choisi dans des con-
ditions analogues aux précédentes, etc. En continuant
ainsi, on fera répondre a tous les points du chemin U; AO
tracé par ’extrémité de la fonction, les points d’un autre
chemin Z,Z, Z,.. . qui sera tracé par les extrémités de la
variable. Or quand 'extrémité de la fonction arrivera a
Porigine O, c’est-a-dire quand elle s’annulera, I'extré-
mité de la variable sera manifestement arrivée a un point-
racine. L'existence nécessaire d’un tel point est donc dé-
montrée,

Mais pourquoi étre conduit 4 un seul point-racine, lors-
qu’on sait d’avance qu’il ne peut pas y en avoir un seu-
lement, et que si ’équation quelconque du degré m a
une premiére racine, elle en a m — 1 autres nécessaire-
ment? Voici ce qu’il y a &4 répondre: maintenant, en effet,
nous savons que toute équation du degré m a m racines.
Donc 4 la valeur u, de la fonction u correspond d’abord
la valeur z,, puis m — 1 autres valeurs de la variable;
c’est-a-dire qu’'au point unique U, correspondent m
points Z,, origines d’autant de chemins qui conduisent
la variable 2 m points-racines pendant que I’extrémité
de la fonction décrit le seul chemin U,AO.

Post-scrirrum. — La Note qu’on vient de lire fait suite a
Varticle sur la Séparation des racines (janvier et février 1868),
et sera elle-méme suivie de deux autres articles concernant
Vdpplication de I’ Algébre directive & la Géométrie. Dans le pre-
mier, je traiterai de I'interprétation des équations algébriques
i deux variables, et, dans le second, de la discussion des équa-
tions relatives & des problémes déterminés. On verra alors que
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la doctrine des nombres directifs qui s’aide de la Geométrie
pour éclairer les premiéres difficultés de ’Algébre, faisant dis-
paraitre 'antagonisme jusque-la maintenu entre les quantités
dites réelles et les quantités prétendues imaginaires, et donnant
ainsi 4 la théorie des équations I'unité qui lui manquait; on
verra, dis-je, qu’elle offre a la Géomeétrie elle-méme des res-
sources nouvelles. Et-comme cette méme doctrine régne déja
sans opposition dans le domaine de la haute analyse, on peut
angurer qu’elle est destinée 2 transformer tot ou tard les élé-
ments mémes de la science. D’ailleurs une circonstance imprévue
me confirme dans cette opinion : c’est qu’en corrigeant les
épreuves de cet article, j’ai sous les yeux la Théorie élémentaire
des quantités complexes publiée tout récemment par M. Hotel,
dont le nom est bien connu des lecteurs de ce Journal. L’objet
de I'auteur est précisément d’expliquer la représentation géomé-
trique des quantités imaginaires par des grandeurs réelles. Dans
la premiére Partie de son livre, la seule qui ait encore paru,
M. Houel, aprés avoir donné des renseignements précieux sur
I'Histoire de la Théorie géométrique des imaginaires, expose en
detail les réglés du nouveau calcul, et il en fait une trés-belle
application au principe fondamental de la théorie des équations.
11 établit d’une maniére simple et rapide, par rapport A toute
équation algébrique f(z) = o, qu’il existe dans la région finie
du plan au moins une valeur de z qui rend minimum le module
de f(z), et que ce module minimum ne peut étre antre que zéro.
Or telle était, comme on sait, la dédaction coustituant la pénible
démonstration algébrique donnée autrefois par Cauchy. Mais,
pour établir Popportunité de la thése que MM. les Rédacteurs
des Nouvelles dnnales m’ont autorisé 4 développer dans leur
Recneil, je tiens surtout i citer textuellement le début dua livre
de M. Hotel :

« Une des plus grandes difficultés qu’éprouvent les commen-
cants en abordant I'étude de 'Algébre, c’est, dit M. Hotiel, 'usage
que Pon y fait de notions mystérieuses en apparence, comme
celles des quantités négatives et des quantités imaginaires. Les
géometres qui ont assis sur des bases inébranlables les régles du
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calcul de ces symboles ont rendu un immense service a la phi-
losophie mathématique. On peut cependant ne pas se trouver
encore pleinement satisfait de leurs démonstrations, qui sont
d’une rigueur inattaquable sans doute, mais qui laissent sub-
sister dans les Mathématiques des symboles de quantités et des
signes d’opérations qui semblent ne correspondre 4 rien de réel.
Les raisonnements généralement employés reviennent a établir
qu'il y a compensation entre deux absurdités, savoir: entre la con-
sidération de quantités dont I’existence implique contradiction,
et entre I'application & ces quantités d’opérations qui n’ont de
sens que pour les quantités réelles. » (Hotel, Théorie élémen-
taire des quantités complezes, p. 1.)

Si le lecteur veut bien se reporter a Particle Sur le principe et
la régle des signes publié dans le numéro de juillet 1867 des
Nouvelles Annales, article qui forme le préliminaire de toute
cette exposition, il verra que M. Duhamel, dont I'autorité est
généralement acceptée dans ces sortes de questions, admet et
explique, dans son Traité des Méthodes de raisonnement dans
les sciences, que certains symboles de I’Algébre sont dénués de
toute signification et sont soumis & des opérations auxquelles il
faut bien se garder d’attribuer aucun sens! Cette appréciation
est, comme on voit, parfaitement conforme a celle de M. Houel;
mais celui-ci tend directement, par sa Théorie des Nombres com-
plexes, a affranchir la science d’une si dure nécessité. Et, en
effet, peut-on admettre définitivement au nombre des méthodes
de raisonnement dans les scicnces une méthode qui, selon I'éner-
gique déclaration rapportée ci-dessus, procéde par des compEn-
SATIONS D’ ABSURDITES?
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REPONSE A UNE OBSERVATION

Présentée dans le Giornale di Matematiche ;

Par M. DE JONQUIERES.

Le tome V du Giornale di Matematiche contient
(p- 377) un article qui a pour but de démontrer I'inexac-
titude d’un théoréme énoncé par moi dans une occasion
précédente, et qui est ainsi concu :

Une série de courbes de degré m et d’indice p peut
toujours étre représentée par une équation algébrique
entiére et rationnelle du degré m par rapport aux
coordonnées x, y, et dans les coefficients de laquelle
une indéterminée ) entre au degré p.

C’est dans le Journal de Mathématiques pures et
appliquées (livraison du mois d’avril 1861) que j’avais,
pour la premiére fois, énoncé cette proposition sous
forme de lemme.

L’auteur montre, par un exemple particulier, qu’elle
conduit 4 des résultats inexacts, et sa critique est fort
juste, je m’empresse de le dire.

D’autres géométres avaient déja fait la remarque qu’il
etit sans doute fallu dire du degré m ou d’un multiple
de m, etle Giornale lui-méme a publié précédemment
un article intéressant, dans lequel M. Battaglini traite
cette question d'une maniére générale.

De mon coté, ayant eu occasion de revenir sur ce sujet
dans une Note adressée a I’Académie des Sciences (no-
vembre 1866), je déclarai que le lemme dont il s’agit est
inexact, et peu de temps aprés, dans un Mémoire que je
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publiai sous le titre de Recherches sur les Séries, etc. (¥),
je montrai qu'on pouvait s’en passer pour l'usage au-
quel je I'avais fait servir en 1861, me bornant a ajouter :
« Une équation algébrique du degré m en x ety, entiére
et rationnelle, dans les coefficients de laquelle une indé-
terminée A entre au degré p, représente évidemment, a
elle seule, une série de degré m et d'indice p. Il peut
arriver que toutes les conditions données soient effective-
ment réductibles a cette forme simple. C’est, en parti-
culier, ce qui a toujours lieu quand les courbes ou les
surfaces données ont les mémes points d'intersection et
forment un faisceau. L’indice p est alors égal a 'unité,
et I'équation de la série prend alors la forme S +28'=o,
due 4 M. Lamé; S=o0 et $'= o0 étant les équations de
deux quelconques des courbes ou surfaces de la série. »

Ainsi I'auteur de l'article du Giornale trouvera tous
les esprits préparés de longue date 4 admettre sa réfuta-
tion. Quant & la réflexion par laquelle il termine, et
qui est ainsi congue : « Les observations qui précédent
ne m'ont pas paru indignes d’étre remarquées, attendu
qu’'elles portent sur un théoréme important qui se pré-
sente au début de la théorie des séries de courbes d’indice
quelconque, » je le prierai de remarquer qu’elle n’a pas
les conséquences qu’il parait redouter.

En effet, toute la théorie des séries peut, comme je I'ai
fait voir dans le Mémoire cité plus haut (Recherches, etc.),
étre établie sans tirer aucun secours du lemme incriminé,
de telle sorte que ce lemme, tout inexact qu'il était,
n’avait pas entaché les propositions fondamentales que
jen avais d’abord déduites. Qu'il me soit permis de re-
venir en peu de mots sur ce sujet.

Soit F (x,y) =0 l'équation d’une courbe générale

(*) Publié chez M. Gauthier-Villars. In-4; 186G.
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du degré m. Si I'on y joint les — 1 équations

m(m+3)

2
entre les coefficients, dont chacune exprime une des con-
ditions proposées, ce systéme de ’i(”—z—:;?’) équations
définit complétement la série des courbes qui satisfont a
ces conditions.

Supposons qu'on fasse x =2, y={ dans I’équa-
tion (F), « et 3 étant des constantes, et qu'on forme
I'équation finale (dégagée eflectivement ou théorique-
ment des solutions étrangéres que la marche du calcul
de I’élimination a pu introduire), qui résulte de 1éli-
mination de tous les coeflicients, moins un, entre les
m(m —+ 3)

2
indique évidemment le nombre des courbes de la série
qui passent par le point arbitraire x=ga, y=_§;
p est donc ce que j’ai appelé (en 1861) I'indice de la série
proposée, et cet indice est, comme on le voit, une consé-
quence directe, naturelle et nécessaire des conditions
données, si P'équation (F) est, comme on I'a supposé,
exprimée en coordonnées cartésiennes ou ponctuelles (*).

Une question quelconque, concernant les propriétés
projectives, intrinséques ou relatives d’une série, peut
toujours étre regardée comme traduite par une équation
de condition entre les coefficients de I’équation générale
F (x, y)=0. Soit N le degré de cette équation qu’il faut

équations; le degré u de cette équation finale

(*) SiPéquation (F) était exprimée en coordonnées tangentielles, 1'in-
dice qui en serait la conséquence ne serait plus le méme. Ce serait celui
qui indique combien il y aurait, dans la série, de courbes touchant une
droite quelconque. Cette double circonstance se présente accidentellement
pour les courbes (et les surfaces) du second degré, parce qu’elles sont a
la fois du second degré et de la seconde classe ; mais ce sont les seules qui
jouissent de cet heureux privilége. Il cesse pour les courbes et les surfaces
d’ordre supérieur.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VII. (Mars 1868.) 8
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m(m -3 , . . .
—(——l — 1 autres équations exprimant

joindre aux
les conditions communes aux courbes de la série. On
voit que la question proposée admet, en général et au
plus, uN solutions, puisque p exprime le degré de I'é-
quation finale qui résulterait de I'élimination de tous

m(m—+3)

les coefficients, moins un, entre ces — 1 équa-

tions et celle de la courbe ou ils sont tous au premier
degré.

Or, si 'on et cherché a résoudre la méme question
relativement & un simple faisceau de courbes (ou de sur-
faces) du méme degré, le nombre des solutions efit été N,
puisque, dans ce cas, toutes les équations de condilion
sont du premier degré.

On a donc immédiatement ce théoréme important :

Dans toute question relative aux propriétés projec-
tives d’une série de courbes ou de surfaces, le nombre
des solutions est, en général et au plus, égal a p fois ce
qu'il serait, dans la méme question, pour un simple
faisceau, p étant Uindice de la série.

L’étude générale des propriétés des séries se trouve
ainsi réduite a celle des simples faisceaux ; simplification
d’autant plus importante qu’on ne connait jusqu’ici, en
dehors du second degré, aucune autre méthode, que je
sache, qui permette d’aborder avec efficacité cette éluje
difficile. On en conclut, par exemple, ce théoréme fon-
damental, qui se démontre d’ailleurs directement par des
considérations fort différentes et directes, savoir que

Le nombre des courbes d’une série de degré m et
d’indice p, qui touchent une droite quelconque, est égal
aa2(m—i1)u;

Et cet autre :



(115)
Le nombre des surfaces d’une série de degré m et
d’indice p, qui touchent un plan quelconque, est en gé-

néral égal & 3 (m —-1)’;1; et le nombre de celles qui
ont un point double est en général 4 (m—1)®pu;
Etc., etc.

Ainsi exprimés, ces théorémes comprennent toutes les
courbes ou toutes les surfaces de la série qui satisfont a
I'énoncé, et méme celles qui se décomposent en courbes
ou surfaces multiples d’ordres inférieurs. Mais J’ai montré,
dans le Mémoire précité, que s’il s’agit notamment des
séries élémentaires, ¢’ est-a-dire des séries ou les conditions
données ne consistent qu’a traverser des points donnés et
a toucher des droites ou des plans donnés, on peut tou-
jours, en regardant ces séries comme étant rangées dans
leur ordre naturel, déterminer aisément & prior: la limite
précise a partir de laquelle ces courbes ou surfaces singu-
liéres se présentent, de telle sorte que, pour toutes les
séries comprises en deca de cette limite, les théorémes
ci-dessus se rapportent exclusivement a des courbes ou a
des surfaces proprement dites du degré que 1'on consi-
dére, sans aucune restriction relative aux courbes ou
surfaces singuliéres que les séries contiennent parfois,
mais qu’elles ne contiennent jamais dans ce cas (¥*).

Mais je n’entrerai pas, i ce sujet, dans plus de détails,
mon but n’étant pas de refaire ni de reproduire ici le

(*) Comme il y a continuité dans la succession des séries élémentaires
qui contiennent les courbes ou surfaces singuliéres, ainsi que dans celles
qui n’en comprennent aucune, et qu'une végle précise et invariable dé-
termine la limite qui sépare les unes des autrés, les théorémes en ques-
tion ont eux-mémes toute la précision et la rigueur qu’on peut désirer
en mathématiques, oit l'on voit, a chaque instant, que certaines pro-
priétés qui ont lieu dans une certaine partie d’une figure, par exemple,
cessent d’exister dans une autre, a partir d’'un point de démarcation
nettement déterminé.

8.
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Mémoire de 1866, d’ou j’ai extrait les passages quni pré-
cédent.

Je tenais simplement 4 montrer que I'inexactitude,
reconnue par moi depuis assez longlemps, du lemme cité
dans le Giornale di Matematiche, ne porte aucune at-
teinte aux théorémes essentiels et fondamentaux de la
théorie des séries de courbes et de surfaces que I'auteur
de cet article a en vue. '

Je saisis cette occasion pour répondre i une observa-
tion contenue dans un article que M. Breton (de Champ)
a publié derniérement dans les Nouvelles Annales de
Mathématiques (2° série, t. VI, p. 522), et qui me
concerne, comme étant l'un des auteurs des deux No-
tices bibliographiques auxquelles ce savant géométre fait
allusion. En faisant I’éloge de I'ouvrage dont il parle, je
ne pouvais avoir en vue des questions de priorité, dont
les éléments ne m’étaient pas connus et que je n’avais
pas étudiées. Je prie donc M. Breton de ne point attribuer
a ma rédaction plus de portée qu'elle n’en a a cet
égard.

NOTE SUR LE PLAN TANGENT EN UN POINT D'UNE SURFACE;
Par M. LAISANT,

Capitaine du génie.

Dans les problémes de géométrie a trois dimensions,
une surface est souvent déterminée par deux équations

(1) F(x, 7,2 a)=o0,
(2) f(‘z’f’ 2z, &) = 0,
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dans lesquelles « est un paramétre qu’il faudrait éliminer
pour avoir ’équation de la surface.

I1 peut étre intéressant de déterminer le plan tangent
en un point X, Y, Z de cette surface, sans effectuer I'éli-
mination; c’est ce que nous allons essayer.

L’équation (1) peut étre considérée comme I'équation
de la surface, si nous supposons qu'on ait remplacé «
par sa valeur tirée de I'équation (2). Ceci admis, posons
F(x,y, 2, ) =9 (x,7, 2). L’équation du plan tangent
en X,Y,Z est

(z—X)9 (X, Y,2) +(r — ¥)q,(X, Y,Z)
+(z—2Z)¢, (X,Y,Z) =o0;
Or
9. (X, Y,Z) =F (X, Y,Z,a)+ F (X, Y, 2Z,a) .

De (2) nous tirons, en prenant la dérivée par rapport
ax,
f; (X,Y,Z,a) +f;(X,Y, Z, a)a'x: o,
d’ou
(XY Z,0)
ST T Y, 2,a)
Done
F (X,Y,2,a)f.(X,Y,Z,a)

' (X, Y, Z=F (X,Y,Z,a) — =
V. ¥, 2=F.(X, Y, 2,2) X, Y, Z, )

ou, plus simplement,

F f
fo=F — =
S
Nous aurons de méme
F. f £/
‘F,r — F; — XY et q:;: I‘:— N
T S S
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et I’équation du plan tangent deviendra, en multipliant
par fo
(z=X)(F, [, — F L)+ 0y =X)(F/,—F.f)
’ +(z—Z)(F,f, —F,f)=o.

11 est bon de rappeler que les coefficients de x — X,
y — Y, z—17 sont proportionnels aux cosinus des angles
que forme le plan tangent avec les plans des yz, des zx
et des xy.

Comme application de ce qui précéde, nous allons
traiter la question 700, dont I'énoncé est le suivant :

La surface, lieu des sections circulaires diamétrales
des ellipsoides appartenant & un systéme homofocal,
coupe les ellipsoides orthogonalement. (StrEBOR.)

Aprés les excellentes solutions de M. Picart et de
M. Durrande, publiées dans ce Recueil (2° série, t. IIl,
p- 532, et t. IV, p. 125), nous n’aborderions pas cette
question, si nous n’avions simplement pour objet de
montrer en quoi peut servir le procédé que nous avons
indiqué.

Soit

2 y? 22

p -+ s -+ el 1=—o,
I'un des ellipsoides. On sait, en supposant a > 6 > c,
que la section circulaire diamétrale est déterminée par
cette équation et la suivante :

x4y 42— b*=o.
On a, en outre,

a? — b*=const. et &> — ¢*=— comst.;
d'on
b b
a

el ¢ = —.
b c
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On peut considérer b comme le seul paramétre variable,
et la recherche du plan tangent, au lieu des sections cir-
culaires, rentre dans le cas général examiné plus haut.
Les cosinus des angles 4, u, v que forme ce plan avec les
plans coordonnés sont proportionnels, d’aprés la for-
mule trouvée, aux quantités
bx bx* byr bz
—;7”(?*7“%7)’
2 2 2

(i)

bz—i—-z(.b‘_l‘f b_}” : b-z:>,

T Y

c’est-a-dire a

b* ¢
A y
_}’K—.-sz‘-—*‘c‘)—-b—za
1.2 J,z zl z
Nt *a) &

D’un autre coté, les cosinus des angles X, 2/, v', pour
le plan tangent a l'ellipsoide, sont proportionnels &

r y 3
a? I3 c?

Donc cosA cosX - cos p cos p’ + cosv cosv’, ou le cosinus
de I’angle des deux plans, est proportionnel &

xt [xr y? B oy fxr oy z’)
;E<¢_17+F+? @ a‘+b‘+c‘,

.,y-. z? x2 ),-1 z’l 22
—F+§<;+zr+:: =

z r? 22 z? )’2,32
dtetE)\@TeETET)

ou
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quantité identiquement nulle, puisque le second facteur
est nul pour tout point de I'ellipsoide. Il en résulte donc
que les deux plans tangents se coupent & angle droit.

RELATIONS ENTRE LES RAYONS DE COURBURE
DE QUELQUES SYSTEMES DE COURBES;

Par M. A. CHEMIN.

M. Nicolaidés a proposé, dans ce Journal, de démon-
n m .« qe
trer la formule — +- o = 2, qui lie les rayons de courbure
P t

p et p’ en deux points correspondants de deux courbes,
dont l'une est la transformée de I'autre par rayons vec-
teurs réciproques.

On peut facilement établir une relation du méme
genre, mais beaucoup plus générale, d’olt la précédente
se déduit comme cas particulier. Soient m courbes quel-
conques (A), (B),... dans un plan; a, &, c,... les seg-
ments qu’elles déterminent sur une transversale passant
constamment par un point fixe o de leur plan, ces seg-
ments étant comptés a partir du point o.

Soient aussi dans le méme plan (7 — 1) autres courbes
(A", (B),...; @, b, ¢',..., les segments analogues aux
précédents et comptés de la méme maniére.

Déterminons pour ce second groupe une m'" courbe,
par la condition que son rayon vecteur x, compté a par-
tir du point o, satisfasse a la relation

(1) a.bc...=x.a.b....

le vais déterminer la relation qui existe entre les
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rayons de courbure de toutes ces courbes aux points ou
elles sont rencontrées par la transversale considérée.
Prenons les logarithmes des deux membres de (1),
différentions et divisons le tout par dw; nous aurons

adw xdw

da+db+_d;r+du’02da__ dx
ade ' bde ' zde ddo u

(2)

Mais, d’aprés une formule connue de Géométrie ana-
lytique, on a, en coordonnées polaires,

tan rde
V= —
g dr’

r étant le rayon vecteur d’'un point de la courbe qu’on
considére, et v I'angle formé par la tangente avec le pro-
longement du rayon vecteur, et compté dans le sens po-
sitif des angles polaires.

Soient a, 3, 7,...,E, &', B/,..., les angles analogues
a v pour les différentes courbes (A), (B); I'équation (2)
peut s’écrire

(3) Ztar:gazztax:gli.

Cette relation permet de construire géométriquement
la tangente en un point quelconque de la courbe (X).

Avant d’aller plus loin, je rappellerai deux formules
connues, dont j’ai déja fait plusieurs fois usage,

ds—=ndw=pdl, db=do+ dv,

ds étant I’élément d’arc, n la normale polaire, p le rayon
de courbure, d6 I'angle de contingence, v ayant la signi-
fication indiquée plus haut.

La relation (3) différentiée donne, quand on change
le signe de deux termes,

(4) 2 sina z sm’E
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On a, en général,

. r
Sine — —.
n

Soient A, B,..., X/, A/, B,... les normales polaires

des différentes courbes; I'expression devient, quand on
remplace les sinus par leurs valeurs,

(5) ngazzgdﬁ.

La formule d§ = dw + dv donne
(6) dv = db —dow;
la formule ndw = pd8 conduit a

L do .
p_ndm’

(7)

la relation (5) pourra donc s’écrire, en divisant tout
par dw, remplacant da, df3,,.. par leurs valeurs, et
appelant db, db,, db,,..., d0', df’ ,... les angles de con-
tingence des différentes courbes,

A [dO— dw X3 (db'— dew
(8) 2?( Adw )—2}7( Xdo )’
ou bien, en tenant compte des relations (6) et (7), on
obtient la relation suivante

.

Ay 1 ) X 1
o 25GE-3)=25(-%)
que nous avions en vue d’établir.

Pour retrouver la formule de M. Nicolaidés, suppo-
sons m =2, ou le premier systtme se réduisant a A
et B, et le second a4 X et A’. Supposons, de plus, que
les deux premiéres courbes soient deux courbes de méme
rayon, ayant leur centre en o. Nous sommes alors dans
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le cas de la transformation par rayons vecteurs réci-
proques, et A =B = p = p’. Le premier membre de la
relation (9) s’annule, et nous avons

X3 (1 1+A_'31L__
w\n x) Ty w)=

ou bien encore

, X (X Az (A
(1) (= =)+ (5 =)
x [23 a P
or
x . a o
3i:smE_, K—,—_-smaz,

et, d’aprés les propriétés connues de la transformation
par rayons vecteurs réciproques,

o +E=uw,
par suite,
.y . X A’
sine ——smmf ou — = —-
X a
. e e X
En divisant donc I'équation (1’) par —» nous obtenons
, X A’
(2") — 4+ — = 2.
P P

C’est, sauf la différence de notation, la formule trouvée
par M. Nicolaidés.

Supposons que les m rayons vecteurs a, b, ¢ soient
ceux qui correspondent aux points d'intersection d’une
courbe du m®m degré coupée par la transversale issue
du point o. Déterminons une autre courbe, par la con-
dition que son rayon vecteur a’ remplisse la condition

/7

(10) abe...'=—=a'".
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La formule (g) trouvée plus haut nous donne

ZA’ 11\ nA® /1 1
a? p Al T o> P/ A ’
A

—_ = =)

a Sin

z a 1 na' n
psina  sin'z) ~ p'sin’a’  sina

Supposons maintenant que, la direction de la trans-
versale restant fixe et d’ailleurs quelconque, le point o
s’éloigne a I'infini sur la transversale. Le lieu du point X
devient une droite, comme on pourra facilement le véri-

ou bien, puisque

I ..
fier. Alors ;=0 et, en divisant tout par a et suppo-

sant a, b,. .. infinis, nous arrivons i la relation

I
P Iprrrikl
psin®a

énoncée dans ce Recueil par M. Mannheim.

Cette formule, a laquelle nous parvenons ainsi, peut
se déduire comme conséquence d’un autre théoréme, et
méme se généraliser.

Considérons deux systémes de m courbes dans un
méme plan
(A), (B)y. v (A'), (B’),. .

dont les rayons vecteurs, comptés sur une méme trans-
y ) P

versale passant par un méme point fixe o du plan et a

partir de ce point, vérifient la relation

() 2(1’":2:1"".

Nous allons chercher une relation entre les rayons de
courbures de ces courbes aux points ou elles sont ren-
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contrées par la transversale. Différentions et divisons
par m

(B) 2 a™'da = Z a'm™'da'.

Cette relation, divisée par dw, peut s’écrire

. da A am a'm
(7) Za ;{;_Za 7de " Ztanga_ztanga"

Différentions une seconde fois
ma™'da da ma'™da’ . dd
E — a™ —— frnt 2 —_— —a " 71
tanga sin’a tanga sin’a

Cette équation, divisée par dw, peut s’écrire

da ds’

ma™ da dw ma'™ da’ , do

slooe e ot ) y(mecdr 2
tanga adw sin‘a tanga' a'dw sin’a

. . do n
Mais, puisque da = df — duw et que - = 77 nous

aurons, en conservant les mémes notations que plus
haut,

2 m _am(?_l)

tang?a sin*a

()
:Z m a” anm i

tangza’ sin?a’

ou bien

am A a'm , A
Y ——(mcosta+1—— :Z-.———, mcosta’ +1——},
sin’a e sin’a P

et, en remplacant cos®o par 1 —sin*«, et, supprimant

dans le premier membre mZa”‘ et dans le second
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mz a'™, qui sont égaux, I'expression se réduit a

am A am , A’
([‘)Esinza(m+'—;>_2m(m +1 P,)

C’est I'expression générale cherchée, ou m peut rece-
voir une valeur quelconque.

En donnant & m des valeurs particuliéres, on obtient
des formules qui présentent quelque intérét.

Si on suppose m =1, a = const., on obtient la for-
mule qui donne le rayon de courbure d’'une courbe déri-
vant d’une courbe donnée, comme la conchoide dérive
d’une droite.

Le cas le plus intéressant résulte de la supposition
m = —r1. La formule («) devient

“ 3i-35

et la formule (11) se réduit, dans cette hypothése, a

1 A 1 A
(r2) 2 asin’a F _Z a'sinte’ p’

mais, en général,

A 1
a  sina

En substituant dans (12), nous avons la relation remar-
quable

1 1
( = .
(13) 2 psina 2 p' sinda’

Supposons que les m rayons vecteurs a, &,. .., soient
ceux qui correspondent aux points d’intersection d’une
courbe algébrique d’ordre m par la transversale. De plus,
supposons que les m rayons vecteurs a’, &',.. ., soient
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égaux entre eux, la relation («’) devient, dans ce cas,

I m
() iz,

relation qui donne le centre harmonique des m points
d’intersection A, B,.... Or, on sait que, dans le cas
d’une courbe algébrique, le lieu du point A’ est une

. 1 . :
droite; donc 7= 0, et la formule (13) devient, dans ce

cas,

D=0
psinte

Nous retrouvons la relation de M. Mannheim.

Quand la courbe, étant toujours rencontrée par la
transversale en m points, n'est plus algébrique, le lien
du point A’ n’est plus une droite, mais une courbe qui
joue le méme role que la polaire rectiligne; le second
membre de la relation ne s'annule plus, et la formule
devient, dans ce cas,

I <
—_—— = 7!
psinda  p sin’e

et, comme la longueur des rayons vecteurs n’entre pas
dans cette formule, elle peut s’appliquer, quelle que soit
la position du point o sur la transversale, a distance finie
ou indéfinie.

Cette relation s’applique donc aussi bien & la polaire
du point o qu'au diamétre relatif 4 la direction supposée
fixe de la transversale.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Questions 816, 817 e 819

(voir 2° série, t. VI, p. 334);

Par M. N. GELSKI,

Eléve externe del’Ecole des Mines.

816. En supposant répartie le long d’une spirale
logarithmique une densité proportionnelle a la cour-
bure, le centre de gravité d’un arc quelconque s'obtient
en joignant le péle au point de contact de cet arc avec
la tangente paralléle a la corde, et portant sur ce rayon
vecteur une longueur égale au rapport de cette corde a
Uangle des rayons extrémes. -

' (Haron pE Ao GouPILLIERE.)
Soit

r—e
Péquation de la spirale.

La masse de I’arc M, M, sera

% rdo
ds| — | =0, —0,.
ﬁ“ 3<ds) 0, o

En appelant £ et n les coordonnées du centre de gravité,
ety =rysinfy, xy =r,cosby, y,=r,sinb,, o, =r,cosb,
les coordonnées des points extrémes M, et M,, on trouve,
pour les moments des masses par rapport aux axes §x

et Oy,

o, 6,
f rsin0do — (6, — 6,)n, f rcosfdo — (8, — 0, )E.
[ [/

0 L
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En effectuant I'intégration par parties

a I

(O =01 = 1= O = 70) — s (B0 - ),
a

(8 — 80)E = e (20— o) + =3 (1 = 0)-

En divisant membre a membre ces deux équations, et
remarquant que @ = tangu, p étant D'angle constant
formé par la normale avec le rayon vecteur, et en appe-
lant 6 ’'angle formé par le rayon vecteur contenant le
centre de gravité, et ¢ 'angle formé par la corde M, M;
avec la partie positive de 'axe 6z,

mngozfztangp.tangcp—{:_ I ,
3 tangp -+ tange tang (i + ¢)
d’ou

[
9::{;—}——?——_2..

Si 'on méne la tangente paralléle a la corde M,M,, le
point M, ou elle touche 'arc M;M,, se trouve sur le
rayon vecteur qui forme avec 'axe polaire I’angle précé-
demment trouvé. Donc la premiére partie du probléme
se trouve démontrée.

Elevant a présent au carré et ajoutant

J(J’l — o) = (& — %)%

(9‘ _ 90)‘/57_{__7)2:_‘/—

1+ a?
———  cosp X corde MM,
r2 2 —
\/-, ~+n* = 0, —o, P

c’est-a-dire que la distance du centre de gravité au foyer
est égale au rapport de la corde i l'angle des rayons
extrémes multiplié par le facteur constant cosp.
Note. — Celte question a été résolue a pen prés de la méme maniére
par MM. Pelet, éléve du lycée de Nimes, et L. Bignon, de Lima.
Ann. de Mathém., »¢série, t. VIl. (Mars 1868.) 9
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817. 8il'on considére de méme une cycloide dont la
densité soit proportionnelle & la courbure, et un arc
auelconque symeétrique par rapport au sommet, le centre
de gravité de cet arc se trouve sur U’axe de la courbe &
une hauteur au-dessus de son milieu qui est une qua-
triéme proportionnelle au rayon du cercle générateur et
aux deux segments que la tangente au point extréme
détermine sur Uabscisse de ce point comptée a partir
du sommet de la tangente.

Pour la cycloide entiére, le centre de gravité de la
courbure se trouve, d’aprés cela, au milieu de la hau—
teur.

(Haton pE pA GouPILLIERE.)

En appelant 6 I'angle formé par une normale quel-
‘conque a la cycloide avec son axe, on a, pour 'expres-
sion de la masse de 'arc MyM, symétrique par rapport
au sommet s de cette courbe,

fel ds <§—§> — 20,.
—0,
Le centre de gravité, qui, par suite de la symétrie, se
trouve sur I’axe de la courbe, sera complétement déter-
miné si 'on connait 'ordonnée n comptée a partir de la
base de la courbe.

Les moments des masses de 'arc MM, par rapport a

cette base sont
6,
20,% = df2acos’d — 2ah, + asin26,,
J—9,
d’ott
__(2ab, 4+ asin26,)a

7
2a0,

Car a est le rayon du cercle générateur;
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2a0, +asin208, est I’abscisse du point extréme M,
comptée sur la tangente au sommet et a partir de ce
point;
2a0, est le segment détaché sur cette abscisse par la
tangente en M,.

. kg N . o, s
Si 6 = -, n = a, c’est-a~dire que le centre de gravité
2
de la cycloide entiére se trouve au milieu de la hauteur.

Note. — Solution analogue de M. Bignon, de Lima.

819. Sila densité de la chainette varie en raison in-
verse de la hauteur au-dessus de la directrice, le centre
de gravité d’un arc quelconque compté & partir du
sommet a pour abscisse la moitié de I’ abscisse extréme,
et pour ordonnée la hauteur du rectangle qui aurait
la méme aire et la méme base horizontale que la
courbe et que U'on sait facilement construire.

(Haron pE pa GOUPILLIERE.)

Nous avons, pour l'expression de la masse d’un arc
compté a partir du sommet,

‘/‘Ildsi_—_l‘/‘r‘dx:'—r—'-
A y aJ, a

Pour les moments par rapport aux axes 6x et 6y ; en
appelant £ et n les coordonnées du centre de gravité
et 9 'inclinaison de la tangente, on a

x x 2
x, v 1 s x
—-g:f ds—-.z‘:—-f zdoe — L
a o ¥ aJ, 2a

d’ou
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d'ott
a’tang 6, , .
n—_=— C. Q. F, n.
‘rl

Or l'aire correspondante de la courbe est

)
f ydr — a*tang 9,. .
(V)

Note. — Solution analogue de M. Bignon, de Lima.

Question 82T

(voir 2° série, t. VI, p. 479);

Par M. A. LEMAITRE,

Maitre répétiteur au lycée impérial de Besancon.

Déterminer géométriguement les trajectoires ortho-
gonales : ’

1° De toutes les paraboles ayant méme foyer et méme
axe, et dont les branches infinies sont tournées dans le
méme sens;

2° De toutes les paraboles ayant méme sommet et
méme axe. (Larsant.)

1° En chaque point de la courbe cherchée, la tangente
normale 4 la parabole correspondante divise en deux
parties égales I'angle d’une paralléle a une direction fixe,
celle de I’axe avec le rayon vecteur allant du point de
contact a un point fixe, le foyer.

Cette propriété, qui est celle de la parabole ayant pour
foyer le point fixe, pour axe I'axe donné, et passant par
le point considéré, conduit quand on V'exprime analyti-
quement & Péquation tangentielle de cette courbe.

Mais nous allons prouver géométriquement que cette
propriété ne convient qu’a la parabole.
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Soient F le foyer donné, FP’axe, M et M/ deux points.
infiniment voisins de la courbe. Menons FM, FM’ et les

paralléles a 'axe MQ, M’'Q’. Les bissectrices MP, M'P’
des angles FMQ, FM'Q’ sont les tangentes a la courbe
aux points M et M'. Leur point commun est L, et P et P/
leurs intersections avec l'axe.

Remarquons qu’a cause des paralléles FP et MQ et de
la bissectrice MP, les trois angles PMQ, PMF et MPF
sont égaux. Par suite, le triangle FMP est isocéle.

Il en est de méme du triangle FM'P’.

Menons maintenant du sommet F de ces triangles les
perpendiculaires FG, FG' sur leurs bases qu’elles par-
tagent en deux parties égales en G et G’. Ces droites
vont couper les droites MQ, M’Q’ aux points Q et Q'sy-
métriques du point F par rapport aux droites MP et MP'.
Joignons QQ’ et comparons les deux triangles LPP/,
FQQ'.

Les deux angles en L eten F'sont égaux comme ayant,
leurs cotés perpendiculaires.

Or on a dans les triangles MGF, M'G'F

! 4

:A% = ;‘T% — tangFMP, I\I;—,(i}—, = % — tangFM'P".

Mais a la limite, le point L, point d’intersection de
deux tangentes infiniment voisines, tend vers le point de
contact M. Les angles I'MP, FM'P’ tendent vers I'éga-
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lité, ct par suite leurs tangentes. On a donc a la limite

FQ F' Q'

MP WP
et les triangles MPP’, FQQ' tendent a é&tre semblables a
la limite, comme ayant un angle égal compris ntre
cotés qui tendent a éire proportionnels, les deux pre-
miers c6tés d’un des triangles étant perpendiculaires aux
cdtés correspondants de 'autre. Il en est de méme pour
les troisiémes cotés. Donc QQ' tend a étre perpendicu-
laire a4 I'axe FP. Le lieu du point Q est donc tel que
pour passer de sa position a la position voisine, il se meut
sur une perpendiculaire a la droite AP. Son lien géomé-
trique est donc cette perpendiculaire.

Mais alors le point M étant également distant de QQ’

etde F, son licu est la parabole qui a le point F comme
foyer, et la droite QQ’ comme directrice.

Remarque. — Ce raisonnement suppose que MP n’est
pas nul, c’est-a-dire que M n’est pas sur I'axe. Mais s'il
y est, une de nos paraboles y passe, qui coupe normale-
ment la ligne double AP, parabole limite dont la direc-
trice passe au foyer F. De plus la droite AP répond elle-
méme a la question, et elle coupe les paraboles données
en leurs sommets.

2° Soient S le sommet donné, SX 1’axe donné, M un
point du lieu, MT, MN la tangente et la normale a ia
parabole, et par suite la normale et la tangente a la courbe
cherchée, et enfin MP l'ordonnée perpendicglaire a
SX (¥).

D’aprés une propriété connue dela parabole, on a

TP = 28P.

(™) Le Jeeteur est prié de fairve la figure
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La tangente de I'angle MNS, supplément de I'angle
MNX = ¢/, est égale a la tangente de I'angle TMP qui est
e _ ose

WP =N’ On a donc

La tangente de I'angle MSX = 6 est

MP
tangf — Sp’

et en faisant le produit
(l) tange tang 9 = — 9,

Considérons une ellipse ayant pour centre le point S,
pour axe l'axe Sx, et une perpendiculaire menée par S,
et dont I'équation rapportée a ses axes soit

(2) yitox*=—c.

On pourra déterminer ¢ de facon que lellipse passe
par le point M, et alors elle serait tangente a la droite MN,
car la relation (1) existe pour un point quelconque de
cette ellipse, entre le coefficient angulaire tang6 de son
diamétre et le coefficient angulaire tang6’ de la tangente
a son extrémité.

Cette ellipse satisfait donc a la question. J'ajoute qu’une
autre courbe ne peut y satisfaire.

Car, d’aprés ce que nous vencns de voir, celte courbe
au point M aurait un élément commun avec P'ellipse S
dont nous avons parlé.

L’élément suivant serait commun & la courbe et & une
autre ellipse aussi représentée par I'équation (2), ¢
ayant une valeur ¢’ différente de la premiére. Mais toutes
les ellipses représentées par I'équation (2) sont concen-
wriques et homothétiques, ct par suite, si voisines qu’elles
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soient, n'ont aucun point commun. Il faut donc ou que
deux éléments consécutifs n’aient pas de point commun,
ce qu'on ne comprend pas dans une courbe continue, ou
que les deux éléments se trouvent sur une méme ellipse;
et comme il en serait de méme pour I'élément suivant,
et ainsi de suite, il en résulte que 'ellipse S est la seule
courbe qui réponde a la question pour le point M (¥*).

Note. — Ont résolu la méme question : MM. Edouard Besson, étudiant
en droit; Napoléon Porte, éléve au lycée de Grenoble.

QUESTIONS.

846. On donne deux surfaces du second degré homo-
focales A et B et un plan fixe P. Par une droite quel-
conque D du plan P, on méne des plans tangents aux
deux surfaces A et B, en joignant deux a deux les points

(*) Le calcul donne trés-simplement ces résultats. On remarquera que:
1° L’équation de toutes les paraboles ayant méme axe et méme foyer
est
rr=12ax+a?

en nommant a le demi-paramétre variable et en rapportant la courbe au
foyer comme origine et al’axe comme ligne des x;
2° L’équation de toutes les paraboles ayant méme axe el méme som-
met est
= 2azx,
a désignant le demi-paramétre variable.

La méthode connue des trajectoires orthogonales donne dans le pre-
mier cas

et dans le second

¢ étant une constante arbitraire. B.
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de contact qui ne se trouvent pas sur la méme surface, on
obtiendra quatre droites. Lorsque la droite D se déplace
d’une fagon quelconque dans le plan P, toutes les droites
ainsi obtenues sont normales & une méme surface, qui
est une anallagmatique de quatriéme ordre.

De quelle fagon doit se déplacer la droite D dans le
plan P, pour que les droites correspondantes forment une
surface développable ? (LacuUERRE.)

847. Par une droite tangente a une surface quelconque
en un point M, on méne différents plans sécants; on
construit pour chacune des sections que ces plans déter-.
minent dans la surface la parabole qui suroscule la sec-
tion au point m; le lieu des foyers de ces paraboles est un
centre. (LAcuERRE.)

848. Soit une courbe gauche du quatriéme ordre ré-
sultant de I'intersection de deux surfaces du second de-
gré. 1l existe sur une telle courbe seize points ou la tor-
sion est nulle; si, par trois quelconques de ces points, on
méne un plan, de deux choses 'une : ou ce plan passera
par I'un des treize autres, ou il touchera la courbe en
I'un des trois points choisis. (LacuErre.)

849. On donne une ellipse, trouver : 1° le lieu des
milieux des cordes normales, 2° le lieu des poles de ces
normales, 3° la corde normale minimum, 4° la corde
normale qui détache le plus petit segment.

(M. Covrrins, The educational Times.)

850. Considérons la suite des fonctions de Sturm
V, Vi, V.., Vu

si une des équations V, = o a p racines imaginaires, la
proposée a au moins p racines imaginaires. (Darsoux.)
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851. Former la suite des fonctions de Sturm pour
17 » . . ) a A
equallon qui donne tang - quand on connait tang a.
(Darsoux.)

852. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes
pour que les quatre racines d’une équation du quatriéme
degré forment un quadrilatére inscriptible. Trouver la
surface et le rayon de ce quadrilatére. (Darsoux.)

853. Trouver la somme des séries suivantes :

0 ¢(n)
! 2!.2.5...!1’

dans laquelle 9 (2) est un polyndéme du degré p.

0 ¢(n)
? Zf(")’

-
ou l'on a

flr)=(rn+a)(n+a+1)...(rn+a+p,

ctou g (n) est un polynéme au plus du degré (p — 1).
(Darsoux. )

854%. Chercher les séries telles que si on met le rap-
port
[y
T,
sous la forme
1
[+«

9

nz soit constant et égal a A. Montrer qu’on peut trouver
la somme des p premiers termes de ces séries. Retrouver
la régle de convergence connue, ainsi qu'une limite du
reste. (Daxsoux.)



BIBLIOGRAPHIE.

(Tous les ouvrages annoncés se trouvent a la librairie de Gauthier-Villars,
quai des Augustins, 55.)

Tukses pE MaTaEMATIQUES présentées 4 la Faculté des
Sciences de Paris, le 27 novembre 1867, par M. Gau-
tier, ancien éléve de 'Ecole Normale, professeur au
lycée d’Alger. — Paris, Gauthier-Villars, imprimeur-
libraire.

Premiére Thése. — Mouvement d'un projectile
dans I’ air.

Deuxi¢me Thése. — Propositions d’astronomie
données par la Faculté : Théorie des inégalités sécu-
laires du mouvement des planétes.

Nous allons analyser la premiére Thése, qui nous parait trés-
intéressante. .

L’auteur débute par un court apercu historique que nous
reproduisons :

» L’é¢tude du mouvement d’un projectile dans un milieu
reésistant date de Torigine dn calcul infinitésimal. Newton et
Wallis ont donné les premiers travaux sur ce sujet en 1687.

» Les recherches de Newton se trouvent dans le second livre
des Principes, et celles de Wallis dans les Transactions philoso-
phigques. Deux ans plus tard , Leibnitz publia un Mémoire sur
le méme sujet dans les Acta eruditorum.

» Jean Bernoulli fut provoqué par Keill 4 déterminer le
mouvement d’un projectile dans un milien homogeéne, lorsque
Ja résistance est proportionnelle au carré de la vitesse. Il réso-
lut le probléme plus général o la résistance est proportionnelle
& une puissance quelconque de la vitesse. Ses recherches furent
publiées, ainsi que celles de son neveu Nicolas Bernoulli, dans
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les Acta eruditorum, 1719, p. 216. Plus tard, Legendre ra-
mena aux quadratures la détermination du mouvement d’un
projectile quand la résistance est égale & une constante, plus
un terme proportionnel au carré de la vitesse ( Mémoires de
I’4cadémie de Berlin, 1782).

» On peut encore consulter sur ce probléme balistique :
Euler (Mémoires de I’ Académie de Berlin, 1753) ; Borda (ibid.,
1769) ; Templehoff ( ibid., 1788, 178q); Moreau (Journak de
I'Ecole Polytechnique, XI¢ cahier).

Ajoutons qu’une Thése remarquable sur le méme sujet a é1é
présentée ala Faculté de Paris en 1854 par M. Sornin, ancien
éléve de I'Ecole Normale, agrégé de I'Université, alors profes-
seur de Mathématiques spéciales au lycée impérial de Toulouse.

Dans tous ces travaux, le projectile est considéré comme un
point matériel. Poisson le premier s’est occupé du mouvement
dans un milieu résistant pour un corps de dimensions finies
(Journal de UEcole Polytechnique, 1838, 1839 ). Il s'est borné
au cas o le projectile différe trés-peu d’une sphéré, et ou la
résistance est proportionnelle au carré de la vitesse.

M. Gautier s’est proposé de reprendre cette question pour
un projectile quelconque de révolution, et en adoptant pour
la résistance d’autres lois que celle que Poisson a admise.

Le tir des canons rayés donne de I'intérét a cette étude. On
a reconnu, en effet, que les projectiles animés d'une vitesse de
rotation autour de leur axe de figure éprouvent une déviation
latérale, qu’en termes d’artillerie ou nomme deérivation. Cette
dérivation est assez considérable pour qu’il ait fallu en tenir
compte dans le tir. Il est évident que si la résistance de lair
pouvait étre représentée par une force appliquée au centre de
gravité et tangente a la trajectoire de ce point, cet effet ne se
produirait pas.

Voici sur quels principes M. Gautier fonde la mise en équa-
tion du probléme qu'il s’est proposé de résoudre.

Quand un corps se déplace, les éléments de la surface n’a-
gissent pas de la méme maniére sur l'air qui les touche. La sur-
face doit étre considérée comme partagée en deux régions :
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'une qui sort de I'espace actuellement occupé par le corps,
I'autre qui pénétre dans cet espace. La ligne de séparation de
ces deux régions est I'intersection de la surface du corps dans
la position qu'il occupe actuellement avec cette méme surface
pour la position infiniment voisine que le corps prend aprés.
Les éléments de surface appartenant a la premiére région com-
priment lair; ils supportent donc la pression ordinaire de
lair, et en outre une résistance normale dirigée de dehors en
dedans, et dont la grandeur dépend de la compression éprou-
vée par Pair. Les éléments de la denxi¢me région se trouvent
en contact avec un air dilaté; ils supportent alors une pression
moindre que Ja pression atmosphérique ordinaire. On peut dire
qu’ils supportent une pression égale i la pression ordinaire di-
minuée d’une force normale de sens contraire, dirigée de de-
dans en dehors, et dont la grandeur dépend de la dilatation de
Pair. Enfin, dans chaque région, les résistances élémentaires ne
sont pas égales, parce que les vitesses deces éléments n’étant pas
égales, la compression ou la dilatation de I'air n’est pas la méme.
Cette compression ou cette dilatation ne dépendaut que de la
vitesse normale de I’élément, on admet que la résistance élé-
mentaire de I’air est proportionnelle i une certaine puissance de
la vitesse normale de I'élément sur lequel il agit. On admet,
en outre, qu’a égalité de vitesse normale les résistances élé-
mentaires appliquées aux eléments des deux régions sont les
mémes.

Dans la premiére Partie de sa Thése, M. Gautier suppose la
résistance élémentaire proportionnelle a la vitesse normale ;
dans la seconde Partie, il la suppose proportionnelle au cube
de la vitesse normale.

Voici quelques-uns des théorémes les plus importants que
Pauteur déduit de son analyse.

1° Résistance proportionnelle a la vitesse.

Théoréme 1. — La position moyenne de I'axe de révolution
tourne autour de la verticale menée par le centre de gravité, et
ce mouvement est uniformément varié. 1l change de sens avec
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le sens de la rotation initiale du solide, et il est d’autant plus
lent que la vitesse initiale de rotation est plus grande.
Ce mouvement est analogue a la précession.

Théoréme I1. — L’'axe moyen posséde un second mouve-
ment en vertu duquel il se rapproche ou s’éloigne de la verti-
ticale. Ce second mouvement est plus lent que le premier si la
vitesse initiale » de rotation autour de 'axe de révolution est
grande ; son sens est indépendant du signe de w; la vitesse de
ce mouvement est constante.

Théoréme III. — L’axe vrai tourne autour de I'axe moyen
en décrivant autour de lui un cdne de révolution. Le sens de
ce mouvement périodique est le méme que celui de la rotation
autour de P'axe de figure, et la vitesse est conslante.

Ce mouvement est analogue a la rnutation.

Théoréme I¥. — 1l y a une dérivation; elle est une consé-
quence de la rotation de I'axe du projectile autour de la verti-
cale menée par le centre de gravité. Comme ceite rotation
change de sens avec w, il en est de méme de Ia dérivation.

2° Résistance proportionnelle au cube de la vitesse

Théoréme 1. — 1l y a précession, comme dans le cas préce-
dent. Ce monvement change de sens en méme temps que la ro-
tation w du solide autour de son axe, et si w est trés-grand, il
est trés-petit..

Théoréme I1. — L’axe moyen posséde un second mouve-
ment en vertu duquel il se rapproche ou s’¢loigne de la verticale.
Le sens de ce mouvement ne dépend pas du signe de w. Si
est trés-grand , ce mouvement est trés-lent.

Théoreme ITT. — L’axe vrai décrit un céne de révolution
autour de I'axe moyen. La vitesse est constante et proportion-
nelle & w; le sens du mouvement est le méme que celui de .
Ainsi la nutation est assujettie aux mémes lois que dans le pre-
mier cas.

Théoréme 17. — 1l y a une derivation résultant de la rota-
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tion du solide autour de la verticale qui passe par le centre de
gravité. Elle change de sens avec «.

M. Gautier finit sa Thése en comparant les résultats de ses
calculs avec ceux de 'expérience. La seconde loi de résistance
parait étre sensiblement la loi naturelle. L’accord est en général
satisfaisant, et les différences peuvent s’expliquer par ceci, que
la forme cylindrique du projectile adoptée par 'auteur est assez
éloignée de la forme réelle, cylindro-conique.

J. Bourcer.

Revae des publications étrangeres.

BurLeTTINO DI BIBLIOGRAFIA E DI STORIA DELLE ScCIENZE
MATEMATICHE ET FISICHE, pubblicato da B. Boncom-
pagni. Tomo I, gennaio 1868. Roma, tipografia delle

scienze matematiche et fisiche, via Lata, n°® 211.

Le Bulletin de Bibliographie et d’Histoire des Sciences ma-
thématiques et physiques est un recueil périodique dont on
publie chaque mois un cahier de trois feuilles au moins et de
cinq au plus. Ces cahiers se vendent & Rome, dans I'Imprimerie
des Sciences mathématiques et physiques (via Lata, 211), aun
prix de 35 centimes la feuille. Les personnes qui voudront bien
envoyer des écrits destinés & étre publiés dans ce recueil, sont
priées de les remettre au bureau de la poste dans des plis
adressés A M. B. Boncompagui.

Ceux de ces écrits qui seront rédigés en italien, en francais
ou cn latin seront publiés textuellement dans ce Bulletin.

Le premier numéro de ce Bulletin contient un premicr Mé-
moire de M. Timoteo Bertelli Barnabita sur Petrus Perigrinus
de Maricourt et sur sa lettre De Magnete.
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CORRESPONDANCE.

M. Laisant nous adresse la liste des questions non ré-
solues dans les Nouvelles Annales de Mathématiques
depuis 1863; nous nous empressons de la publier.

ANNEE 1863.
Nos Nos Nos Nos
643 662 666 673 (*)
ANNEE 1864.
693 703 705 711 {11 et III)
no1

ANNEE 1865.
718 730 732 745
724 731 744 748
729

ANNEE 1866.
758 768 774 787
759 772 785

ANNEE 1867.
791 807 820 829
793 811 821 831
798 812 822 832
8o2 814 823 833
803 815 824 836
804 816 826 837
805 817 827 838
806 819 828

(*) Résolue incomplétement.



APPLICATION DE L’ALGEBRE DIRECTIVE A LA GEOMETRIE/:
Par M. Aser TRANSON. '

I

x et y étant deux nombres directifs (*) qui représen-
tent deux chemins tracés sur un méme plan et issus d’une
méme origine ou de deux origines différentes, I'équation
algébrique F (x, y) = o déterminera pour chaque valeur
de la variable x un nombre de valeurs de la fonction y
égal au degré de la plus haute puissance de cette lettre
dans la fonction F (x, y). Ainsi, quand I'extrémité de la
variable trace sur le plan une figure quelconque, ’extré-
mité de la fonction trace un certain nombre de figures
correspondantes. L'équation proposée est donc propre a
représenter une transformation multiple de toute figure
tracée sur un plan.

La transformation sera dite algébrique si F (x, y) est
elle-méme une fonction algébrique, et on voit ce que se-
rait une transformation transcendante. Les points mar—
qués par les extrémités de la variable seront des points
transformés, et les points correspondants marqués par
I’extrémité de la fonction seront des points transfor-
mants.

Une équation entre deux variables directives n’est donc
pas, comme une équation entre deux coordonnées de
Descartes ou bien de Plucker, le symbole d’'une ligne dé-
terminée; c’est celui d’une certaine corrélation entre

(*) Pour la définition et pour le calcul des nombres directifs, voir P'ar-
ticle : Démonstration de deux théorémes d’algébre (Nouvelles Annales, 1868).

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VII. (Avril 1868.) 10
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toute ligne qu'on voudra se donner arbitrairement ct
d’autres lignes qui seront comme engendrées par la pre-
miére au moyen de cette équation. Les théories algébri-
ques trouveront ici comme dans tout systéme de géomé-
trie analytique une interprétation, mais une interpréta-
tion sujette 3 moins de rectrictions que dans les systémes
pratiqués jusqu’ici, parce qu'une correspondance plus
exacte sera établie entre la Géométrie et I'Algébre. Pour
en citer dés ce moment un exemple, tandis que deux
courbes algébriques des ordres m et n sont dites avoir mn
points communs, mais avec la rectriction expresse qu’on
doit entendre ce résultat dans un sens purement analy-
tigue, vu que deux telles courbes peuvent n’avoir en effet
aucune rencontre! Il arrive au contraire que deux trans-
formations algébriques des ordres m et n donnent tou-
jours lien & mn points transformés qui regoivent des
deux équations correspondantes les mémes points trans-
formants.

Sur le plan ou Descartes a construit sa Géométrie ana-
lytique, I’Algébre peut produire a I'aise ses nombres po-
sitifs et ses nombres négatifs; mais comme toutes les
places y sont marquées d’avance a I'aide des signes + et
—, il n’en reste aucune pour les nombres qui ne sont ni
positifs ni négatifs! Cependant la théorie du calcul di-
rectif change les dispositions de la scéne et elle y fait tenir
les principaux roles précisément par ces mémes nombres
prétendus imaginaires, que I'enseignement actuel con-
sidére comme des symboles dénués de toute signification!

Ne pouvant pas avoir ici d’autre objet que de faire pres-
sentir par un petit nombre d’exemples I'utilité de la nou-
velle doctrine, je montrerai sommairement que la trans-
formation du premier ordre renferme les lois de la
similitude; )’exposerai ensuite quelques propriétés géné-
rales des transformations d’un ordre quelconque; et enfin
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je déduirai de I'équation du second degré plusieurs rela-
tions curieuses entre certaines classes de courbes.

1.

L’équation du premier degré entre deux variables di-
rectives correspond a une transformation des figures
planes par similitude. En effet, supposons d’abord que
dans I'équation

y==6+ ax

le coefficient @ soit un nombre sans inclinaison ; y sera
en grandeur et en direction le troisiéme coté d’un trian-
gle dont les deux autres cotés sont : 1° le chemin corres-
pondant au nombre 43 2° un chemin paralléle a celui
que x représente, mais avec une longueur augmentée
dans le rapport du nombre a 4 'unité. Si au contraire @
est un nombre incliné de I'angle » sur la direction posi-
tive, il faudra faire tourner de ce méme angle le coté de
triangle que dans la premiére supposition on avait fait
paralléle a x. C’est pourquoi dans le premier cas la fi-
gure transformante est homothétique a la figure trans-
formée, au lieu que dans le second les deux figures sont
encore semblables, mais non placées semblablement. Dans
les deux cas la valeur x = o donnant lieu a y =25, il
s'ensuit que le point y = b est le transformant de I’ori-
gine des x; ou en d’autres termes, ce point et 'origine
sont homologues 'un de l'autre dans les deux sysiémes
semblables des x et des y.

Siles x etles y ont une méme origine, en posant y.=x
on trouvera le point unique qui est lui-méme son trans-
formant. Sa position est déterminée par

b

I—a

ri=ar = .

10.



(148)
c'est le centre de similitude des deux systémes des x et
des y, et cela est vrai, que ces deux systémes semblables
soient ou non semblablement placés. Dans les systémes
homothétiques a est un nombre positif, et alors ce point
est un centre de similitude directe ; lorsque a est négatif,
c’est un centre de similitude inverse.

Ceci entendu, le célébre théoréme relatif a la situation
en ligne droite des centres de similitude de trois systémes
semblables considérées deux a deux est facile a démon-
trer.

Soient les deux transformations du premier degré

Yy —=ax,
z=ax + b';
ici le centre de similitude des x et des y a été pris pour
origine; et, pour éviter toute confusion, on 4 feprésenté

par z la seconde fonction transformante. Le centre de si-
militude des x et des z est déterminé par

et comme la relation entre les deux sysiémes desy et
des z est exprimée par ’équation

e,
)’-—a,("' b)’

le centre de similitude de ces deux systémes cst défini par
hl

Or si les coefficients a et a’ sont des nombres positifs

ou uégatifs, c’est-a-dire sans autre inclinaison que o ou
. , . , a

180 degrés, les dénominateurs 1 — a’ et 1 — — sont cux-
a
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mémes des nombres positifs ou négatifs ; par conséquent les
chemins qui correspondent & z, et z, et qui ont leurs points
de départ a 'origine, sont placés sur une méme ligne, sur
la méme ligne que le chemin 4”,mais dans le méme sensou
dans des sens opposés selon les signes des dénominateurs.
Donc les trois centres de similitude, celui des y et des x,
celui des x et des z, celui des z et des y,sont sur une méme

. . . . a
droite. D’ailleurs, ou bien les coefficients a, a’, — sont
a

tous les trois positifs, ou bien il y en a deux négatifs et
un seul positif; c’est pourquoi les trois centres trouvés
ci-dessus en ligne droite sont, ou bien trois centres de si-
militude directe, ou bien deux centres de similitude in-
verse combinés avec un centre de similitude directe. De
la résulte le théoréme en question.

Nota. — La transformation du premier ordre étant
évidemment la seule qui transforme toute ligne droite
en une autre droite, je I'appellerai a cause de cela une
transformation linéaire. Une transformation linéaire est
déterminée soit lorsqu’on donne les transformants de
deux points; ou bien lorsque avec le transformant d'un
point on donne le rapport de grandeur et celui d’incli-
naison de deux lignes homologues des deux systémes sem-
blables, double rapport exprimé par le nombre dircctif
qu’on appellera le coefficient de similitude.

I1I.

Soit F (x, y) =o une transformation d’ordre quel-
conque. On peut démontrer que la région infiniment pe-
tite autour d'un point transformant est toujours, comme
dans une transformation linéaire, semblable i la région
imfiniment petite qui est autour du point transformé.
Mais tandis que dans une transformation linéaire le coef-
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ficient de similitude entre deux telles régions est constant
dans toute I'étendue du plan, il varie d'un point a P'autre
pour les transformations d’ordre supérieur au premier.

En effet, rappelons que, selon la théorie du calcul di-
rectif,, I'accroissement dx de la variable représente en
grandeur et en direction I'élément de la courbe décrite
par 'extrémité de cette variable, et que dy représente a
son tour 1’élément correspondant de la courbe décrite par
Pextrémité de la fonction ; or, si on représente la dérivée
de cette fonction par ¢ (x, y) qui sera un nombre direc-
tif, la relation

dy =g¢(z, y)dx

fait voir que le rapport de grandeur des éléments dy et
dx, aussi bien que leur inclinaison mutuelle, regoit une
valeur déterminée pour un systéme de valeurs correspon-
dantes de x et y, mais change avec ces valeurs. Si on fait
tourner dx autour de I'extrémité de x, dy tournera du
méme angle ; et si en méme temps dux varie de grandeur,
dy variera dans le méme rapport ; de sorte qu’a un triangle
infiniment petit dont deux c6tés seraient formés par deux
de ces valeurs de dx correspondra un triangle semblable
ayant pour cdtés homologues les deux valeurscorrespon-
dantes de dy. Ceci est la propriété bien connue des fonc-
tions que M. Cauchy appelle monogénes, et dont le ca-
ractére est d’avoir une dérivée unique pour toute valeur
déterminée (réelle on imaginaire) de la variable.

Soient maintenant x, et x, -+ Ax, deux points trans-
formés, y, et y,+ Ay, leurs transformants déduits de
Péquation F (x, y) = o; la transformation linéaire dé-
terminée par le systéme de ces deux points sera repré-
sentée par l'équation

(r =) Az — (z — ) 8y, =o,

laquelle se réduira, si le second point est infiniment voi-
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sin du premier, & la suivante:
(ry —>o)5— + (*r —xy) =—— = o.
[

Lasimilitude que cette transformation linéaire exprime
dans toute I’étendue du plan est précisément celle que la
relation F (x, y) = o procure entre les régions infiniment
voisines des points correspondants x,, y,. Aux environs
de ces points et & ne considérer que les infiniment petits
du premier ordre les deux transformations coincident.
Donc on peut dire par analogie que dans les régions infi-
niment voisines des points x, et y, la transformation Ii-
néaire est tangente a la transformation d’ordre supérieur.
Et il est assez évident, sans entrer dans aucun détail, que
toutes les propriétés des courbes algébriques relativement
a leurs tangentes auront ici leurs analogucs.

IV.
Si dans 1'équation 4 deux variables directives
F(z, y) = o,

on remplace x et y par x'+ a et y’+ b respectivement,
cela revient a substituer aux deux variables qui pou-
valent avoir primitivement une origine commune, deux
variables nouvelles ayant des origines distinctes, et no-
tamment a prendre I'extrémité du chemin mesuré par
pour origine des x’, et I'extrémité du chemin mesuré
par & pour celle des y'.

Par de tels changements de I'origine, 'équation géné-
rale du second degré pourra étre débarrassée de ses
termes du premier dégré, si toutefois la fonction
B* — 4AC n’est pas nulle; or une telle équation dennera
généralement pour y la valeur suivante :




Si Pon pose

il viendra
y =z yMz2+ N,

Ici les z auxquels on peut attribuer la méme origine
qu’'aux y représentent une transformation linéaire des x;
de sorte que la transformation générale du second degré
se compose d’une premiére transformation par simili-
tude, laquelle, a la vérité, serait nulle dans le cas de
B = o, suivie d'une seconde transformation représentéc
par une irrationnelle du second degré. Pour les deux va-
leurs de z qui annulent le radical, on a deux points a
I'égard desquels la transformation du second ordre se ré-
duit a la transformation linéaire. Ces deux valeurs

z,::—g—\/——lj et 2= — 2
M M

mesurent deux chemins de grandeur égale, issus tous
deux de Porigine et dirigés suivant une méme droite,
mais en sens contraire I'un de 'autre. On peut concevoir
que cette droite ait été choisie primitivement pour celle
des chemins positifs et des chemins négatifs; et d’ailleurs
on peut toujours, a un moment quelconque du calcul,
réaliser cette supposition en augmentant d’'un méme
angle convenablement choisi les inclinaisons de tous les
paramétres de 1'équation proposée. Dés lors les deux
valeurs ci-dessus de z seront I'une positive que je repré-
senterai par +c, et 'autre négative par — c; enfin je me
bornerai a discuter le cas de M= —+1; ce qui revient
finalement a supposer que I'équation primitive était

Y- 22y 4-c*z= o0,
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donnant licu aux deux valeurs

() o ma (TS, gz A

Appelons C et C' les extrémités des deux chemins
issus de l'origine et mesurés par «+c et —cj; Z l'ex-
trémité du chemin mesuré par z. D'aprés les principes
du calcul directif, les facteurs z—c et z + ¢ correspon-
dent respectivement aux chemins CZ, C'Z; et les nom-

bres + \z'*—c?, —\/z*—c?, mesurent deux chemins
d’une méme longueur qui est égale a la moyenne géomé-
trique des distances CZ, C'Z, chemins opposés 'un a
I'autre et placés sur la bissectrice de I’angle CZC’. Donc
si on marque sur cette bissectrice, et de part et d’autre
du pointZ, deux points Y, et Y, a une distance de Z égale
a celte moyenne géométrique, la valeur y, mesurera oY,
mené de 'origine & celuide ces points quiestau dela deZ
par rapport a la base CC/ du triangle CC'Z, et y; le che-
min OY, qui va au point placé en deca. D’ailleurs les
équations (1) dounent lieu aux relations suivauntes :

(_l;y_‘ - dz dl’ _ dz

— ) H

J vei—e O Vai—e?

et comme l'égalité entre deux fractions directives en-
traine que I'angle entre les deux termes de la premiére
soit égal a I'angle entre les deux termes de la seconde, il
s'ensuit que, si la courbe décrite par I'extrémité de la
variable z fait un angle constant « avec la bissectrice des
rayons vecteurs CZ, C'Z, les extrémités de y, et de y,
parcourront des courbes faisant respectivement avec les
deux rayons issus de I'origine OY, et OY, les angles con-
stants o et T — a. Or, dans la supposition qu’on vient de
faire, le lieu des points Z coupe sous I’angle constant
= — a toutes les ellipses ayant pour foyers communs C
et C'. De la résulte la proposition suivante :
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Tutorime. — Soient C et C' les foyers communs d’un
systéme d’ellipses, S une courbe qui traverse toutes ces
ellipses sous un angle constant; si en chaque point Z
de S on construit la bissectrice des rayons focaux, et que
sur cette bissectrice, de part et d’autre de 7, on porte
une longueur égale a la moyenne ge’ome’tn'que de ces
deux rayons, les extrémités de ces longueurs auront
pour lieux respectifs deux spirales logarithmigues.

Deux cas particuliers méritent de nous arréter. Sup-
posons 1° que I'angle constant de la trajectoire avec les
ellipses soit droit; cette trajectoire sera, comme on sait,
une des hyperboles confocales aux ellipses traversées, ct
comme l'angle de 1’élément dz avec la bissectrice sera
nul, les angles de dy, et de dy, avec y, et y, respective-
ment seront nuls aussi, c’est-a-dire que les lieux des
points Y, et Y, seront deux droites issues de I'origine: ce
seront précisément les asymptotes de cette hyperbole,
comme on le reconnaitra en supposant I'extrémité de z a
I'un de ses sommets ; car la bissectrice des rayons focaux
scra alors une perpendiculaire 4 I'axe transverse, et
leur moyenne géométrique sera égale au demi-axe non
transverse. Supposons 2° que I’angle de la trajectoire soit
nul, c’est-a-dire que la trajectoire se confonde avec 'une
des ellipses du systéme; I'angle de dz avec I'un ou
I'autre des nombres directifs + /z*— c* et — Vzi—¢
sera droit, et par conséquent seront droits aussi les an-
glesde dy, et de dy, avec y, et y, respectivement. Donc,
dans ce cas, les constructions expliquées ci-dessus pour
les points Y, et Y, donneront lieu & deux cercles con-
centriques. L’un d’eux aura pour diameétre la demi-
somme et l'autre la demi-différence des axes de l'ellipse
que I'on considére; car si on suppose le point Z a Pex-
trémité du petit axe. la movenne géométrique dont il
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faudra augmenter ou diminuer le demi petit axe pour
obtenir y, ou y,, sera précisément égale 4 la demi-lon-
gueur du grand axe.

Le premier de ces deux résultats revient a dire que,
dans une hyperbole, le segment de toute tangente com-
pris entre les deux asymplotes est égal au double de la
moyenne géométrique entre les deux rayons focaux re-
latifs au point de contact. Le second constitue une ex-
tension de la relation qui existe dans le cercle entre une
corde perpendiculaire & un diamétre et les deux seg-
ments de ce diamétre ; car si on considére, parmi toutes
les ellipses confocales, celle dont le petit axe est nul,
cette ellipse se réduit a la droite double qui réunit les
deux foyers; la bissectrice des rayons vecteurs en un
point quelconque, c’est la perpendiculaire a cette droite,
et les deux rayons vecteurs en sont les deux segments.

Dans ces deux cas particuliers, le théoréme énoncé ci-
dessus pourra &tre vérifié aisément par les méthodes de la
Géométrie analytique ordinaire, parce que dans l'un
comme dans l’autre on connait & priori les trajectoires
correspondantes : dans le premier cas, une hyperbole;
dans le second, une ellipse.

Dans le cas général, c’est-a-dire lorsque les ellipses
confocales sont traversées sous un angle constant autre
que o ou go degrés, la recherche de la trajectoire est-elle
une question qui dépendede I'algébre proprement dite?..

Il ne semble pasd’ abord qu’il puisse en étre ainsi, puisque
la solution du probléme des trajectoires a été 1'une des
premiéres applications du calcul intégral. Mais dans
Péquation directive y*— 2 zy + ¢* = o, dont nous discu-
tons la signification géométrique, si nous supposons que
I'extrémité de la fonction y parcourt une spirale loga-
rithmique, nous pourrons trés-aisément déterminer la
courbe correspondante déerite par I'extrémité de la va-
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riable z; et ccla vésulte de ce que toute transformation
représentée par une équation F(x, y)=o jouit de la
propriété trés-remarquable que, si on connait I’équation
en coordonnées ordinaires (polaires ou rectilignes) de
la courbe décrite par U'c rtrémité de 'une des variables
de cette équation directive, la détermination aussi en
coordonnées ordinaires de la courbe correspondante
décrite par Uextrémité de l’autre wariable dépendra
d’un simple calcul d’élimination.

Supposons, en effet, que les deux courbes des x et
des v soient représentées respectivement par les deux
¢équations polaires
(2) 2(r, e)=0, Y(p, v)=0o0,
on pourra remplacer, dans I'équation directive, x et y
respectivement par les sommes des deux nombres per-
pendiculaires entre eux, savoir :

x par rcose —+ irsine,

Y par pcosw- ipsinwm,
expressions dans lesquelles i est, comme al'ordinaire, le
symbole de la perpendicularité, I'équivalent de J—1.
Par ces substitutions, 1'équation directive F(x, y) = o
prendra la forme

P+iQ—=o,
laquelle donne lieu aux deux équations distinctes
P—o, Q=o.

La combinaison de ces deux équations avec celle des
¢quations (2) que I'on suppose connue permettra d’éli-
winer les coordonnées relatives 4 la courbe correspon-
dante A cette équation, et fera connaitre I'équation de
Tautre courbe.

I application de ce principe a 'équation

1it— 22y 4+ cP= 0
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est facile; car en remplacant y par rcose + irsine, il
vient

r'z_i__ci ‘,‘l_c‘.'
2= ——— COSE 1
2r

sins,

de sorte que les deux éléments perpendiculaires de z sont
les suivants :

7‘2-—*-—/.’2 . 7‘2—‘(,2
pCOS®w == ————— CO0SE, pSINK — —2 — sine.
ar r

Donc si la courbe des y est une spirale logarithmique,
pour avoir P'équation de la courbe qui coupe sous un
angle constant toutes les ellipses dont les foyers sont
en -+ ¢ et — ¢, il faut éliminer r et ¢ entre les deux der-
niéres equatlons et la suivante :

lw

<

r— ae

Relativement aux transformations d’ordre supérieur
et dés le second ordre, il y a a faire une remarque im-
portante. La variable peut passer d'une valeur x, 4 une
valeur x, par une infinité de cheming différents. A x,
correspondront m valeurs de y qui marqueront les points
de départ des chemins parcourus par les m fonctions dis-
tinctes que I'équation est supposée impliquer; a x, cor-
respondront m autres valeurs qui marqueront leurs
points d’arrivée. Or, tandis qu’il y a entre x, et x, des
chemins de la variable qui font toujours parvenir cha-
cune des m fonctions de son point de départ & la méme
arrivée, il en est d’autres pour lesquels les m fonctions
échangent entre elles leurs points d’arrivée. Les condi-
tions et les lois de ces échanges ont été mises en lumiére
par M. Puiseux dans un Mémoire inséré au Journal de
M. Liouville (année 1850).

-

(La suite prochainement. )
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NOTE SUR LE NOMBRE e

(voir p. 16);

Par M. S. REALIS.

IIL.

1. Dans ce paragraphe, je me propose d’indiquer suc-
cinctement et sur des exemples usuels quelques-unes des
applications trés-variées et trés-importantes dont les
principes exposés précédemment sont susceptibles. Une
courte digression, au sujet d'une question jadis proposée
dans les Nouvelles Annales &’ aprés le Senate House de
Cambridge, complétera ces considérations élémentaires
sur les relations d’inégalité qui se rapportent & I'expo-
nentielle népérienne.

Reprenons la double inégalité

(1) 1+ z<ee< (1 —x)™

démontrée dans le §I, et ou il n'y a lieu de considérer
que les valeurs de x pour lesquelles le premier et le
troisiéme membre restent positifs. Des conséquences im-
portantes peuvent d’abord se déduire de cetie formule, a
I’aide d’un procédé fréquemment employé, et qui consiste
a combiner membre & membre, par voie de multiplica-
tion, les résultats successifs qu’on obtient en donnant a
la variable une suite de valeurs assujetties a une loi dé-
terminée.
Faisons en premier lieu
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successivement, et multiplions les résultats comme il

vient d’étre dit. Nous trouverons, en réduisant,
I

1 ]
—— = -

1
n +1 .—+3
<ez 4 "<n,

2

puis, en prenant les logarithmes népériens, et ajoutant
ensuite I'unité & chaque membre,

n+1
1+ log

1 1 t 1
— 4 -4 s 4. =<1+ logn.
< 1 2 3 "'n < s

On obtient ainsi trés-simplement deux limites entre
lesquelles est comprise la somme des » premiers termes
de la série harmonique.

Si Ion fait successivement dans la formule (1)

I I I 1

xr = > 9 ey ——y
m 1 m— 2 m 4 3 m—n

m étant un nombre positif, et » un entier positif, on
trouve de la méme maniére

m —n-—+1 I 1

log 4 +...
“ m -1 m —+1 m— 2
m —+n
lo
m+n< J m ’

résultat plus général que le précédent, et qui nous mon-
tre que la série du second membre prolongée indéfini-
ment est divergente, puisque le premier membre croit
jusqu’a P'infini avec n.

Posant
” Y LY
p=1+ —> do0 m-+ n=pm,
m
il vient
m —+ 1 t 1 1
log 22 + + ..o+ — < logp.
m —+1 m —+ 1 m—- 2 pm
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Cette double inégalité, ou les trois membres se rappro-
chent indéfiniment 'un de I'autre 4 mesure que I'on
prend m de plus en plus grand, p restant fixe, fournit
une nouvelle démonstration d’une formule due a M. Ca-
talan, et dont la question 458 est un cas particulier
(voir Nouvelles Annales de Mathématiques, 1™ série,

t. XVII, p. 434; v. XVIII, p. 152 et p. 197).
2. Soit maintenant une suite illimitée de termes
Wiy Uz Uspeony Hgyeoo,

se succédant suivant une loi déterminée, mais compris
tous entre — 1 et 1.

Nous trouverons, au moyen de la formule (1), et en
opérant comme précédemment sur les n premiers termes
de la série,

) (14 ) (14 w,) < ettt

1

< s

(W —uw) (1 — ). . (1—u,)

ce que nous écrivons sous la forme abrégée

1
b

U_.

U, < csn<

ou les trois membres sont nécessairement positifs.

Ainsi :

1° Si la somme S, tend vers une limite finie quand n
croit indéfiniment, c’est-a-dire si la série proposée est
convergente, aucun des produits U,, U_, ne tendra vers
linfini. Et si, de plus, tous les termes de la série sont
positifs, on pourra affirmer avec certitude que U, tend
vers une limite positive fixe (et I'on sait qu’il en sera de
méme de U_,; mais cela ne résulte pas de la formule
ci-dessus).
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2° Si la somme S, croit au dela de toute limite pour i
suffisamment grand, le produit U_, tend vers zéro. En
ce cas, si tous les termes de la série sont positifs, le pro-
duit U, tend vers 'infini (puisque alors U, > S,).

3° Si I'un des produits U,, U_, augmente indéfiniment
en méme temps que n, la série considérée est diver-
gente.

3. La formule (1) conduit par le méme procédé a la
détermination des limites supérieures et inférieures de la
valeur des factorielles. On nomme factorielle, comme on
sait, le produit d’une suite de nombres en progression
par différence; mais nous ne considérerons ici que la
progression des nombres naturels 1, 2, 3, 4, 5,.... Lors-
que le nombre des termes & multiplier est trés-considé-
rable, le calcul direct d’une factorielle est 4 peu prés
impraticable ; mais il suffit souvent de connaitre des li-
mites plus ou moins rapprochées entre lesquelles le pro-
duit en question se trouve compris. C’est & ce point de
vue que les résultats qui vont suivre pourront étre quel-
quefois utiles.

Désignant par p et n > p deux entiers positifs de méme
parité, posons la formule

" <n:(—11’>2<e— ("2’:") ;

faisons-y successivement

n — —_—2 n—
by - ., p—2 P,

a=1, 2, 3, 2 ;

et multiplions les résultats membre a membre. Il s’ensui-
vra une égalité de la forme

A < e B,

Ann. de Mathémat., & série, t. VII, (Avril 1868.) 11
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ou
B n4+p—4 n+p—2
[Mp+0w+2%~ £ 4 £ J)
X[ﬂ+P+2ﬂ+]’+4 (n_2 f’l—l)ll],
2 2
A= S 54
n+p)"‘!’
(=5
_ 2
l:+22+3z+42+”_+(n P)
B= 2

(=)

\

NI T n—+ p\"pr+
De cette inégalité, en la multipliant par < > p) s
et faisant la somme des carrés qui figurent au numérateur
de B, on tire la formule

— 2
n—+p a2n+pn—+p—+ -,-~(n——2)(n—|)n
2 2 2 )

2 n—p+1 __(n—=p)(n—p+1)(n—p-+2)}
< <..’.2__t._,3> e G("+F)a

2

plp+1)(p+2)..

)

qui nous fournit une limite supérieure du produit des
n— p -+ 1 nombres entiers consécutifs a partir de p.
11 vient, pourp =1,
W (n—1)n
1.2.3. . (n—1)nL (r—'-i——l> e 6(n+1)

2

et 'on a ainsi une limite supérieure du produit des n pre-
miers nombres entiers; mais on trouve une expression
plus avantageuse en multipliant la formule (2) par le
produit 1.2.3...(p — 2) (p — 1) supposé connu. L’iné-
galité résuliante, savoir

1.2.3...(n—1)n
— _(n—p)n—pt1)(n—p-2)
<1.2.3..(p —1) <"+ p) ™. 6(n+p)*

?

~
> /
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fournit une limite qui sera d’autant moins éloignée de la
valeur exacte du premier membre, pour une valeur don-
née de n, que la différence n — p sera plus petite. Cela
tient a ce que, dans la formule (1), les expressions sépa-
rées par les signes d’inégalité sont d’autant moins diffé-
rentes ’'une de ’autre, que la valeur numérique de x est
plus petite.

On obtient des résultats ne contenant plus le nombre
incommensurable e (mais ou la limite se trouvera plus
éloignée), en modifiant la formule (2) a 'aide de la rela-
tion

e B (1+ B),

ou, plus simplement, 4 I'aide de la relation
e B <.
C’est ainsi qu’on trouve immédiatement

plp+1)(p+2)..(n—1)rn] (—"——}5)"_”(,

ce qui s’accorde avec un théoréme donné par Cauchy, et
que nous rapporterons ci-dessous (n° 6). Cette derniére
formule, du reste, peut s’obtenir directement en opérant
comme plus haut sur I'inégalité évidente

o <'::P>2<l’

sans passer par la considération de la base népérienne.

4. La formule (1) se préte avec moins d’avantage a la
détermination de limites inférieures de la valeur des fac-
torielles; mais nous bornant au cas du produit des » pre-
miers nombres entiers, nous allons traiter la question a
I'aide d’inégalités autres que (1), mais se rapportant éga-
Jement a Ja fonction exponentielle.

11,
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D’aprés I'énoncé de la question 292 (woir t. XIII,
p. 192), n étant un nombre positif entier, on a

(3) 8"> l.(:._;)-.l.)tln‘

On tire de 1a

1.2.3...n> (n—}—l)"’

€

ce qui nous fournit déja une limite inférieure trés-simple
du produit des # premiers nombres entiers. Mais il est
facile de parvenir 4 des limites beaucoup plus élevées.

Remarquons d’abord que la formule (3) devient évi-
dente par la comparaison, terme & terme, du développe-
ment fini

n n
(1—+—n)":1+;n+

n{n—1)...(k+r1)

n—k ..+ "
23—k s

+ 1.2.3...(n—2) 1.2
I nn—k N
23, h—0k12.3... (n—k
n'l
1.2.3...n
avec le développement
n nt
et—=1+ — + “+ ...
1 1.2
nn——k n"
4 + ...+ + R,

1.2.3...(n— k) 1.2.3...n
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ot R est un nombre fini positif. Cette démonstration
revient 4 celle qui a été donnée t. XIV, p. 132 (par
MM. Paque et Devylder, professeurs); mais nous allons
tirer parti du reste R pour étendre I'énoncé de la ques-
tion 292, ce qui n’avait pas été fait dans la solution citée.

L’extension annoncée se présente d’elle-méme, car la
comparaison des développements qui précédent établit
directement et d'une maniére générale la relation

(1)

—_— R
1.2.3...n +

en >
pour toutes les valeurs entiéres et positives de n, On a
par la le moyen d’élever rapidement la limite inférieure
de e" fournie par la formule (3), en y ajoutant des quan-
tités moindres que R, mais d’autant plus considérables
que 7 est plus grand.
Remplagons le reste R par la série convergente qu'il
représente, savoir :

n" n " n*
1.2.3...n Lr—~+1 (r=41)(n+ 2)

nd _
T (r+2)(n+ 3) +"‘J’
ou I'on posera, pour abréger,

nlr
T (r1)(nt2)..(n+ k)

ui

Ne prenons d'abord que les deux premiers termes de
on

cetle série; nous aurons, a cause de u, + uy = —
n
2nﬂ+l
(r )"+
n -~ 2

o>

—32
1.2.3...n
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eL aussi, si # n’est pas ipférieur a 2,

(r +1)"+n"
1.2.3...n

o>

’

formule ou la différence entre les deux membres est déja
bien moins considérable que dans la relation (3).
Prenons maintenant trois termes de R, il viendra

(7 1) =4 (1, 4+ 1y + uy) 2"
1.2.3...n

e >

b

ct, si n>6,
(1) + 21"
1.2.3...n

en™>

La condition n >>6 s'obtient en résolvant en nombres
cntiers I'inégalité
u Ay uy > 25

mais il est facile de s’assurer que la formule qu’on vient
d’écrire subsiste & partir de n = 3.
Les quatre premiers termes de R donnent de la méme

manieére
(r-+1)"+3n"

v
1.2.3...7

e >

et n>15; mais il suffit que 'on ait n > 4.

On voit par la qu’en tenant compte des k41 pre-
miers termes de R, on peut poser, en général,

n—~+ 1)+ kn"
£) et L__.______

(4) AT
pourvu que n ne soit pas au-dessous d’une certaine va-
leur dépendant de £, et dont la limite supérieure est
donnée par le plus petit nombre entier vérifiant I'inéga-
lité

(5) o+t 1t >k
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De la formule (4) on tire la suivante :

1.2.3...n> (n:—1>"+ k (g)n,

servant au calcul approché (par défaut) du produit con-
sidéré. Et en combinant celle-ci avec I'inégalité

e > (2 — ,,-)r,

2 +x

qui se déduit d’une relation énoncée au n° 3 du § I, et
ou I'on peut attribuer & x une valeur arbitraire, mais
comprise entre zéro et 2, on obtiendrait au besoin des
résultats débarrassés de la transcendante e.

5. 11 serait intéressant de pouvoir assigner d’avance
la plus grande valeur de k correspondant & une valeur
donnée de n, et, réciproquement, la plus petite valeur
de n & partir de laquelle la formule (4) se trouve vérifiée,
k étant donné. Mais cetle question, dont la solution com-
pléte fournirait immédiatement deux limites assez rap-
prochées, comprenant entre elles le produil que nous
considérons, semble présenter de grandes difficuliés, et il
suffit ici de I'avoir signalée.

Mais s’il n’est pas possible de déterminer d’avance la
relation qui lie de la maniére la plus avantageuse les en-
tiers n et k, il est facile néanmoins d’établir des limites
de différence entre ces nombres, en dehors desquelles la
formule (4) soit applicable.

Soit donnée une valeur de k assez grande pour qu’il
faille renoncer a faire usage de I'inégalité (5) pour cal-
culer une limite supérieure de . Nous pourrons toujours
considérer, au lieu de (5), I'inégalité

(b4 0)nb+H > k(4 &+ 1)f+,
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car si celle-ci est satisfaite, (5) le sera a plus forte raison.
D’on il suit qu'en prenant

k41
1k g
k

n

—1I

on sera assuré d’avoir des nombres supérieurs 4 la valeur
minimum de n qui vérifie la formule (4).

11 ne serait pas difficile d’abaisser plus ou moins cette
limite supérieure de n, en partant des relations qui
s’écartent moins que celle qu’on vient d’écrire de I'iné-
galité (5). On pourrait aussi, par des considérations ana-
logues aux précédentes, poser une inégalité de la forme

1.2.3...n>h (,,_,_,)n’

(4

(qui sc préte mieux au calcul par logarithmes, ou de la

— n-+1\" 2 _’1 n Y I_l n—1
1.2.3...n/< p, ) -+ " + Ke p
/ a—2
-+ k" e? (2> -y
(4

ropre & donner une plus grande approximation. Mais
la difficulté d’obtenir des valeurs convenables de &, k, k',
k", ..., lorsque n est un grand nombre, ne laisse guére
cspérer que 'on puisse arriver par cette voie a des résul-
tats d’une application avantageuse.

forme

Ajoutons qu’il y aurait peu d'utilité a s’engager dans
des recherches minutieuses sur ce sujet, 'évaluation du
produit en question pouvant toujours s’effectuer commo-
dément a I'aide de la formule de Stirling. Cette formule
remarquable, et surlaquclle d’illustres géométres se sont
exercés, sert a calculer la somme des logarithmes de
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n nombres en progression par différence. On la trouve
rapportée (pour ne citer ici qu'une source qui est a la
disposition de tous) dans le Traité élémentaire de Calcul
différentiel et de Calcul intégral de Lacroix, et dans les
Notes ajoutées par M. Serret a la sixiéme édition de cet
ouvrage.

6. Je ne quitterai point ce sujet des limites des facto-
rielles sans rappeler le théoréme et le corollaire suivants,
tirés des Exercices d’Analyse et de Physique mathéma-
tigue, t. IV, p. 206 : '

Tutorime. — Le produit des n termes de la progres-
sion arithmétique

a, a+b, a+2b,..., a4+ (rn—1)b,
supposés tous positifs, est compris entre les limites infé-
rieure et supérieure

n

a;[a + (n—1) b];, <a -+ z : ! b)n.

Corollaire. — Si 'on suppose a et b réduits a 'unité,
on conclura de ce théoréme que le produit 1.2.3...7n
est compris entre les limites inférieure et supérieure

n N
> n—+1\"
n2’ ( ) '
] 2

7. Je crois utile, en terminant, de donner un exemple
de I'application de la formule (1) a I'évaluation de cer-
taines intégrales définies.

La relation
1.2 —m
e~ < (l -+ —-> )

on bien

e < (

E———
m A4z )"
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subsistant pour toutes les valenrs positives de m, et les
deux expressions séparées par le signe d'inégalité étant
constamment positives pour toutes les valeurs réelles de x,
on est d’abord en droit d’en conclure

B B dr
(6 f Sy < f e
) A € x < m i (m—{-z*)""

ou nous supposerons a* < f3* < m et 3 positif.
On sait d’ailleurs que, pour tout nombre entier m
plus grand que I'unité, on a

f” dr 1.3.5 (2m—3) n
o mz)  2.4.6.. (2m—a2) 1

Dans notre cas, m doit étre > x?, et devient consé-

quemment infini avec x; par suite, eu égard 3 la formule
de Wallis,

\/2:2_4§(2m-—-22 yam pour m=wx,

co.(2m—3) 2m—1

d’on

1.3.5...(2m—3) 2ym

2.4.6...(2/"—'2) - (zm —1)\/;

pour m=o,

nous POSGI‘ODS, pour m — x©,

c—

(m —l—i‘)"‘—(2m__l)\/,, 2 a2m—1 2

"""11 ®  dr . 2y/m w \/m 2m Vr

o

ou, par cela méme que m =,

® dr 1 -
m" ————— I — (/T
" o (m -4z 2 v

Maintenant, rien ne s'oppose a ce que V'on considere,
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dans la formule (6), m comme infiniment grand a I'égard
de f3, tout en prenant = o et # = pour limites des
intégrales; alors cetle méme formule se transforme en
une relation d’égalité, et nous fournit de suite le résultat

connn
N 1 —
edx — — \/x.
o 2

Jai choisi cet exemple a4 cause de sa simplicité et de
Pimportance du résultat; mais il est visible que le pro-
cédé employé peut conduire d'une maniére analogue 4 la
détermination d’autres intégrales définies non moins
remarquables.

SUR LE RAYON DE COURBURE DES CONIQUES;
Par M. A. RIBAUCOUR.

On a souvent besoin de construire le rayon de cour-
bure d'une conique définie par certaines conditions, soit,
par exemple, que 'on veuille trouver le point de con-
tact d'un rayon lumineux réfléchi avec son enveloppe;
soit que l'on veuille construire le rayon de courbure
d’une polaire; soit enfin dans toute autre question ou il
est commode de remplacer la courbe par une conique os-
culatrice.

Dans le cours de I'Ecole Polytechnique, on a I’occasion
de construire une surface du second degré osculatrice &
une surface de révolution tout le long d’un paralléle; les
éléves sont censés connaitre la construction du rayon de
courbure d’une conique; il ne sera donc pas inutile
d’appeler un moment Pattention sur ce point.
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Toutes les constructions connues peuvent se déduire
de la proposition suivante :

Soit A un point d’une conique (A), M un point de la
tangenteen A a (A); soient P et D les points d’intersection
de la normale en A a (A) avec les perpendiculaires
abaissées du point M sur la polaire de ce point M et sur
le diamétre de la conique aboutissant en A.

Quelle que soit la position du point M sur la tan-
genteen A a (A), le segment PD est constant; ce seg-
ment est égal au rayon de courbure de (A) en A.

Je substituerai a4 la démonstration que j’ai trouvée de
cette proposition, celle que m’en a donnée un géométre
bien connu. '

Désignons par x la distance MA, ct par  angle de la
polaire de M avec la normale en A. A une valeur de x
correspond une et une seule valeur de v, et réciproque-
ment; donc x est liée & w par une relation de la forme

r.tangw — Az -+ B.tangw =C,

ou A, Bet C sont des constantes.

Désignons par 0 I'angle de la normale en A et du dia-
métre aboutissant en ce point; faisons x infinie; dans
I'équation précédente w est égal a d. Donc

A = tangd};
pour w = 9o°, on a

On voit donc que I'on a définitivement
x (tangw — tangd) = C.

Or, le premier membre a pour valeur I'expression du
segment PD; on voit donc que, quelle que soit la posi-
tion de M sur la tangente en A, le segment PM est
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constant; si maintenant on suppose que M soit & une
distance infiniment petite du premier ordre de A, la per-
pendiculaire 3 la polaire peut étre considérée comme nor-
male 4 la conique; donc la limite du point d’intersection
de cette droite et de la normale en A est le centre de
courbure de (A) en A.

La proposition énoncée résulte immédiatement de ce
qui précéde. Passons aux applications. :

Supposons d’abord que le point M soit tellement choisi,
qu’il ait pour polaire la normale en A 4 (A), désignant
par R le rayon de courbure en A,

— x.tangd — R.

Abaissons du centre O de (A) la perpendiculaire ON sur

la tangente en A, on a

tangd — AN
8°=0oN"
il en résulte
AM.AN
ON =R

mais les denx droites OM et ON sont deux diamétres
conjugués de (A); si donc on désigne par b le demi-dia-
métre de cette courbe paralléle a la tangente en A, d’aprés
une proposition bien connue,

AM.AN = b%
on voit donc que

ce qui estla formule de M. Charles Dupin.

Si (A) est une parabole et si 'on prend M sur la direc-
trice de celle-ci, la perpendiculaire MD est la directrice,
la droite MP passe par le foyer ; d’ailleurs il est évident
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que AP et AD sont deux segments égaux; on a donc cette
proposition connue :

Si par le foyer F d’une parabole (A) on éléve une
perpendicilaire au rayon FA, et qu’on la prolonge jus-
qu'a sa rencontre en P avec la normale en A a (A),
le segment AP est la moitié durayon de courbure en A.

Fai fait voir que'on a

R —=AP — AD;
mais comme on a
AP = AM.tanga,
AD = AM.tangd,
il en résulte
AD — tangd.cotw.AP.

Par le point P, élevons une perpendiculaire a la normale
en A a (A) et prolongeons-la jusqu’a la rencontre en B
avec le diamétre OA ; puis par B, menons la droite BC
paralléle a la polaire du point M, si C est le point d'in-
tersection de cette droite avec la normale en A; il est
visible que
PC == AP.tangd.cotw ;

donc on a

R — AP — PC,’

c’est-a-dire que le point C est le centre de courbure
relatif au point A.

Supposons que le point M soit sur un des axes de la
conique, MP coincide avec cet axe; done

Par le point P ot la normale en A & (A) rencontre
un axe, on éléve une perpendiculaire PB a cette nor-
male; par le point C ols PB rencontre le diamétre OA,
on méne la perpendiculaire a l’axe : cette droite passe
par le centre de courbure relatif au point A.
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Cette construction est celle donnée par M. Mannheim
dans son Cours i I'Ecole Polytechnique. '
En prenant successivement le point M sur chacune des
directrices de la conique, désignant par p et p’ les dis-
tances du point A aux foyers F et F’, par i 'angle d’un
de ces rayons vecteurs avec la normale en A, on voit de

suite que
2 1 I

Reosi p ' o1
ce qui estla formule du marquis de 'Hospital, plus sou-
vent appelée formule de Petit.

La comparaison des constructions effectuées, en suppo-
sant successivement le point M sur le grand axe et sur
une directrice, conduit 4 la construction la plus connue.

Désignons par 7 I’angle de la normale en A et du rayon
vecteur FA, par  'angle de la normale en A etdu grand
axe, par P le point de rencontre de ces deux dernicres
droites; on a, d’aprés ce qui précéde,

R — AP (1 + tangd.tanga),

AF
R =— (1 + tangd.coti).
cosi

Dés lors, si 'on remarque que

AP AF

sin(a+{) sina

on a ’équation de condition

sina
?——sm(a—i-z)
tangd.tang o — .
. . cos «
sin(a + i) — ——
sin/

Il en résulte immédiatement

1

1+ tangd.tangz == ——:
- cos*l



per conséquent, on a aussi

AP
= —9
cos*i

ce qui est la formule que 'on donne habituellement pour
le rayon de courbure des coniques.

On en déduit immédiatement la construction ordinaire
du centre de courbure.

NOTE SUR LES COURBES CONSIDEREES COMME ENVELOPPES
D’UNE DROITE;

Par M. Lfon DYRION.

o étant un parametre variable, la droite représentée
par I'équation
(1) zcosa + ysina—g(a) =0

enveloppe une courbe Cj je vais exposer une maniére
simple de déterminer le rayon de courbure en chaque
point de cette courbe.

On sait, par la méthode générale des courbes enve-
loppes, que le point générateur de la courbe C est I'inter-
section de la droite (1) par une autre droite dont I’équa-
tion est

(2) — xsina + y cose — ¢' (a) =o0.

Or cette seconde droite est perpendiculaire sur la pre-
miére et, par suite, est la normale de la courbe C;

La droite (2) enveloppe a son tour une courbe C’ qui
est la développée de C; et lanormale de cette développée
est représentée par I'équation

(3) — xcosa —ysina — ¢” (¢) = o,
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et, comme on le sait d’avance, cette normale est paral-
léle & la tangente correspondante de la courbe C.

Cela posé, la distance normale entre les droites (1)
et (3) mesure évidemment le rayon de courbure de la
courbe C au point ou cette courbe touche la droite (1)
donc ce rayon de courbure a pour mesure

? (=) +9" ().

Ainsi donc: En chaque point () de la courbe qu’en-

veloppe la droite mobile
z cose + ysine — g () =o,

le rayon de courbure est exprimé par
9 () + ¢” ().
On en conclut immédiatement que 'expression
¢ («) +¢" ()

mesure le rayon de courbure de la développée C; et ainsi
de suite.
Remarquons, en second lieu, que les expressions

xr,cosa +y sine —g(a), — &, sine—+ y cosa—¢ ()

mesurent les distances d’'un méme point (x;,y,)a la tan-
gente et 4 la normale de la courbe C; donc

La distance d’un point quelconque & la normale dela
courbe C est la dérivée parrapport a o de la distance du
méme point & la tangente de la méme courbe.

En troisiéme lieu, le rayon de courbure
R=¢ () + ¢"(a)

est, & une constante prés, la longueur de Parc de la
courbe C’; or cette expression de R peut étre considérée,
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VII. (Mars 1868.) 2
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a une constante prés, comme la quantité
d.¢' (a)
(a).da + ————

Jiter de 2212,

ce qui nous conduit a la régle suivante :

Pour rectifier un arc de courbe, exprimez en fonction
de a la distance de la tangente & un point quelconque ;
intégrez, puis différentiez par rapport a a; et faites la
somme, en choisissant convenablement les limites de
Uintégrale.

Nous allons montrer comment les trois propositions
que nous venons de démontrer font retrouver simple-
ment certaines propriétés déja connues :

1° La distance de Vorigine & la droite (1) est donnée

par la formule
OP = ¢ (a), .

et la distance de la méme origine a la droite (2) est
OP' — ¢/ (a).

Or, d’aprés les formules connues, cela nous apprend
que OP” est la sous-normale, en coordonnées polaires, du
lieu du point P; d’oti nous concluons ce théoréme connu
(BerrranD, Calcul différentiel) : La normale en chaque
pointdelapodaire d’une courbeC passepar la projection
du péle sur la normale de la courbe C; de 1a nous con-
cluons en particulier : 8i l’on projette un foyer d’une
conique sur la tangente et sur la normale d’'un méme
point de la courbe, la droite qui joint les deux projec-
tions passe par le centre de la conigue.

2° Dans le cas ou la courbe C est une cycloide, et ou
Porigine O est un des points de rebroussement, on trouve
facilement

OP —¢(a) = 2a.sina — 2aacosa,
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en désignant par 4 le rayon du cercle générateur; et 'on
en conclut
9(x) + ¢'(a) =4a.sing,

ce qui exprime le théoréme connu sur le rayon de cour-
bure de la cycloide.
3° 8l s’agit de la lemniscate représentée par I'équa-
tion *
pPP=a’.cos 20,

on trouve facilement que

2= 3w,
que par suite
3

2a\?
¢(z)=a. {cos— ) ;
3
d’on
2
(e} +¢"(a) = g—P
4° Si une droite de longueur constante se meut dans
un angle droit, son équation est
rcosa -+ ysinx — /cosa.sina = o0,
ct par conséquent
9(z) +¢"(a) =3.9(a)

est le triple de la distance du sommet de I'angle droit 4 la
ligne mobile. Si I'on formait I’équation de la normale

— zsine + ycosa — ¢’ (2) = o,
on pourrait dans ce cas 'écrire
— (¢ —Isin«)sina + (y — lcosa)cose = o,

ce qui permettrait de vérifier le théoréme connu relatif au
centre instantané de rotation.
12.



(180 )
Nous allons maintenant indiquer quelques autres con-
séquences de notre procédé général :
1° Si la droite mobile est représentée par

zcosa + ysin‘e = A.a",

et plus généralement si ¢ () est une fonction entiére et
d’ordre m de a, Ja dérivée du m®™ ordre ¢™ () sera une
simple constante; et par conséquent la droite mobile en-
veloppera la m*m¢ développante d’un cercle;

2° Si g (a) = A.e%, toutes les dérivées successives de
¢ () seront égales, et par conséquent le rayon de cour-
bure de la courbe enveloppe aura la méme longueur que
celui d’'une quelconque de ses développées successives.
On trouvera d’ailleurs facilement que cette courbe enve-
loppe est représentée en coordonnées cartésiennes par

y—=x
y+z

’

1
7;\/12+ 1=A.e%, a= arctang

ce qui donne

(en posant : arc tangi —=w, et \/.1:’ “+ r*=p)
w-&-f
4

p=Ay2.¢

Cette courbe est donc la spirale logarithmique.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

——

Questions 145 et 814

(voir 2° série, t. IV, p. 430 et t. VI, p. 288);

Par M. G.-B. MAFFIOTTI,
Etudiant a ’Université de Turin.

745. D’un point pris dans le plan d’une courbe géo-
métrique, on méne toutes les tangentes a cette courbe ;
on divise le rayon de courbure relatif & chaque point de
contact par le cube de la distance de ce point au point

JSixe d'ot émanent les tangentes : la somme des quo-
tients ainsi obtenue est nulle. (ManNgEIM, )

Soient
9(=z, y) =0

I’équation de la courbe, et (x,, y,) le point fixe; (x;, y;)
un point de contact quelconque des tangentes menées du
premier point a la courbe, et d; la distance des deux
points (o, ¥o), (Z:» y:). On aura
Ti—&o _ Ji—™ e __ i

dy - dy

dy; dx;

= [~ (3T

Le rayon de courbure de la courbe donnée, exprimé en

- "

d’ou
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fonction des dérivées partielles de la fonction g, est

3

d? 2 d?)z 2

(&) +(E |

dg (de)'_, d's dedy  d'g(dg)?
dz? \ dy dzdy dz dy dy?

dx
Tout revient donc a démontrer qu’on a

:0’

Eka[i’l(fi>'_2

I
dg dg dg die (dg )\’
d.l"-2 dj,

dx;dy; dx; dy; 2_;? dx;
la somme étant étendue a toutes les valeurs de x et y qui
sont racines communes aux équations

9(1:,]) - 0,
de

d
F(z,7)= (= —2) -~ + (r—ﬂ);ygzo;

or il est aisé de vérifier qu'on a

dz dy dy dy

[ e (de\* _, 4’9 dede d'g (de\

- dz* \dy dzdy dz dy = dy? dz )
L’identité. & démontrer devient donc, en remplacant k
par une des valeurs que donne I'équation (1),

do 2
(=)
(1) qu pT

de dF

dx; dy; dy; dx;

== 0.

Soit m le degré de ¢ : le degré de F sera m — 1, et la
somme des degrés de ces deux fonctions sera 2m —1; le

degré de
dy 2
(Z)
Xy — &
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est 2m — 4, c'est-a-dire inférieur de plus de deux unités
a la somme des degrés de ¢ et de I'; donc, d’aprés un
théoréme d’analyse, la somme qui forme le premier
membre de 'équation (1) est nulle.

814. Etant donnée une surface S du second ordre &
centre, si 'on imagine une surface de révolution du
second ordre ayant un de ses foyers au centre de la sur-
Jace S et touchant les quatre faces d’un quelconque
des tétraédres conjugués par rapport 4 la surface S, la
longueur de l'axe équatorial de la surface de révolu-
tion conserve une valeur constante, quel que soit le té-
traédre considéré. On suppose la surface de révolution
autour de 'axe qui passe par le centre de la surface S.

(L. Parxvin.)

Cette proposition se déduit simplement du théoréme
qui suit :
Si
Epu? - 2E,u0 + E0» 4+~...=0

est I’équation d’une surface du second degré en coordon-
nées tangentielles, et si

Apx:+ 2802y +a y*+...=0

est 'équation d’'une autre surface du méme degré en
coordonnées rectilignes, I'équation de condition pour
que la premiére surface touche les faces d'un tétraédre
quelconque conjugué a la premiére est

awEqp + 2a0Eyy +~a,E+...=o0.

(Foir O. Hessg, Porlesungen iiber analytische Geome-
trie des Raumes, etc., p. 174.)
Soit
Ml 4 k)P4 1 —1=0
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’équation de la surface S rapportée a ses axes. Quant a
la surface de révolution, j'observe que si
A=au+fBv+gw+1=0,
A=du+fov+9yw+i1=o
sont les équations des deux foyers en coordonnées tan-
gentielles, 'équation
A.A

b=
\/u’+v’+aﬂg/u’+o’+w2

sera I'équation de la surface, puisqu’elle exprime que le
produit des perpendiculaires abaissées des foyers sur un
plan tangent est constant. La constante k est le carré du
demi-axe équatorial.

Si I'un des foyers est a I'origine, 1’équation devient,
en chassant les dénominateurs,

k(40 + a?) — (au + Bo +qw+1)=o0,

et 'équation de condition pour que cette surface touche
un tétraédre quelconque conjugué de S est ici

—1
k(XX =+ A 1—0, kh—=—-——-—;

Outh+h) =0, k=gl
donc k est constant,

Je remarquerai en passant que le théoréme de O. Hesse,
que je viens de citer, aurait fourni une démonstration
plus simple des questions 760, 761 (voir t.VI, p. 219),
car il donne immédiatement les relations

/1 1 1 oy
R(L L) oTe Lo B
(n’ + b? +'c"> a? + b? + c? ’
1 I : z;
R? (—+—):—’—" + = — 2,
P4 P q

qui démontrent les théorémes de M. Painvin.
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Question 842

(voir p. 44).

Hexacramme pE PascaL (REciproQue). — Si trois
angles ont leurs sommets en ligne droite, leurs cétés
sont les cotés opposés d'un hexagone inscriptible dans
une conique. (J.-E. Barsiee.)

Cette question a été résolue par MM. André (Racul),
du lycée Louis-le-Grand; "Lavollée, du méme lycée;
Lipmann, du lycée Napoléon ; Drouot et Aldacotche, étu-
diants & Metz; Léon Bédorez, Jules Millet et Paul
Endrés, du lycée de Douai ; Williére, professeur a Arlon
(Belgique) ; Tuffraud, de Sainte-Barbe.

Dans presque tous les cours de géométrie analytique,
les professeurs indiquent le moyen de construire une
conique dont on connait cinq points, et démontrent ainsi
indirectement la réciproque de I’'Hexagramme de Pascal;
la description organique des coniques par Newton, le
procédé de Maclaurin et de Braikenridge, démontrent
aussi cette proposition réciproque.

MM. Léon Bédorez et Paul Endrés font voir, dans
la solution qu’ils nous adressent, que la question propo-
sée se rameéne au théoréme de Maclaurin.

M. Lavollée remarque que le théoréme de Pascal se
déduit de cetle proposition : Si trois coniques ont une
corde commune, deux autres cordes communes aux coni-
ques prises deux a deux vont se couper sur la premiére
corde commune; et il se trouve conduit a déduire la réci-
proque de I'Hexagramme de la proposition suivante : Si
Pon a trois droites issues d'un méme point et deux sec-
tions coniques ayant pour corde commune une de ces
deux droites, les deux autres points d’intersection et les
quatre points de rencontre des deux coniques par les
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deux autres droites sout six points situés sur une méme
conique.

Enfin M. Tuffraud se sert élégamment de la considé-
ration des projections coniques :

Supposons, dit-il, que les trois angles A, B, C qui
forment I'hexagone” abc, a’'b’c’ soient dans un plan P
(a et a’ désignent les sommets de I'hexagone qui pro—
viennent de I'intersection d’un cdté de 'angle B par un
coté de 1'angle C, etc.). Menons par la droite BC un plan
quelconque, et dans ce plan trois droites BS, AS, CS qui
forment entre elles des angles de 6o degrés. Si I'on consi-
dére alors un plan Q mené n’importe o, mais paralléle
au plan BSC, les projections coniques, sur ce plan Q et
par rapport au point S,des droites concourantes,Bc, B¢/,
seront deux droites paralléles entre elles et a BS. De
méme, les projections coniques des droites Ak et Ad’
seront deux paralléles a AS, et celles des droites Ca, Ca’
deux paralléles & CS. Alors la projection conique de la
figure abc, a’' b’ ¢’ sur le plan Q sera un hexagone dont
les cdtés opposés seront paralléles et formeront des angles
de 60 degrés : ce sera un hexagone régulier. Le cone
ayant pour sommet le point S, et pour directrice le
cercle circonscrit 4 cet hexagone, coupera le plan P sui-
vant une conique passant par les points abc,a’d’c’.  B.

Méme question ;
Par M. BARBIER.
I.es équations des six cotés peuvent s’écrire :
Premier angle.

Cote (1)... A+aDz==o0, Coté{4)... A —aD . —o.
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Deuziéme angle.
Coété (3)... B+ 6D =0. Coté (6)... B+ bD=o.

Troisiéme angle.

Coté (5)... C+cD=o0. Coté(2).. C—cD=o.

D = o est 'équation de la droite qui contient les trois
sommets des angles, et A=0, B=o0, C=o0 sont les
équations de droites menées par les sommets des angles
d’une fagon convenable.

(A + aD) (B + bD) (C+ cD)=(A— aD) (B — D) (C .~ cD)
est une équation du troisiéme degré i laquelle satisfont

les coordonnées des sommets de I’hexagone et des som-

mets des angles, et méme d’un point quelconque de la
droite D =o.

Supprimons le facteur D qui nous indique cette cir-
constance, nous aurons I’équation d’une ligne passant
par les sommets de I’hexagone

aBC 4+ b6CA + cAB + abcD*—o.

Elle est du second degré; elle représente donc une co-
nique.

Question 844

(voir p. 96);
Par MM. R. DE LAJUDIE er E. SALVY.

Par un point fixe O sur la circonférence d’un cercle,
an méne deux cordes OA, OB dont le produit est con-
stant ; on demande l’enveloppe de la sécante AB.

(Durain. )

Toules les sécantes AB sont tangentes & une circon-
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férence décrite du point O comme centre avec un rayon
ool s & ; .
égal a 1 a® élant le produit constant, et R le rayon de

la circonférence donnée, car en nommant OI la perpen-
diculaire abaissée sur AB, on a, d’aprés un théoréme bien
connu,

0OA <X 0B —a>=0I <X 2R.

On arrive au méme résultat par le calcul.

Note. — Ont résolu la méme question : MM. Laisant, capitaine du
génie a Brest; Bonneau, éléve de 1'Ecole de Sainte-Barbe ; Venceslas Nie-
bylowski, éléve i 'Ecole Normale supérieure; Léon Arnoyer, de Carpen-
tras; Bés, de Berg; Jouffray, du lycée Louis-le-Grand ( classe de M. Dar-
boux); Gabriel Lippmann, du lycée Napoléon; A. Hilaire; André Raoul,
éléve au lycée Louis-le-Grand ; Auguste Macg, éléve du lycée de Grenoble;
P. Goyart, éléve du lycée de Lyon (classe de M. Russet); Porte; Jules
Barbier, éléve du lycée de Grenoble; Drouot et Aldacotche, étudiants a
Metz; Welsch et Herment, éléves du lycée de Metz (classe de M. Ribout);
E. Jasseron, éléve du lycée de Besangon (classe de M. Chevi‘liet); Adrien
Guebhard, éléve du lycée Saint-Louis; F.-P. Pourcheiroux, éléve du lycée
Charlemagne; Arthur Millasseau, éléve du lycée de Douai (classe de
M. Painvin); H. Ledoux, éléve du lycée de Douai (classe de M. Painvin);
Jules Lefebvre, éléve de I’Ecole Normale supérieure; Julien Boulanger,
¢léve du lycée de Dijon (classe de M. Marguet) ; Lesquiére, du lycée de
Caen; de Villepin, du collége de Stanislas (classe de M. Gros ); Fulgence
Armanet, de 'Ecole Centrale; O. Espanet, du lycée de Nimes (classe de
Mathématiques élémentaires); Anna Strozzi; M.-D. Thomas, de Taibach;
Jannsenn, du lycée de Douai; E. Lattés et G. Lecceur, du lycée de
Rouen.

M. Laisant fait remarquer :

1° Que cette enveloppe convient a toute circonférence égale a la pre~
miére passant par le point O;

2° Que si a*> 4R? on a toujours une enveloppe réelle, bien qu'’il soit
impossible de tracer un seul systéme de rayons OA, OB satisfaisant a la
condition;

3° Que ce dernier résultat peut s’énoncer de la maniéré suivante :

TugoreME.— Soient O ugc circonférence de centre O, et O' une autre cir-
conférence passant par le point O. Toute tangente & la circonférence O
coupera la circonférence O' en deux points A et B réels ou imaginaires tels,
que le produit OA OB sera constant.
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QUESTIONS.

855. Démontrer que la distance ¢ d'un point (z,y, z)
. .. x y 3 , - .
a une droite — =7 =est donnée, dans un systéme de
coordonnées obliques quelconque, par la formule
p20? =(bz— ey)*sin’yz + (cx — az)*sin’zx + (ay — bz)? sin® zy
~+ 2(bz — ¢r) (cx — az) (cos yz cos zz — cos zy)
~+ 2 (cx — az) (ay — bz )(coszx cos xy — cos yz)

~+ 2 (ay— bx) (bz — ¢y ) (cos zycos yz — cos zz),

en posant
pP=a’+ b+
(HouseL.)

856. Soient M et M, deux points d’une ellipse, tels que
les produits des coefficients angulaires des diameétres pas-

. . b
sant par ces pOlHlS soient —‘-(—l;- En appe]amp, P1 les rayons

de courbure en ces points, r, 7, les rayons de courbure de
la développée aux points correspondant & ceux de lel-
lipse, on a les deux relations

o Pl 4 . r 3
P.pl -_ab, <F> = (7) .
(A. SarTIAUX.)

857. D’un point M situé dans le-plan d’une courbe
algébrique on méne toutes les tangentes a cette courbe et
une droite quelconque MA. Aux points de contact des
tangentes issues de M on construit les coniques ayant
quatre points confondus sur la courbe et tangentes 3 MA.
Si ¢ désigne la distance comptée sur MA du point M au
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point de contact de 'une de ces coniques et R le rayon de
courbure de cette conique en ce point de contact, on a

R —
Priam
la somme s’étendant a toutes les coniques.

- (A. RiBaucour.)

858. D’un point M situé dans le plan d’une conique
ou méne a celle-ci les deux tangentes MA et MB, puis
par M on méne une droite MC.

Aux points A et B on construit les coniques ayant quatre
points confondus avec la proposée et tangentes a MC.

Démontrer que : 1° ces coniques touchent MC au méme
point C; 2° que si l'on faisait tourner 'une d’elles de ma-
niére a la rabattre autour de MC du c6té de la premiére,
les coniques ainsi obtenues auraient en ce point un contact
du troisiéme ordre, c’est-a-dire qu’elles auraient en C
quatre points communs confondus. (A. Risavcour.)

859. Démontrer la méme proposition pour les courbes
du troisiéme degré, lorsque M est sur la polaired’un point
d’inflexion. (A. Risrucour.)

860. Un cercle (C) de centre O roule sur une droite.
Trouver le lieu des points d’inflexion des cycloides rac-
courcies décrites par tous les points d’un cercle décrit sur-
un rayon du cercle (C) comme diamétre. {A. RiBaucour.)

861. Soit (C) un cercle de centre O; OX un diamétre
quelconque. On prend sur OX une longueur OM sur
laquelle, comme diamétre, on décrit un autre cercle (D).
D’un point quelconque A de (C) ou méne la droite AO
qui rencontre le cercle (D) en un point B. Avec AB comme
rayon on décrit un cercle, dont le centre est en A;on
cffectue la méme construction en chacun des points

de (C).
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Les cercles ainsi obtenus ont une enveloppe. Déter-
miner les sommets de cette courbe.
Trouver la nature du lieu de ces sommets, lorsque M
se déplace sur le diamétre OX. (A. RiBaucour.)

862. Lorsqu’une chainette roule sur une droite, une
droite quelconque de son plan enveloppe une dévelop-
pante de parabole. (A. Risaucour.)

863. Construire un triangle, connaissant les trois pa-
ralléles aux trois cotés, qui passent par le centre du cercle
inscrit. (LEmoine.)

864. Construire un triangle, connaissant le ssommets
des triangles équilatéraux construits sur les cotés.
(LemoinE.)

865. On circonscrit 4 une surface de vis a filet carré
une surface développable dont les divers plans tangents
sont paralléles aux plans tangents 4 un cdne du second
degré, la projection de la courbe de contact sur un plan
perpendiculaire & I'axe de I'héligoide est une podaire de
conique. (LacoErre- VerLy.)

RECTIFICATIONS.

Rectifications pour le §11 de la Note sur le nombre e.

Page 18, ligne 6. — La condition p > = > o, & laquelle est
subordonnée la double inégalité (4), n’est pas suffisante, pour
une partie des valeurs de x moindres quel’unité. Mais on évite
toute restriction de la formule (4) a cet égard, en prenant les
valeurs de p a partir de p — 1.

Page 20, ligne8 et suivantes. — Comme pour la formule (4),
nous prendrons ici pZ 1, lorsque z est une fraction, afin d’é-
viter une restriction relativement a sin z. Pour p = 1, les for-
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mules posées donnent
1> cosx x>sinx
> >TE m,* > D gt

x étant compris entre o et 1 ; ce qui est exact.

Mais c’est par inadvertance qu’on a dit que les quantitéscos ,
sin = seront foujours comprises entre les expressions indiquées
page 20, et qu'on a énoncé sans restriction les doubles inéga-
lités qui suivent & la méme page. Ces relations n’ont lien que
pour des intervalles déterminés, dans lesquels on fait varier =z,
intervalles distincts pour chaque double inégalité.

La discussion compléte des formules en question exige des
détails minutieux, et sur lesquels on pourra revenir, ainsi que
sur quelques autres points touchés incidemment dans la Note
qui précéde.

Errata.
Tome VII (2° série), page 116, ligne 13, au lieu de: L'un
des auteurs des deux Notices, lisez : L’auteur de I'une des deux
Notices. ‘ (JoNQUikREs.)

GORRESPONDANCE.

M. Duranton, professeur au Puy, nous envoie une so-
lution élégante de la question suivante, que nous propo-
sons comme exercice a nos lecteurs, quoiqu’elle ne soit
pas complétement nouvelle :

Par un point M d’une surface S du second degré
on méne trois droites paralléles a trois diamétres conju-
gués d’un ellipsoide et par les seconds points d’intersec-
tion de ces droites avec la surface on fait passerun plan P.
On propose : 1° de démontrer que ce plan passe par un
point fixe N; 2° de trouver le lieu de ce point lorsque le
pointM parcourt la surface S.

Résoudre le méme probléme en remplagant par trois
droites rectangulaires les droites paralléles aux diamétres
conjugués.
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APPLICATION DE 1’ALGEBRE DIRECTIVE A LA GEOMETRIE

(volr p. 144);

Par M. Aser. TRANSON.

V.

A la fin de I'année 1846, j’ai fait connaitre & la Société
Philomathique : 1° la démonstration ci-dessus exposée du
théoréme relatif aux centres de similitude de trois figures
homothétiques ; 2° la similitude des régions infinitési-
males qui se correspondent dans toute transformation
résultant d'une équation entre deux variables directives ;
3° la relation de toute ellipse avec les deux cercles con-
centriques dont les diamétres sont respectivement la
somme et la différence des axes de cette ellipse, comme
aussi la propriété correspondante de toute hyperbole.
C’était a l'occasion d’un Rapport que j’avais été chargé
de faire sur un premier Mémoire de M. Faure (de Gap),
intitlé: Essai sur la théorie et Uinterprétation des quan-
tités imaginaires (*). En méme temps l'auteur avait
communiqué les premiéres feuilles d'un second Mémoire
dont la publication, a ce que je crois, n’a pas été achevée,
dans lequel il proposait I'interprétation géométrique de
toute équation 4 deux variables par une corrélation entre

(*) Chez Bachelier, 1845. Ce Mémoire contient une démonstration du
théoréme fondamental que toute équation a au moins une racine. Malheu-
reusement cette démonstration est sujette au méme genre de difficultés
que M. Liouville a objectées a celle de Mourey (Journal de Mathématiques,
17¢ série, t. IV, p. 501; 1839). En revanche on y trouve des considérations
trés-remarquables sur certaines équations dont 'auteur enseigne a opérer
Yabaissement sans calcul, ce qu’on pourrait appeler I'abaissement & vue.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VII. (Mai 1868.) 13
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deux chemins inclinés issus d'une méme origine, et c’est
de cetle idée premiére que j'avais déduit ces mémes
trois résultats ci-dessus énumérés, que j’ai été dans le cas
de rappeler a la Société Philomathique dans sa séance

du 14 mai 1864 (*).

Mais en 1846 non plus qu'en 1864, je ne savais pas
que I'Algébre directive piit réduire 4 de simples élimi-
nations la solution d’une question comme celle de la tra-
jectoire oblique d’'un systéme d’ellipses homofocales
c’est-a-dire d’une question qui paraissait réclamer essen-
tiellement le recours au calcul intégral. Cette singuliére
propriété dont le calcul directif parait doué au moins a
Végard de certaines questions se présente encore dans la
solution du probléeme suivant dont la condition conduit
a une équation différentielle du second ordre.

Prosrime. — Trouver I’équation générale des courbes
dont la tangente rencontre sous un angle constant la
droite qui partage dans un rapport donné Uangle du

rayon wecteur avec une direction fixe (avec U'axe po-
laire).

Concevons donc une droite qui partage I'angle o du

LR L NPT
rayon vecteur dans le rapport de — a l'unité, c’est-a-dire
m !

. . N - 3 ,
qui fait elle-méme avec I'axe polaire un angle égal a — w3

soit ¢ I’angle constant sous lequel cette droite est rencon-
trée par la tangente; « 'angle de la tangente avec le
rayon vecteur p; et soient p’ et p” les dérivées premiére
et seconde de p considéré comme fonction de w. La con-

(*) Voir le journal UInstitut, et aussi le Bulletin de la Société Phile-
mathique.
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dition de la question est la suivante :

m—n
a

w=¢ ou bien mda—+ (m —n)dw—=o.
m

D’ailleurs en ayant égard a la relation connue

r3__
» on obtient da:P————P—P—dw;

tange = A e

T\{'b

ce qui conduit finalement a I'équation différentielle
mpp” — (2m — r) p'*— (m — r)p* = o.

Mais traitons la question par le calcul directif. Soit u
la variable dont I'extrémité trace la courbe cherchée.
L’inclinaison de ’accroissement directif du, c’est I'incli-
naison de la tangente elle-méme; d’apreés la régle pour
I’élévation aux puissances, régle a déduire de celle de la

n

multiplication, la quantité directive ™ a pour inclinai-
n - . . . . . .

son — w, si » est I'inclinaison de u. Enfin 'inclinaison
m

d’un quotient directif étant égale a la différence des in-
clinaisons de ses deux termes, la condition du probléme

. du .
S ue 1l angle de — so1t constant.
est que 'angle de — soit tant

u"l

En méme temps considérons u comme la fonction trans-
formante d'une variable z, de sorte qu’on ait

m—n
:#; ¢ (z)dz, oubien u ™ —g(z).

sis| &

u

Quel que soit ¢ (z), si z décrit un chemin tel que I'in-
clinaison du produit ¢’ (z) dz soit constante, on est as-
suré que u décrira quelqu'une des courbes cherchées;

13.
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et réciproquement, lorsque la fonction u suivra une de
ces courbes, le chemin de z sera déterminé par la condi-
tion ci-dessus exprimée. En un mot, toutes les courbes

cherchées sans exception peuvent résulter de I’équation
m-——n

directive u ™ =g (z), quel que soit ¢ (z). Supposons
donc la forme la plus simple ¢ (2) = z. Alors il faudra
que l'inclinaison de dz soit cbnstante, c’est-a-dire il fau-
dra que Dextrémité de z parcoure une ligne droite. Soit
y = b+ ax I'équation cartésienne en coordonnées rec-
tangulaires de cette droite, on pourra remplacer z par
x + i (b + ax), et en méme temps u par p (cosw +-isinw).
Faisant ces substitutions, et égalant entre elles les com-
posantes horizontales, et aussi entre elles les composantes
verticales, il viendra les deux équations
m—n m-—n

m—n C om—n-
p ™ cos o=z, p ™ sin o =05+ ax,

m
entre lesquelles il faudra éliminer x; on trouvera ainsi
I’équation

m—n

P . m —n m —n
p ™ (sin w — acos w)=2b:
m m

équation finie qui satisfait a I'équation du second ordre
du probléme, et qui en est 'intégrale générale, puisqu’elle
contient deux constantes arbitraires. La constante a est
précisément la tangente de I’angle que nous avions repré-
senté par ¢, et il ne serait pas difficile de définir I'autre
constante.

Le résultat final serait illusoire dans le cas de m =n;
mais alors il faudrait reprendre la condition du calcul
directif, qui seraitici
(% =4¢' (z)ds, oubien &= ce?(?).
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On expliquerait encore que ¢ (z) peut étre égal a z
pourvu qu’on fasse parcourir a z une droite quelconque;
et en suivant la méme marche que ci-dessus, on arrive-
rait a I’équation

ale

p=ce,

c'est-a-dire, comme cela devait éire, 2 Péquation géné-
rale des spirales logarithmiques de méme pole.

VI.

Ainsi I'idée claire du nombre directif substituée a I'idée
obscure du nombre imaginaire ne serait pas seulement
I'unité établie dans la science, ce serait aussi, 4 ce qu’il
semble, un nouvel instrument pour ses progrés ultérieurs.
D’ailleurs, ce qu’il importe surtout de remarquer et sur
quoi je veux, en terminaunt cette exposition incompléte,
fixer I'attention du lecteur, c’est que le calcul directif,
en donnant 4 la notion du nombre abstrait un complément
devenu indispensable, maintient les conceptions relatives
a la nature des opérations élémentaires (addition, multi-
plication) sans aucun mélange de convention arbitraire.
Cela importe 4 I’enseignement des mathématiques et cela
importe 4 la philosophie elle-méme, car la philosophie a
le droit et le besoin de citer en exemple les Sciences ma-
thématiques comme reposant sur des idées rationnelles,
c’est-a-dire sur des idées constitutives de la Raison, c’est-
a-dire sur des idées qui sont a la fois indépendantes de la
Polonté et de I Expérience ; car enfin :

Ni les vérités de la Géométrie ne sont des résultats de
I'expérience; puisque, par exemple, si on nous a fait voir
a I'aide des polygones inscrits au cercle que la longueur
de la circonférence est comprise entre vingt et une et
vingt-deux fois la septiéme partie du diamétre, notre con-
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viction ne sera pas plas augmentée par le résuitat con-
forme d'un mesurage effectif qu’elle ne serait ébranlée par
un résultat contraire : c’est le theoréme démontré qui
jugera si ce mesurage est bon, et ce n’est pas ce mesarage
qui fera le jugement du théoréme; et ce que nous disons
d’une vérité déduite des principes de la Géométrie, nous
pouvons le dire aussi de toutes les idées premiéres ou con-
ceptions qui sont ces principes mémes; puisque, par
exemple, s’il est vrai que la raie grossiére et le rond
irrégulier tracés sur le tableau par notre premier profes-
seur ont éveillé en nous les idées de la ligne dr oite et du
cercle, il est également vrai que jamais des yeux du corps
nous n’avons vu 'un oul’autre;

Ni d’autre part les principes et les régles de I’ Algébre ne
sont des choses de convention; car si quelqu’'un me dit
que les quantités positives isolées et aussi les négatives
isolées sont des étres de convention, et que la régle des
signes relative a ces sortes de quantités est une régle de
convention, et encore que la notion des nombres imagi-
naires et leur calcul sont une notion et un calcul de con-
vention, je le prierai de me faire voir comment I’'Algébre
pourrait exister sans ces conventions, ou bien avec d’au-
tres conventions que celles-13, puisque enfin celui qui dit
convention veut dire certainement une chose arbitraire,
une chose dont on peut se passer et qu’on peut remplacer
par une autre. Or la double qualité des nombres d’étre
positifs ou négatifs s’impose a nos calculs dés le premier
degré de I'algebre, et depuis lors elle n’en disparait plus.
Et lorsqu’a notre second pas nous rencontrons, rencontre
inattendue! la racine carrée d’un nombre négatif! c’est
bien en vain que nous lui disons : « Tu n’existes pas! tu
es impossible! tu es 1macma1re!... » Malgré toutes nos
dénégations et toutes nos objurgations la racine tientbon;
clle ne se laisse pas extraire (si ce n’est par Argand, Fran-
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cais; Mourey, etc.); et nous, tout en lui déniant la pos-
sibilité d’étre, nous sommes forcés de I'admettre, de la
subir; et bientdt a sa suite surgissent de tous cdtés, je
veux dire & tous les degrés de I’ Algébre, une infinité
d’autres racines qu’elles aussi nous appelons impos-
sibles!... Oui, on les déclare impossibles, mais bien en
vain voudrait-on établir la convention de les déclarer
inutiles; car elles se retrouvent & tous les. niveaux de la
science et elles en sont I'instrument le plus précieux; et
au milieu de leur multitude les autres racines que nous
jugions seules possibles n’apparaissent plus qu'a titre
d’exception; et enfin, le calculateur arrive & ce résultat
aussi incontesté qu’il est étrange que ce qu’il appelait
exclusivement le ReeL n’est plus qu’un cas trés-particu-
lier de ce qu’il avait appelé I'ImacinAIRE.

Ces difficultés, pour celui qui en ignore le dénotiment
etqui aime a pénétrer le fond des choses, doivent sembler
comme un voile placé entrel’esprit de ’homme et la vérité,
L’Algébre lui paraissant dépasser par son étendue l'ordre
des réalités connues, ce doit lui étre comme un indice
que parmi les réalités de ce monde que sans doute I'im-
perfection de nos sens nous empéche de saisir, ou peut-
étre parmi celles de quelque monde construit sur un plan
différent du notre, il est des grandeurs qui correspondent
a ces symboles inexpliqués; car, s'il se pouvait qu’a une
conception utile de I'étre intelligent manquat indéfini-
ment la correspondance d’un objet intelligible, ce serait
une note fausse dans I’harmonie universelle.

Eh bien, dirai-je 4 cet ami de I'Evidence (*), si de
telles grandeurs existent ne devront-elles pas, pour cor-
respondre aux différents états du nombre (état réel, po-
sitif ou négatif; état imaginaire susceptible d’une infinité

(*) Mourey avait dédié son livre aux Amis de I’Evidence.
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d’arguments), ne devront-elles pas admettre différents
modes d’existence? Et d’abord ne devront-elles pas
admettre dans tous leurs modes une dualité constante, de
sorte qu’a chacun d’eux en corresponde un autre qui lui
soit opposé, contraire ou inverse, dualité telle que par leur
Juxtaposition (addition), les deux modes opposés se neu-
tralisent? — Et ensuile chacun de ces modes ne devra-
t-il pas admettre une modification particuliére qui, répétée
sur elle-méme, soit capable de produire le mode opposé,
puisque telle est évidemment la condition pour qu'une
grandeur réelle corresponde toujours a la racine carrée
du nombre qui représentera un mode déterminé de la
grandeur primitive (*).— Et, enfin, pour exprimer en une
proposition unique la condition nécessaire de la corres-
pondance supposée, ne faudrait-il pas que les modes
d’une telle grandeur passassent de I'un a P'autre d’une
maniére continue, de telle sorte que la modification qui
produit I'un d’eux puisse, étant répétée un nombre de fois
convenable, en produire un autre quel qu’il soit?

Appliquée a toute grandeur qui serait douée de ces
modes d’existence, notre Algébre n’aurait pas trop d’é-
tendue; elle aurait précisément 1'étendue convenable.
Mais a ces différents traits qui n’a pas reconnu en parti-
culier la condition des chemins tracés sur un plan dans
toute direction a partir d’un point fixe? Et puisque ainsi
nous avons & notre disposition une grandeur dont toutes
les propriétés correspondent exactement aux propriétés
algorithmiques de nos symboles, comment persisterions-

(*) M. Vallés, dans un passage des Etudes philosophiques sur la science
du calcul que je cite de mémoire, a dit judicieusement : « Si quelque
grandeur subit une modification qui répétée sur elle-méme Ia fait passer
de V'état positif a 'état négatif, cette modification constitue un état inter-

médiaire qui doit étre caractérisé dans le caleul par le symbole y— t. »
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nous a dire que ces symboles ne représentent rien de
réel?... '

A la vérité, parmi les grandeurs que nous soumettons
au calcul, il en est un grand nombre pour lesquelles les
ressources de la science algorithmique sont une richesse
superflue. Combien par exemple en est-il pour lesquelles
la divisibilité indéfinie de I'unité abstraite est irutile,
parce qu'elles se composent d’unités concrétes indivi-
sibles? Et combien pour lesquelles le double état positif
et négatif des nombres est un véritable non-sens, parce
qu’elles ne sont pas susceptibles de s’accroitre en deux
sens opposés? — Cependant il suffit que quelques gran-
deurs soient indéfiniment divisibles pour que I’apparition
de la forme fractionnaire dans la solution d’un probléme
quel qu'il soit ne nous étonne pas. Et polir ce qui est des
solutions négatives, depuis Descartes elles ont cessé d’étre
Jausses, non pas qu’elles soient wraies pour toutes sortes
de questions, mais parce qu’elles le sont au moins pour
quelques-unes. Malheureusement, I'idée de Descartes a
manqué, pendant un siécle et demi, de son complément
nécessaire qui consistait a faire entrer dans le calcul avec
les deux chemins opposés (positif et négatif) tous les che-
mins de direction intermédiaire. Et comme dans le méme
temps se sont produites inévitablement, et par la force
propre du calcul, diverses formes équivalentes au nombre
directif, lesquelles n’auraient pu recevoir d’interprétation
que par leur correspondance avec ces chemins intermé-
diaires, on s'est habitué a croire que I’Algébre pouvait
conduire le calculateur 4 des résultats dépourvus de signi-
fication et de réalité, en un mot a des résultats imagi-
naires! — Il est temps d’affirmer, au contraire, que toutes
les racines des équations algébriques sont réelles, non
pas en cesens qu’elles procurent toujours aux problémes
qui leur ont donné naissance des solations possibles, ce
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qui serait une assertion fausse et absurde, une assertion
contraire 4 la vérité et i la raison; mais parce que
de telles équations ayant lieu entre des nombres abstraits
peuvent toujours, indépendamment des problémes ini-
tiaux, étre considérées comme traduisant une relation
déterminée entre des grandeurs linéaires, c’est-a-dire
entre des chemins diversement inclinés, et qu’a ce point

de vue leurs solutions (leurs racines) sont toujours con-
structibles.

Nota. — Je dois reconnaitre que dans les articles pré-
cédents j'ai attribué 4 Mourey une part trop grande dans
toutes ces inventions. Au tome IV des Annales de Ger-
gonne, on apprend qu'une premiére idée au sujet de la
représentation géométrique des imaginaires avait été
émise par Buée (en 1806). Plus tard, en 1813, par
Argand et Francais a la fois mais séparément, cette idée
est retrouvée et développée. Le premier de ces Géome-
tres donne déja une ébauche trés-remarquable de la dé-
monstration récemment perfectionnée par M. Hoiiel du
théoréme fondamental : que toute équation a une racine.
Le second expose avec clarté I'extension des principes
fondamentaux du calcul 4 des nombres propres a repré-
senter les grandeurs géométriques ; et pour ces nombres
que Mourey a appelés directifs, Francais propose déja le
symbole si simple a,,; puis de ce symbole et des régles du
calcul il déduit comme corollaires évidents ces beaux ré-
sultats : « Que les rayons qui partagent en m parties égales
la circonférence dont le rayon est 1, représentent les m
racines de 'unité; que ces racines sont toutes également
réelles, puisqu’elles sont représentées par des lignes don-
nées de grandeur et de position, etc. » Et comme le céle-
bre Servois s’était demandé : « La nouvelle théorie est-
elle au moins justifiée par de nombreuses applications? »
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Gergonne, qui avait déja dit trés-judicieusement : « On ne
peut espérer ces résultats que du temps et des efforts
de tous ceux qui voudront bien ne pas rejeter cette
théorie avec dédain sans I’avoir sérieusement examinée
(Annales, ©. IV, p. 73); Gergonne répond 2 la critique
prématurée de Servois : « M. Servois compterait-il donc
pour peu de voir enfin I'analyse algébrique débarrassée
de ces formes inintelligibles et mystérieuses, de ces non-
sens qui la déparent et en font, pour ainsi dire, une
sorte de science cabalistique. » (/bid., p. 230.)

VII.

C’est donc a ’égard seulement des problémes de Géo-
métrie que nous avons a justifier I'assertion que toutes les
racines des équations sont réelles; et & cet effet, ne suffit-il
pas d’opposer 4 I’opinion commune exprimée par M. Pon-
celet dans les termes suivants, a la fin d’une longue dis-
sertation surla loi des signes deposition en Géométrie :
« Concluons que les racines négatives indiquent des so-
lutions réelles en méme temps qu'un changement dans
les hypothéses sur la situation des inconnues, et que, &
I'inverse, les imaginaires indiquent que, pour les gran-
deurs actuelles des données du probléme, les solutions
examinées sont véritablement impossibles, quoiqu’elles
puissent devenir possibles et constructibles géométrique-
ment en changeant ces grandeurs sans changer les hypo-
théses (*); » ne suffit-il pas d’opposer a cette opinion,

(*) dpplications d’Analyse et de Géométrie, t. 11, p. 206. — Quelques.
personnes ont cru pouvoir dire que, dans cet ouvrage, M. Poncelet aurait
jugé a fond ct réfuté la doctrine proposée par Argand et Francais et dé-
veloppée par Mourey. Mais je n’y trouve que quelques fragments d’une
Note composée en 1816 et reproduite e¢n 1864 ot Pauteur se borne a affir-

mer que les équations du nouveau calcul manquent d’homogendité et que
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d’abord que bien évidemment si I'on change les grandeurs
des données sans changer les hypothéses sur la situation
des inconnues, non-seulement les racines imaginaires,
mais aussi les négatives peuvent devenir constructibles
(en sens positif) ; mais de plus que les racines imagi-
naires, comme les négatives, indiquent des solutions
réelles, a la condition de changer les hypothéses sur la
situation des inconnues sans d’ailleurs changer aucune-
ment les grandeurs des données. Cest 1a un des plus
importants résultats de la nouvelle Algébre; aussi est-il
rigoureusement exact de dire que la plupart des pro-
blémes déterminés de la Géoméirie dont on a donné
depuis longtemps la solution n’ont jamais été compléte-
ment discutés et ne pouvaient pas I’étre avant l'intro-
duction du calcul directif, puisque la circonstance d'une
racine imaginaire paraissait étre I'indication d’une im-
possibilité absolue et ainsi excluait toute idée d’un exa-
men ultérieur. Cependant, si le lecteur veut s’exercer sur
quelqu’un de ces problémes élémentaires, il reconnaitra
aiséigent que, dans le cas des imaginaires, toujours quel-
ques chemins inclinés satisfont pleinement et exclusive-
ment aux équations du probléme, et, par conséquent, en
représentent les racines, quoiqu’a la vérité ils ne puissent
le plus souvent correspondre a I'énoncé verbal de la
question primitive que si’on modifie convenablement cet
énoncé. Mais n’est-ce pas sous cette réserve expresse

le symbole a,,, ou a est une longueur constante et & un angle variable,

ne peut pas représenter un cercle et qu'il représente nécessairement une
spirale logarithmique imaginaire ! ( 1bid., p. 594). Il n’y a rien a répondre
a ces deux assertions; mais si les circonstances dans lesquelles a été com-
posé le dernier ouvrage de M. Poncelet suffisent a expliquer quelques
meprises de sa part, il est moins facile d’expliquer comment, dans un
journal scientifique (Les Mondes, livraison de février 1868), on a pu con-
sidérer de telles méprises comme constituant un JUGEMENT A FOND !
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qu'on admet comme réelles les solutions négatives, et
qu’on en fait U'interprétation?.... -

Je prendrai pour unique exemple le probléme de
déterminer simultanément deux points sur une droite
lorsqu’on connait leur point-milieu, et le produit, ou
rectangle, de leurs distances & une origine commune
prise sur la méme droite.

Soient ¢ le produit de ces deux distances et p la dis-
tance du point-milieu & I'origine. L’équation

x?— opxr +qg=0

donnera par ses racines, et dans tous les cas, la solution
du probléme. En effet, lorsque les racines sont réelles,
elles mesurent les chemins qu’il faut parcourir sur la
droite fixe, a partir de 'origine, pour arriver aux points
cherchés. Quand elles sont ce que 'on appelle imagi-
ginaires, elles mesurent deux cherqins qui sont encore
réels et qui satisfont exactement aux deux conditions de
la question, mais qui a la vérité ne sont plus sur la droite
donnée. '

—
B’ B

Ce sont les chemins OA, OA’, construits en portant
d’abord a partir de I'origine O une iongueur OP égale
a p, puis en élevant de part et d’autre de P les perpendi-
culaires PA, PA’ égales 'une et 'autre a \/q —p’.

Ces deux chemins inclinés ont bien, pour milieu entre
leurs extrémités, le point donné P;le produit de leurs
longueurs est bien aussi un nombre sans inclinaison, puis-
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que leurs deux inclinaisons sont égales et de signes con-
traires; et c'est bien un nombre égal & ¢ puisque cha-
cun d’eux est numériquement égal a \/g. Enfin en met-
tant préalablement I'équation du probléme sous la forme

x?
——21:-!-2:0,

il est facile de s'assurer que chacun de ces deux che-
mins inclinés, OA par exemple, est I'une des deux
racines.

A cet effet,élevons en A perpendiculairement 4 OA une
droite que nous prolongerons d'une part jusqu’en B & la
rencontre de la droite donnée, et d’autre part jusqu’a la
rencontre de la ligne OC, celle-ci menée de sorte que
I'angle AOC soit égal a I'angle AOB; enfin par le point C
menons CB’ paralléle & AO jusqu’a la rencontre de BO
prolongée au dela de O.

Premiérement OC a une inclinaison double de celle
de OA; a cause de cela et de sa valeur numérique déduite
des triangles semblables OAC, OPA, on a évidemment

—

0A c
oC = - secondement B’C représente en grandeur et

en direction 20A; troisi¢émement B’O est égal a OB,
qui lui-méme est égal en valeur numérique a OC, mais
qui est sans inclinaison; de sorte que B’O est égal au

nombre positif%- Le chemin brisé OC 4 CB/+ B’O est

donc identiquement égal &

——2

A. —2&-&—1
P 1)

D’ailleurs ce chemin brisé est nul, puisque ses extré-
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mités coincident en Oj il est donc prouvé que OA satis-
fait & 'équation donnée.

A la vérité, lorsqu’on cherche a déterminer les deux
points de rencontre d’une droite et d’un cercle, on est
conduit 4 la méme équation que ci-dessus, et quelqu’un,
dans le cas des racines imaginaires, pourra dire que nos
points A et A’ ne sont pas de telles rencontres. Je suis
du méme avis; mais il ne s’agit pas d'accepter une Alge-
bre qui donnerait des choses qui n’existent pasj; il s’agit
de choisir entre I'Algébre actuelle, qui dans la circon-
stance des racines imaginaires ne peut satisfaire aux équa-
tions qu’avec ce que Gergonne appelait des non-sens, des
formes 7nintelligibles et en quelque sorte cabalistigues
avec ce que M. Hoiiel appelle non moins judicieusement
des compensations d’absurdités ; oui, il s'agit de choisir
entre cette Algébre et une Algébre autre qui dans tous
les cas satisfait aux équations par des grandeurs réelles
et constructibles. ‘

Toutefois ]a nécessité de faire un tel choix est-elle bien
établie, ou du moins 'alternative est-elle aussi étroite
que je le suppose? Car, sans nons écarter de 'exemple
ci-dessus :

Premiérement, quand une droite ne rencontre pas un
cercle, n’existe-t-il pas déja une construction bien connue
qui est propre a figurer les conséquences de cette non-
rencontre, et les analogies de ces conséquences avec toutes
celles qu’aurait une rencontre véritable?... Qui donc
ignore la théorie des sécantes idéales de M. PonceLer,
sa belle théorie des conigues supplémentaires, etc.?

Etsecondement, lorsqu’il y a a déterminer deux points
sur une droite par leur point-milieun et par le produit de
leurs distances a un point fixe de la droite, ces éléments
qui subsistent toujours, c’est-a-dire lors méme que les
deux points sont imaginaires, ne conservent-ils pas avec
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les autres parties de la figure les mémes relations que si
ces deux points étaient réels? Autrement, et d’une ma-
niére générale, n’échappera-t-on pas toujours a la néces-
sité de faire entrer explicitement les objets imaginaires,
points ou lignes, dans les raisonnements s’ils y sont tou-
jours représentés par des éléments réels? Ou, autrement
encore, a quoi bon la représentation géométrique (la réa-
lisation) des racines imaginaires, s’il suffit 4 nos recher-
ches de considérer leurs fonctions symétriques?... Enfin
qui donc ignore le grand parti que M. Crasces a tiré de
la représentation des grandeurs imaginaires par leurs
éléments réels ?

Ainsi, d'une part, la représentation directe des imagi-
naires pourrait se faire autrement que par les chemins
inclinés auxquels la nouvelle doctrine fait correspondre
ses nombres directifs; et d'autre part cette représenta-
tion serait sans utilité positive.

Certes, ma conviction ne serait pas entiére si, de moi-
méme, je ne portais pas la discussion sur ce terrain; et
de plus, ma thése ne manquerait-elle pas de vérité si elle
pouvait recevoir quelque contradiction des résuliats que
nous devons aux deux illustres maitres que je viens de
nommer?..,

(La fin prochainement.)
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SUR LA GEOMETRIE IMAGINAIRE DE LOBATCHEFFSKY;
Par M. G. BATTAGLINI (™).

Rendi dellaR. Accademia delle Scienge fisiche e matematiche di Napoli,
juin 1867.
Giornale di Matematiche, t. V, p. 217.

La publication récente de la traduction francaise d’un
opuscule de Lobatcheffsky (**) a appelé 'attention des
mathématiciens sur le systtme de Géométrie fondé par
Lobatcheffsky,sousle nom de Géomeétrie imaginaire (**¥),

(*) Nous avons profité, dans notre traduction, de quelques développe-
ments qui nous ont été communiqués par I'auteur.

L’orthographe que nous avons adoptée pour le nom de Lobatcheffsky
est celle que le géométre russe a employée lui-méme dans son dernier
ouvrage, publié en frangais a Kasan. J. H.

(**) Etudes géométriques sur la Théorie des paralléles, par N. Lopa-
TcHEFFSKY. Traduit de l'allemand par J. Hoiiel. Paris, Gauthier-Villars,
1866. — Prix : 2 fr. 50 c.

(***) Noaveaux principes de Géométrie, avee une Théorie compléte des pa-
ralleles (Mémoires de 1’Université de Kasan, 1835-38) (en langue russe).

Géométrie imaginaire (Ibid., 1835; en russe. — Un abrégé de ce Mé-
moire a paru dans le Journal de Crelle, t. XVII, 1837).

Pangéométrie, ou Précis de Géométrie fondée sur une théorie générale et
rigoureuse des paralléles (Kasan, 1855; en francais). — Ce Mémoire vient
d’étre traduit en italien par M. Battaglini ( Giornale di Matematiche, t. V,
p. 273-336). — Prix : 8 fr. .

Dés I'année 1826, Lobatcheffsky avait fait connaitre les résultats de ses
recherches dans une dissertation lue le 12 février devant 1'Université de
Kasan, et intitulée : Exposition succincte des principes de la Géométrie,
avec une démonstration rigoureuse du théoréme des paralléles. 11 a publié
depuis, en 1829 et en 1830, des articles sur le méme sujet dans le Cour-

rier de Kasan,

Ces résultts, que Gauss possédait depuis longtemps, coincident avec
ceux auxquels parvenait, vers la méme époque, le géométre hongrois
J. Bolyai.

Ann. de Mathémat., 2° série, t. VII. (Mai 1868.) 14
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en prenant pour base une théorie des paralléles différente
de la théorie euclidienne ordinaire.

Dans cette Note, j’ai cherché a établir directement le
principe qui sert de base a la nouvelle théorie des paral-
léles, et & parvenir ainsi, par une autre voie que Loba-
tcheffsky, aux formules qui expriment les relations entre
les parties d’un triangle dans la Géométrie imaginaire.

I

Si, pour indiquer une position déterminée de la droite
indéfinie Q, mobile autour d’un point p du plan P, nous
convenons d’employer le symbole

Q,=9,F (2),

z désignant la grandeur de la rotation effegtuée par la
droite mobile, pour passer d’une position initiale arbi-
traire £, a la position actuelle Q,, et F étant la caracté-
ristique d’une fonction encore inconnue; nous aurons

Q,=9F(z), =9F(r),
Q=0,F(z—x)=0,F(z—y).

.

On en conclura, pour déterminer la fonctionF, la re-
lation
F(z)F(z—z)=F(r)F(z—y),

ou, si l'on fait £ = o, en remarquant que I (0) =1, et
que I'on change ensuite z en x + 3,

(1) F(z +y)=F(=)F(y)

En différentiant cette équation par rapporta xet a3y,
et désignant par k une constante, réelle ou imaginaire,
il viendra "

Fl(x) W) F(z) "

= =k,

Flz) F(y)  F(2)
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d’ou P'on tire, ¢ étant la base des logarithmes naturels,

k kg2 k3z3
Fo) =etommrt = 4 2

-+....

1.2 1.2.3

Si l'on fait tourner la droite Q indéfiniment autour du
point p dans le plan P, cette droite repassera périodique-
ment par une position donnée quelconque. Cette pro-
priété donne le moyen de déterminer la constante %,
contenue dans la valeur de F (z). La fonction & ne
pouvant reprendre périodiquement les mémes valeurs,
pour z réel, tant que k n’est pas une imaginaire pure,
nous sommes conduits a remplacer k par ik, ¢ désignant

\/~— 1, et a poser, par conséquent,
F (z) = et

Appelons : cosinus circulaire et sinus circulaire de z par
rapport a la base k les expressions

‘.222 k‘z4
COSZ =1 — —— G ———— — . ..,
1.2 1.2.3.4
. kz k323 ks 28
sSiIng — — — .oy

1.2.3  1.2.3.4.5

tangente circulaire et cotangente circulaire de z les

fonctions
cO0S2

s
tangz — -
€osz sinz

On aura
et — cosz +isinz, e~ — cosz — isinz,

1+ itangz _ cotz + i

e2ik; — —_ .
1— itangz cotz — i

relations d'ot I'on tire facilement les expressions con-
nues de

cos (@ + 7), sin (z + ), tang(« + y), cot (@ +).

14.
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Soit 27 la valeur de kz qui donne

. 27T . 2w
e2lT — cos — —+isin — =13

A k
2x
k
I'on tire de la condition précédente

sera la période de la fonction e*. En remarquant que

i .
e”:l, e ==,

on aura, pour toute valeur entiére, positive ou négative,
de n,

T . ™
cos (2n + I)?—/r =0, sin2n_— =o.

On en conclut les expressions suivantes, sous forme de
produits infinis,

( coss = <,_"“”"> <1_4"""> (1_4“’2’)...,
n? gn? 25x?
? . ( 1.2Z1> ( A.zzz> ( A"Z’)
sing — Az [ 1— — 11— — I—— ).,
n? 4w gn?

. T™ .
En faisant dans la seconde kz = S’ on en tire

(2)

© _ 2.2.4.4.6.6...
2 1.3.3.5.5.7
d’ou
T == 3, 14159. ..

En prenant pour unité de rotation de la droite { au-
tour du point p dans le plan P, le quart de la rotation
qui raméne pour la premiére fois la droite a sa position
o o e 27T 5 ™ <,
initiale, on aura - = 4y Aot k= . La quanuté z,
dans les formules précédentes, sera la mesure de I'angle
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compris entre les droites Q, et Q,, rapportéa I'angle droit
pris pour unité. Pour plus de simplicité dans les formules,
nous supposerons k = 1, ce qui revient a prendre pour

o, . . s s s ™
unité angulaire I'angle droit divisé par le nombre 3

On parvient aux mémes résultats, lorsque 'on convient
d’indiquer par le symbole Q, = Q,F (z) une position
déterminée d’un plan Q, mobile autour de la droite I,
z étant la grandeur de la rotation effectuée par le plan
mobile pour passer de la position initiale Q, 4 la position
actuelle Q.. Si I'on suppose, comme tout i I'heure, k=1,
z sera la mesure de P'angle compris entre les plans Q,
et Q,, cet angle étant rapporté & une unité égale a I'angle

diédre droit divisé par -
Indiquons maintenant par le symbole
w: = w, F (2)

une position déterminée du point »,mobile sur une droite
donnée L, z étant la grandeur de la translation du point
mobile passant de la position initiale w, a la position
actuelle w,. Nous aurons encore ici I'équation (2). Mais,
commele point, en s’avancantindéfinimentsurla droite L,
ne repasse plus périodiquement par une quelconque de
ses auciennes positions, nous ne pourrons plus déterminer
comme précédemment la constante k, que nous conserve-
rons sous sa forme indéterminée.

Appelons : cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique
de z, par rapport a la base k, les expressions

{ .2 3 4 nb
~Chz:|+£—i+-—l—z‘——+.”,
(3) | 1.2 1.2.3.4
" Gho i, WP ks .
T 1 2.3 1.2.3.45 7
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tangente hyperbolique et cotangente hyperbolique de z
les fonctions
__She Chz

Thz = Cha’ Cothz.—:shz-

On aura
¢t — Chz + Shz, ¢ % = Chz — Shz,

1+ Thz _ Cothz 4+
{—Thz _ Cothz —1~

efr —

relations d’ou l'on tire facilement les expressions de
Sh(z +y), Ch(z + y), Th(x +y), Coth (x + y).

En général, on passe des fonctions circulaires aux
{onctions hyperboliques, ou wice versa, au moyen des
formules

cosz = Chi =, isinz == Shi —,

k 4

. .2 . .2
ztangz:Tth, —xcotz:Cothzz‘

Tandis que les fonctions circulaires ont la période réelle
2, les fonctions hyperboliques ont la périodeimaginaire

.
21 —-
4

- La quantité z est ici la mesure du segment compris
entre les points w, et w,, rapporté a un segment arbitrairc
pris pour unité. Si 'on supposait, pour plus de simpli-
cité, k = 1, cela reviendrait a prendre pour unité de seg-
ment 'unité primitive divisée par le constante k.

IL.

Cela posé, considérons, dans un plan, le systéme des
points  d’une droite fixe L, et le systéme des droites {2
qui joignent ces points a un point fixe p. Sim, n sont
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deux positions fixes de w, et M, N les positions correspon-
dantes de Q, alors, pour toute position déterminée de w

Shen SinQ N

une valeur unique, positive ou négative; et réciproque-
ment, pour une valeur donnée, positive ou négative, de
P'un ou de I’autre de ces deux rapports, le pointw ou la
droite {} prendront une position unique et déterminée.
En observant donc qu’a chaque position de w correspond
une seule position de £, et réciproquement, on en conclut
que chacun de ces deux rapports

(ou de ), le rapport Shma <0u le rapport smMQ) aura

Shma sinMQ
r—=— a4 = "
Shwnr sin QN

cst une fonction uniforme de I'autre, c’est-a-dire qu’a
chaque valeur de I'un d’eux correspond une valeur unique
¢t déterminéde de I’autre.

Par conséquent, d’aprés les principes connus de la
théorie générale des fonctions (*), chacune des quan-
1ités r et R doit étre une fonction rationnelle de I'autre,
ce qui exige que ces deux quantités soient liées par une
équation algébrique du premier degré par rapport a cha-
cune d’elles, et, par suite, de la forme

(4) arR +Br+9yR+d—=o,

a, 3,7, 0 étant des coefficients constants. Mais lorsqu’on
fait coincider respectivement la droite {2 et le point v soit
avec M et m, soit avec N et n, on a: dans le premier cas,

Shme —o, sinMQ=—o0, r—=R-=—o,

d’ou résulte

I
2

[ ——

*) Vorez Brior et Bovouet, Théorie des fonctions doublement periodiques,
livre I, chap. IV.
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dans lc second cas

Shon =0, sin@N=o0, r=R =00,

d’ou résulte

a— 0.

Donc I'équation (4) doit se réduire a la forme

Br+yR =o,
ou, en désignant par 2 la constante — %, 4 la forme
(5) Shma _ sinMo
Shwr ~ " sinQN

Supposons les points m et n a égale distance du pied o
de la perpendiculaire O abaissée du pointp surladroite L,
et par suite les droites M et N également inclinées sur la
droite O. On aura X =1, de sorte qu’en posant

ow=—20, 0Q-=—=—20,
P’équation (5) deviendra
Th ! m
— n
Tho T2

(6) =
tang ©

= const.
I

tang — MN
7 2

Lorsque le point o parcourt la droite L, dansla direc-
tion positive ou négative, depuis o jusqu’a Iinfini, Th 6
prend toutes les valeurs depuis zéro jusqu’a + 1 oud —1.
A la limite des positions dew, les droites correspon-
dantes @ feront avec O (de part et d’autre) un angle A
différent de U'angle droit (i moins que p ne soit situé
sur L), et déterminé par I'équation

1 -
tang — MN
. 2
(" tangad — -

1
Th — mn
)
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On arrive ainsi ala conception fondamentale de la théorie
des paralléles de Lobatcheflsky (*), savoir, que par un
point p on peut mener deux droites paralléles a une
drotte donnée L, c’est-a-dire, deux droites qui rencon-
trent L & une distance infinie.
Des équations (6) et {7) on tire

__ tang®

(8) Tho = tangA,

de sorte que I’on aura Th 6 < 1 ou >> 1 (et par suited réel
ou imaginaire), suivant que ©® sera < A ou > A. Il suit
de 1a que toute droite Q, menée par le point p, et com-
prise dans I'angle 2 A, rencontrera la droite L en un
point w, a une distance finie de o, donnée par I'équation

1 tangA + tang®
= —log ————>—;
2k ° tangA — tang®

(9) 0

et toute droite , menée par p en dehors de 'angle 2 A,
rencontrera la ligne L en un point situé a une distance
idéale de o, ayant pour expression

1 tang® -+ tangA .m
. i - it - BRI
2k tang® — tang A 2k

(IO) ) — .

Les deux paralléles menées par le pointp a la droite L
(et la rencontrant a une distance infinie) marquent le
passage des droites menées par p qui rencontrent L en des
points situés a une distance finie, a celles qui rencon-
trent L en des points situés a une distance idéale. Nous
considérerons les points de rencontre idéaux des droites
avec la droite L comme des points de la droite situés au
dela de Uinfini.

(*) 11 serait peut-ctre plus juste de donner a cette théorie le nom de
théorie de Gauss, depuis que la publication de la covrespondance de ce
¢rand géométre nous a montré qu’il en est le premicr inventeur, J. H.



( 218 )

L’équation (7) montre qu’en faisant varier la distance J
du pointp & la droite L, I'angle de parallélisme A varie
aussi, de sorte que le nombre qui exprime I'angle A sera
une certaine fonction du nombre qui e{prime la dis-
tance 0. Posons

cotA = o (d),

¢ étantunefonction que nous détermineronstout al’heure.
Nous remarquerons, en attendant, que, pour les diverses
positions du pointp sur la droite O perpendiculaire 4 la
droite fixe L, toutes les droites Q pour lesquelles le rap-
tang® . e e ;
tan;;A a une valeur déterminée (inférieure, égale ou
supérieure 4 'unité) rencontreront L en un méme point
(2 une distance finie, infinie ou idéale), déterminé par
'équation (8) ; et vice versa. Toutes les droites corres-
tang®
tang A
perpendiculaires 4 O rencontreront L. au point idéal dé-

POl‘l

pondantes a = w, c’est-a-dire toutes les droites

. . . T .
terminé parf =1 S et toutes les droites correspondantes

tang ©

plus grande que
tang A
I'unité, rencontrant L au point idéal déterminé par I'é-
quation (10), seront toutes perpendiculaires @ une méme
droite, savoir a la droite perpendiculaire a4 L et menée

par le point déterminé par la relation

a une autre valeur quelconque de

I tang® + tanga
log —2—— =",

0—= —
24 ©tang® — tangA

1l sensuit de 12 que tout point de rencontre idéal de deux
droites peut étre considéré comme le point de rencontre
idéal de deux droites quelconques perpendiculaires 3 une
méme droite, Le point idéal ou concourent toutes les per-
pendiculaires 2 une méme droite (et qui est a la distance
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1’—2—7% de tous les points de cette droite) sera dit le péle de

cette droite.
Si, dans les formules précédentes, on suppose la con-
stante k = o, I'équation (6) se réduisant a

[
tang®

I
—mn
2

tang é MN

il est évident que I'angle de parallélisme sera droit, quelle
que soit la distance du pointp a la droite L. Dans cette
hypothése, toutes les droites menées par p rencontrent L
a une distance finie, a exception des deux paralléles qui
coincident en une seule, et qui rencontrent L en deux
points coincidant & I'infini. On a ainsi la conception
fondamentale de la théorie des paralléles d’Euclide.

Les deux théories des paralléles, de Lobatcheffsky et
d'Euclide, correspondent & deux maniéres différentes
dont on peut concevoir la ligne droite relativement a ses
points 4 Vinfini. Suivant Lobatcheflsky, la ligne droite, a
partir d'un quelconque de ses points o, s’étend a I'infini
de part et d’autre de o; mais ses deux points & I'infini,
des deux cotés opposés de o, sont distincts 'un de I'autre,
de telle sorte que’en ne pourra passer, sur la droite,d’un
cOté de o a I'autre, si 'on ne passe par o, dans I’étendue
finie de la droite (c'est-a-dire, si 'on ne va des valeurs
positives aux valeurs négatives de la distance z d’un
point p de la droite au point 0, en passant par zéro), ou
bien si 'on ne traverse une étendue idéale de la droite
au dela de Dinfini (en faisant passer z par des valeurs
imaginaires). Suivant Euclide, au contraire, la ligne
droite s’étendant encore a ['infini de part et d’autre d’'un
quelconque de ses points o, ses points a I'infini, des deux
cOtés opposés de o, coincident entre eux, ce qui revient a
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dirc que la ligne droite cst une ligne indéfinie, rentrante
en clle-méme ; de sorte que ’on pourra se transporter,
sur la droite, d’'un c6té deo a l'autre, en passant soit
par o, soit par le point de la droite situé a I'infini (c’est-
a-dire que ’on ira des valeurs positives aux valeurs néga-
tives de z, en passant soit par zéro, soit par « ).

Si l'on considére maintenant, autour d’un point, le
systéme des droites w situées dans un plan P, et le systéme
des plans Q passant par ces droites et par une droite /,
on aura, d’'une maniére analogue aI’équation (5), lare-
lation

sinmo 5 sinMQ
sinwr sinQN’

et, en supposant les droitesm etn également inclinées
sur la droiteo d’intersection du plan P avec le plan O,
mené par la droite ! perpendiculairement & P, et par
suite les plans M et N également inclinés sur le plan O,
on aura, par analogie avec I'équation (6),
1

tang 6 tang 2"

tang @ -

; ——= const.
tang 2 MN

Tandis que o tourne dans le plan P, a partir de o, dans
le sens positif ou dans le sens négatif, tang 6 prend toutes
les valeurs depuis zéro jusqu’a + o oud — oo ; il en sera
donc de méme pour tang ®. Donc, dans ce cas, il n’y a
plus lieu de faire les mémes remarques que ci-dessus au
sujet de la distance finie, infinie ou idéale de Q a P. Nous
observerons seulement qu’en déterminant I'angle A par
I’équation

tang 1 MN
tang A — ——El— , dou tangh —= ——
tang — mn
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Pangle A sera une fonction de 'angle d, compris entre la
droite [ et le plan P, de sorte qu’on aura entre A et 0 une
relation de la forme
cota —g (3).

(La suite prochkainement.)

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 548

(voir t. XIX, p. 405);

Par M. NEUBERG,
Professeur a 1’Athénée royal d’Arlon (Belgique).

Une conique passant par trois points Ay, A,, A,
touche une droite B. Appelons d,, 05, 95 les distances
respectives de ces trois points a la droite B; py, ps, ps
leurs distances au foyer F, et ay, a., a; leurs distances
mutuelles. On a la relation

1 1

(1) O [(pr— o) — @i + 33 [(ps —p)* — @3

1 1
+ 8 (o —pf— i) =0 (%)
(Capitaine Faure.)
Soient Xy, ¥1; Xs, Y23 3, ¥s les coordonnées des

trois points A;, A,, A, rapportées a des axes rectan-
gulaires quelconques passant par le foyer F. Désignons

(*) L’équation (1) présentait une faute d’impression que le défaut d’ho-
mogénéité faisait facilement découvrir.
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par X,., Y,, Z, les dérivées du déterminant

T Y 2
28S= ! 2, ¥y, 2z, |» o0 z =z —z—1I,
X3 Yy %3

prises par rapport aux éléments x,, y,, 2., ¢t posons (*)
aI:xxl +_)’Y| -+ zzl)
(2) o,—=xX;,+~Y,+2Z,, ou z=—1.
ay=xX;+yY; + 2Z,,
Les équations des droites A, Ay, A; Ay, A, A, seront
@ =0, a=—=0, x3=—0O0,
ct celle de B peut étre supposée sous la forme
M,a, + M,a; + M; «;-— 0.

Comme le premier membre de cette derniére se réduit &
2aM; S, 2M,S, 2M;S quand on y remplace les coor-
donndes courantes par celles des points A,y A;, A,, les
coefficients M,, M,, M; sont proportionnels aux distances
de ces points a la droite B, et I'équation de celle-ci peut
aussi s'écrire

(3) 0, @, <+ 0, &y 4 03 &3 == O.

Une conique circonscrite au triangle A, A, A; peut
¢tre représentée par

(4) Noa ay-+Nyz; 0, — Nya, 2, = 0,

(*) Les quantités «,, «,, «, représentent, au signe prés, les doubles
des surfaces des triangles MA, A;, MA,A,, MA A,, ou M est supposé un

. x " - Y . .
peoint variable —, Z. Elles constituent un systéme de coordonnées tri-
sz

litéres qui est trés-utile dans unc foule de questions, parce qu’on en pent
passer facilement aux coordonnées cartésiennes, et vice versa. Aux sommels
du triangle de référence, deux de ces coordonnées sont nulles et la troi-
siéme est égale & 28S.
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et la condition (*) de toucher B sera
sNid?—23iN,N,d,d; =o,

ou, plus simplement,

(5) VN, 8, + VN, 8, + N, 8, = o.

Nous déterminerons les paraméires Ny, Ny, Ny en

identifiant I'équation (4) avec I'équation focale

x+y' = (mx + ny + hz)’.

Pour cela, on peut tirer 2, y, z des équations (2), ce
qui donne
o Za,x, . Za )y Za, 2,

9 y 2=

2S Y =735 28

?

ct I'équation focale peut prendre la forme
(6) S2a, 2, + S, ¥, = 2a, (mx, + ny, + hz,),
ou
Tai [@] +y ] — (mz,+ ry + hz)?]
4230, 2|2, & Y, yo—(mx, -1y, hz,) (M2, +-ny,+hz,)|=o0.
On en conclut
(7) o=zl +y:—(mx,+ny,+hz) ...,
(8) \ N, =2(x2 25+ 72¥3)
? — 2(mx; + ny, + hz,) (mzxy + nys + hzy), ...,
Les équations (7) donnent
ma, 4+ ny, +hz,=p,,...,

et comme l’on a aussi

2

a, :(-l'z—xz)2+ (}'2—}'3)2293 -+ Pé— 2(-7321'3 +.}'2J’3)7--'9

(*) Cette condition peut s’obtenir en éliminant, par exemple, «, entre
les équations (3) et (4) et en exprimant que le premier membre de la
résultante est un carré parfait en o, et o,.



(224 )
ou
2(Taxy - 72y5) =P+ pr— a1y s

on trouve pour les valeurs de N
Ni=(p—p) —ai,.--,
et par suite I'équation (5) devient (¥)
Vs/t?[ p:— p3)— ai]=o.
C. Q. F. D.

En supposant la conique conjuguée an triangle A; A, A,
les équations (4), (5), (7) et (8) seront remplacées par
le suivantes :

(4" Pl + P,acz—}—-P3 al=o,
, 87 o2 o
(5") E+P,+P3_O’
(7") P, —=p!— (mz,+ny,+ k2, )%, . ..,

(8) o ==pu— (mx + ny, + hz,) (mx, 4 ny, + hz,),

ou 'on a posé pyy = Xy Xy + 1 Y2, - -+

En résolvant les équations (8') par rapport aux uri-
noémes mx; +ny,+ hz,,..., et en portant les valeurs
obtenues dans les égalités (7'), on aura

Pi=p?— -y

La régle de multiplication des déterminants fait voir que

1 i+ Y Tix+YYs

P, =
‘ Pz | 22X + 02 )1 XXy )2)
1 e ) ‘ Zy Y
_— 7
P | ®2 )2 | Ly Y3

(*) On sait qu’il existe quatre coniques passant par trois points donnés
et ayant un foyer donné. lci ces coniques sont caractérisées par les signes
qu’il faut attribuer aux quantités p,, p,, p,. Il faut supposer ces trois
quantités positives, ou deux positives et la troisicme négative.
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ou
Z,Z,
.
P23

P =

s e

Par suite, I'équation (5') donne
() 201Zpn=o0 ou 3281Z (pi+p?—a?)=o.
En remarquant que les triangles A, F A, ..., donnent

r o 2 (/\)
a,=p;, +p; 2p203 COS \ P2y P3/ 5 - ,

. (N
Z, = 2 fois surface A, FA; = p,p, sin (pg, pa),. P

la relation (1’) peut aussi se mettre sous la forme

Ef’TSIHZ P25 p3) =0
1

Les équations (4) et (4'), ou I'on remplace N et P par
leurs valeurs, donnent aussi lieu aux propositions sui-
vantes :

Une conique circonscrile ou conjuguée @ un triangle
A, A; A; passe par un point A. Appelons a,, a,, as
les doubles des aires des triangles A A, Ay, AA A,,
A A A5 pyy pss ps les distances des points Ay, A,, A,
au foyer F, et ay, a,, a; les c6tés du triangle A, A, A,.
On a les relations

(r—p)—al  (p—p)—a  (p—p)l—a
-] %y X3
P?a/.’\ U L. S L. S,

y

sinz(p,,p, sinz(pa,p. /\)

sinz(p,, p2

Supposons enfin la conique inscrite au triangle
Ann. de Mathém., 2© série, t. VIL. (Mai 1868.) 15
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A;iA; As. On peut la représenter par I'équation
Kial+K]al+Kla]
— 2K' Kz oy Xy — Kz Ks Ay A3 — ZKS KI az &y == 0,

(4" {

ou, plus simplement, par

VK, o, + VK, @, + YKy o, = o,

et la condition de toucher la droite 0, 2,4 ds 0+ 0325 =0
est
. K| K2 K'{
57 ~+ -+ +—x=0o0
(%) E A N

Les coefficients K,, K,, K; pourraient encore s’obtenir
en identifiant les équations (4”) et (6). Mais on les dé-
termine plus facilement en exprimant que la conique (4”)
touche les droites imaginaires menées par le foyer

zyy—1=o.

Comme cette derniére équation, par la substitution
o, x,

Zoa, )y devi
= — evient
28 4 2S

Ea.(.‘r, +y, ¢——_l): o,
il suffira de remplacer dans l'équation (5”) 9y, d., 9,

par Xy Ey\—1, xeEy.\/—1, X3y, \/—l . En
chassant les dénominateurs et en égalant a zéro la partie
réelle et la partie imaginaire, on aura

IK (xaxy — yay3) =0, =K, (2275 + 237:) —o.

Par conséquent K,, K,, K; sont proportionnels aux
mineurs du systéme d’éléments

Ty Ty — Y2 )3 T3 L — Y31 L Ta— Y1)
ZyYs + T3y Ty + LYy T Y2+ T Y,



mais
{-"31'1—‘]’:\_7" Ty — Y1 Y2 _ i Ty, —N ; % Ty Ya {
} T3V —)3&y T Y2+ YT | 7 Ty } l Ty Y2 !
= —p, Z,, etc.,
on peut donc écrire
A|:P;Z|:Ftpzps><f’15m P23 Pa/y A, —...,

et les relations entre le foyer d’une conique inscrite an
triangle A; A, A; et un point ou une tangente quelconques
de cette courbe seront

- 027
sVpiZia,=—=o0 et TS ‘=o
ou
- PN
L n,sin(p,,pﬂ)
TVpiasindp,py ) =0 et 2‘———8———:0,
1

Question 811

(voir 2° série, t. VI, p. 240);

Par M. E. PELLET,
Eléve du lycée de Nimes.

Nommons S un groupe quelconquede termes consécu—
tifs dans le développement de (1— x)*, oie l’exposant i est

négatif, ou bien un groupe quelconque de termes eonsé-
cutifs a coefficients positifs dans le développement de

(1+x)', olui est positif'; écrivons S seus la forme x* 2,
2 sera ou une quantité qui ne change jamais son signe

quel que soit x, ou une telle quantité multipliée par un
binéme du premier degreé.

La méme proposition aura lieu pour un groupe quel-
conque de termes consécutifs dans le développement de
Uexponentielle e~ (SyLvesTER.)

15.
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Considérons le développement de (1— x)’, ou ¢ est égal
a —j, j étant positif :

vt ) L JU D)
1.2 1.2.3
Et soit :
S:j(1+-l)(j+2)...(}+1{—l)xk+.'.

1.2.3.. . (A—1)k

jU+)y+2)...(j+k+n—1)

k+-n
1.2.3...(4 +n) i

-+

L’équation S = o, a k racines nulles, et n différentes
de o. Il s’agit de démontrer que parmi ces n derniéres, il
te Y
y en a au plus une réelle. La k" dérivée de S est

i, (GERUh

1.2

+U+A~)(j+l:+x)...(j+/\b+n~1)xn‘i.
1.2.3...(r—1)n ~

j(j+|)...(j+k—l)[l+

Cette dérivée égalée 2 0, a n ou (7 —1) racines ima-
ginaires suivant que n est pair ou impair (Nouvelles
Annales, 2°série, t. V, p. 520). Une équation a autant
de racines imaginaires qu'une quelconque de ses déri-
vées ; par conséquent, parmi les » racines de S = o, diffé-
rentes de o, il y en a au plus une qui soit réelle.

C. Q. F. D.

Par un raisonnement identique on voit que la méme
proposition s’applique au développement de e*, et 4 celui
de (1 + x)’, arrété au premier terme a coefficient négatif.

Note. — M. Ledoux, éléve du lycée de Douai, a résolu la méme ques-
tion a peu prés de-la méme maniére.
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METHODE D’HUYGHENS POUR CALCULER LES LOGARITHMES
DES NOMBRES.

Communiquée a I’Académie des Sciences par M. BERTRAND

dans la séance du 23 mars 1868.

M. BerTranD présente a I’Académie une méthode pour
calculer les logarithmes des nombres qui, due 2 Huyghens
et communiquée par lui en 1666 dans I'une des premiéres
séances de I’Académie des Sciences, est restée jusqu’ici
inédite. Les indications suivantes, textuellement copiées
sur les procés-verbaux conservés au Secrétariat, lui pa-
raissent offrir un double intérét. La méthode est remar-
quable et élégante en elle-méme, et la démonstration que
Huyghens ne donne pas parait difficile a faire sans re-
courir a la série logarithmique de Mercator, publiée seu-
lement en 1668, et présentée a cette date par Huyghens
lui-méme dans I'une des séances de I’Académie.

Reégle pour trouver les logarithmes (1).

« Le calcul suivant cette régle est beaucoup plus court
que par celle dont on s’est servy jusques icy, et pour faire
voir la différence il faut seulement remarquer que pour
trouver par exemple le logarithme de 2 jusques a dix chif-
fres vrais, il fallait extraire environ quarante fois la
racine carrée d’un nombre de 64 chiffres, 1a ou, parla
présente régle pour avoir le mesme logarithme, il ne
faut qu’extraire six fois la racine carrée d’un nombre

(*) Extrait des Registres des procés-verbauz, t. 1, p. fo; 1666.



{ 230)
de 28 chiffres et faire ensuite trois divisions et une mul-
tiplication. La régle est celle-cy.

» Il faut avoir une fois pour tout les racines carrées
du nombre 10 extraites consécutivement jusques a la
sixiéme, et chaque racine de 14 chiffres, et si on désire
avoir les logarithmes jusqu'a 10 charactéres véritables,
ou jusqu’a la septiéme ou huitiéme racine et davantage
(et quant et quand de plus de chiffres) si 'on les veut
encore plus précisément. Ainsy la racine cinquiéme
extraite de 10 est 10 746 078 283 213, qui soit appelée a.

» La racine sixiéme est 10 366 329 284 377, qui soit b.

» L’unité 10 000 €00 000 000, soit 4 (c’est-a-dire étant
multipliée par 10'® comme sont généralement les racines

“pour faire en aller les fractions).
» Maintenant il faut trouver un nombre égal a

200da

L =o00d —3a—3d
5d53a 5 4o 4ol —3a— 34

lequel nombre est icy
559 661035 184 532;

on le multipliera par « — d, dont le produit sera
4175509443 116 798,

dont il sera assez de prendre les premiers charactéres ; et
il faut noter que ce nombre une fois trouvé servira en-
suite aux calculs de tous les logarithmes.

» Soit proposé de trouver le logarithme de 2 il faut
avoir semblablement la cinquiéme et la sixiéme racine
extraite de 2 en 14 chiffres, comme auparavant du nom-
bre 10.

» La cinquiéme racine de 2 est 102 189 171 486 541,
qui soit dite f.
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» La sixiéme racine de 2 est 10 108 892 860 517, qui
soit dite g.
» Et1’unité comme devant 10 000 000 000 000, soit d.
» 1l faut aprés trouver un nombre égal a

200df
a3/ 4 T8 TV 3

lequel nombre est icy

545869542 830 178;
on le multipliera par @ — 3—‘?, et le produit sera

1256 953 589 206.

Maintenant, comme le nombre dessus trouvé 41 755. ..
a celuy-cy 12 565. .. Ainsy sera le logarithme de 10, a
scavoir 10 000. . ., au logarithme de 2, qui sera

0,301 029 995 67,

ou il y a dix charactéres vrais et le onziesme qui surpasse
le vray de l'unité.

» L’on sait qu’il faut mettre un zéro pour charactéris-
tique, a cause que le nombre 2 est au-dessous de 10.

» Or, pour trouver le logarithme d'un nombre au-
dessus de 1o, il faut tant de fois extraire la racine carrée
que la derniére extraite soit moindre que la racine
sixiéme extraite de 10, c’est-a-dire aux nombres depuis
1 jusqu’a 100 il faudra extraire sept fois, depuis 100 jus- -
qu’a 10 000 huit fois, depuis 10 ono jusqu’a 100 000 000
neuf fois; et en se servant des deux racines derniéres et
les appelant f et g et opérant comme dessus, on aura le
logarithme de la racine qui est la septiéme en comptant
Ja derniére en arriére, et cela aussi précisément que nous
avons trouvé le logarithme de 2, c’est-a-dire jusqu’a 10
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charactéres vrais. Doublant aprés ce logarithme trouvé,
I'on aura celuy du nombre proposé, si I'on n’a fait que
7 extractions; en doublant encore une fois, si I'on en a
fait 8; et, encore une fois, si I'on en fait g. »
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