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SUR UNE PROPRIETE

Des surfaces homifocales du second ordre et sur quelques conséquences
qui en découlent;

Par M. Pmr. GILBERT,
Professeur a I'Université de Louvain,
Correspondant de la Société Philomathique.

On a besoin, dans la théorie des lignes géodésiques de
Pellipsoide, d'une certaine équation en coordonnées el-
liptiques du cdne circonscrit a une surface du second
ordre. En cherchant a déduire cette équation des pre-
miers principes de la théorie des surfaces homofocales,
jai obtenu une formule qui y conduit d'une maniére
wés-simple, et d’ou I'on tire, en outre, diverses consé-
quences, qui m’ont paru devoir offrir quelque intérét
aux lecteurs de ce journal.

1. L’équation d’une surface du sccond ordre apparte-
nant a un systéme de surfaces homofocales étant mise
sous la forme

(1)

xz 2 zz
+ B

PR VI TR Rl

jappelle 2 le paramétre de cette surface. D’un point
M (x, y, z), appartenant & la surface 4, je méne une tan-
gente quelconque a une surface homofocale, a para-
metre 0: M’ (x', ', 2') sera le pointde contact. Je désigne
par'd laTongueur MM'; par p., p, les distances du centre
commun aux plans tangents en M et M’ aux surfaces 2
et 0 respectivement; par (0, %) I'angle que fait la direc-
tion MM avec la normale extérieure a la surface 2,
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en M; par (6, X) 'angle des normales extérieures aux
deux surfaces en M et M'. D’aprés I’équation (1), les co-
sinus des angles que la premiére de ces deux normales
fait avec les axes sont

x ¥ z
Pie P P
d’ou
r—zxzx vy —y y 2 —2z z
0, %) = = U L,
cos(d, 4) ”*( FRAS VAR S vy ¥ R
Py [ yy! 22’
"—8_<T+)"—b'+)’——c*—l ’

d’on I'on tire
rx vy! 22 __dcos(d,)) )

Byl N— 0 )\_’——(“_l 12

T.a droite MM’ éiant tangente a la surface 6, on a aussi

’
rr’ vy'! 23

T T p_o

— 1= 0,

et, en soustrayant cette équation de la précédente,

zz'

g2

ry' + 22’ __dcos(d,1)
TR b)) T ) (e —a) (=)

Mais, d’autre part, on a visiblement

xx' ry' 32’
cos (8, X)=p, py [)792 -+ ) =5 -+ (P-c’)(eﬁ—c’):l’
donc
Pyocos(d, 1)

(2) cos (0, ) = %

Telle est la formule que je voulais établir : elle donne
I'expression du cosinus de 'angle des normales aux deux
surfaces 4 et 9.
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1° Nous en tirons cette premiére conséquence, que si
la droite MM’ touche en méme temps la surface 2,
cos (0,1) étant nul, on a aussi cos (6, 2) =o, donc: si deux
homofocales touchent une méme droite, et que par les
points de contact on leur méne respectivement des plans
tangents, ceux-ci se coupent a angle drott.

2° Soient p, v, les paramétres de deux autres surfaces
homofocales qui se coupent au point M. La formule (2)
donne de méme

Pg 0 cos(d, p) Py 0cos(d, v

(2) COS(99 f"): ? COS(Q,V): 62— 2

92 — }L2
Mais la droite MM’ étant perpendiculaire a la normale
en M/, on a

cos{d, 8) = o,

ou
cos (0, %) cos (0, }) + cos(d, p) cos (0, p) + cos(d, v) cos(h, ») = o,

d’ou
cos (3, ) cos(d, u) cos?(d, v) .

r—0 pr— o y—e O,

ce qui est I’équation commune a toutes les tangentes me-
nées du point M & la surface 6, que nous voulions trouver
(Chasles, Comptes rendus des séances de U Académie des
Sciences, t. XXII, p. 517.— Salmon, Analytic Geome-
try of three dimensions, p. 127). La démonstration pré-
cédente est beaucoup plus simple que celle que donne
M. Salmon (p. 123). Cette équation, lorsqu’on y consi-
dére le point M et la droite seuls comme donnés, fournit
une équation du second degré en 6*, dont les racines,
toujours réelles et positives, sont les carrés des parame-
tres de deux surfaces homofocales qui touchent la droite

34.
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donnée, et qui jouissent de la propriété énoncée au
n° 1° (¥).

On sait aussi que cette équation conduit a une pro-
priété remarquable, due 4 M. Chasles, des lignes géodé-
siques des surfaces du second ordre (Salmon, 4nal.
Geom. of three dim., p. 315); c’est~a-dire que si l'on y
considére A comme le paramétre d’une surface tangente
a la droite donnée, le parametre 6 de la seconde surface
tangente a la méme droite est déterminé par I’équation

p? cos?i + v sin?i = 6%,

Z étant ’angle que fait la tangente avec la ligne px = const.,
sur la surface 4 ; et comme le premier membre est constant
pour tous les points d’une méme ligne géodésique, tan-
gente a la ligne de courbure de la surface X qui a pour
paramétre 0, on en conclut que :

Les tangentes & une méme ligne géodésiqgue d’une
surface du second ordre X touchent ioutes une méme
surface homofocale 0, dont l'intersection avec la sur-
Jace X donne la ligne de courbure a laquelle cette géo-
désique est tangente. En d’autres termes, le lieu rie ces
tangentes est une développable circonscrite a la surface
homofocale 6 (Chasles, Comptes rendus, etc., 1. XXII,
P- 69).

Tout cela est bien connuj; mais voici ce quin’a pas
été peut-étre remarqué : si P'on trace sur la surface 4
toutes les lignes géodésiques tangentes a une méme ligne
de courbure C, intersection de cette surface et d'une ho-
mofocale 6, les tangentes a ces diverses lignes géodési-
ques seront toutes normales a4 une méme surface Z, d’a-
prcs une proposition de M. Bertrand. Or, les centres de
courture pnnctpau.’r de cette stuface 2 seront .tous sur

(*) Brior, Complément de Géométric analytique, p. 282.
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les deux homofocales } et 8, en sorte que les tangentes
aux lignes géodésiques de la premiére A tracent sur la sur-
face Z un premier systéme de lignes de courbure, et les
tangentes aux lignes géodésiques de la seconde 6, qui tou-
chent la méme ligne de courbure C, viennent tracer sur
la méme sarface 2 le deuxiéme systéme de lignes de
courbure. '
3¢ Revenons & nos équations (2), d’ou nous tirons

(02— 22) cos?(0, X)) + (0°— p?) cos? (0, p) + (62— v?)cos?(0, ¥)
=pg0{cos(,%)cos(d, ) +...].

Le sccond membre étant nul, comme on I'a déja observé,
I'équation se réduit, a cause de

cos?{0, %) - cos?(6, p) + cos?(8, v) =1,
a celle-ci :
2 cos? (0, X) -+ p? cos* (0, ) + v* cos*(8, v) = 67,

qui renferme un curieux théoréme de M. Chasles (Comp-~
tes rendus, 1. XXII, p. 67) que I'on peut énoncer ainsi :
8t par un point quelconque M on ménc un plan fixe P,
et st lon porte sur les normales aux trois surfaces ho-
mqfocales qui se coupent en M des longueurs égales a
leurs paramétres respectifs, la somme des carrés des
projections de ces longueurs sur la normale au plan P
est constante pour tous les points M du plan; elle vaut
le carré du paramétre de I'homofocale tangente & ce
plan.

4° Dans I’équation du cone circonscrit a une surface 6,
que nous avons donnée plus haut, lorsqu’on suppose
g = v = b, cette équation se réduisant a celle-ci,

cos?(d, 1) sin?(d, 1)
Y —  —o

:O’
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fant voir que I'angle (d, 2) est constant et donne cette
proposition connue, que le céne circonscrit & un ellip-
soide 0, et qui a son sommet sur I'hyperbole focale de
celui-ci, est de révolution autour de la tangente & cette
hyperbole. L’équation donne

. );7—— 2 ez__[):
cos(&,)):\/}:“:” sin(&,l):\/m.

Mais, d’autre part, si 'on ajoute les équations (2), aprés
les avoir ¢levées au carré, on obtient

1 cos*(d ) cos*(d, p) cos?(d, v)
//gcu“:_(r—G)2 (pr— b r—0p

9
formule assez curieuse par elle-méme, et qui devient,
dans 'hypothése p = v = b,

v cos?(8,))  sin?(d, ))
P yep S Ry

d’ou T'on tire, en remplacant le sinus et le cosinus par
leurs valecurs,

Pyl = y(a— b) (0*— b%),

ce ui est une quantilé constante pour toutes les généra-
trices du coéne. Done, si le sommet d’un céne circonscrit
a Uellipsoide est sur Uhy perbole focale, la distance du
centre au plan tangent en un point de la courbe de
contact, multipliée par la distance de ce point au sommet
du cone, donne un produit constant pour tous les points
de la courbe de contact. On peut méme remarquer que
ce produit, divisé par \/F:t;—‘, est indépendant de A et
égal au demi-axe moyen de I'ellipsoide.

5° On tire encore des formules (2), en observant que
l'on a

cos (0, 3V -t cos (0, p) 1 cos’(F,v) = 1,
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Pégalité

(62— 3?) cos (B, ) cos (8, X) + (67— p?) cos (6, ) cos (J, p)
-+ (82— v?) cos (8, v) cos (3, v) = p; 9,

qui se réduit, le coefficient de 6% étant nul, a

32 cos (6, 1) cos (d, 2) + p?cos (0, p) cos (J, p)

—+ v?cos(6,v)cos(d, ) =— p,d.

Ainsi, lorsque d’un point M de 'espace on méne une
tangente & une surface du second ordre 8, si a partir du
point M on porte sur les normales aux trois surfaces
homofocales qui passent par ce point des longueurs
(;gnles aux paramétres respectifs de ces surfaces, la
somme des projections de ces longueurs sur la tangente
proposée, multipliées respectivement par leurs projec-
tions sur la normale & la surface 0, est égale au produit
de la distance du point M au point de contact, par la
perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent
@ la surface 6.

Remarquons, pour finir, que si d’un point de I'espace
(A, u, v), on méne une normale & une surface ¥, et si 'on
désigne par p/, V' les paramétres des deux autres surfaces
homofocales qui passent par le point d'incidence, on a

cos* (), %) cos? (M, p) cos*(}', v)

Iz 2) (/2 2 72 N 72 ORI % = 0.
(pr=X) (=) (=) (=) () (7))

2. L’équation (2), qui nous a servi de point de départ,
n'est elle-méme qu'un cas particulier d'unc expression
plus générale, qui se rapporte a I’angle compris entre les
normales & deux surfaces homofocales en deux points
donnés quelconques.

Soient done M, M’, deux points quelconques; 4, 6, les
paramétres de deux surfaces homofocales passant respee-
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tivement par ces points ; conservons d’ailleurs les mémes

notations que dans le premier cas. Nous aurons d’abord,
comme on I’a vu,

’ ! ’

xx Yy 2z d cos(d, X
'.——+‘—'—L‘+-,——~— :———( —(-’——)7
A2 M— b 2 —c? I3

ct, par la méme raison,
xx’ ! 22 dcos(d, 0
___’_._Q_ 4 __]:___(_’__);
G° 6% — [)z 61___ ¢t 1)0

soustrayant membre & membre et substituant encore dans
I'expression de cos (6, X), nous avons I'égalité remar-
quable
J

(3) cos(0,2)= T [Py cos(d,)) — p, cos(3, 0)].
Cette formule peut conduire 4 de nombieuses consé-
quences, dont voici quelques-unes : on voit tout d’abord
que si @ est nul, cos (0, 2) s'évanouit: done deux surfaccs
homofocales se coupent toujours 4 angle droit.

1° On peut supposer que les points M et M’ soient sur
une méme surface du second ordre, ce qui revient & faire
0 égal a A dans l'équation ; on a alors

Py €08(d, 3)— p,cos(d, 0) =o,
ou
P, . Py

s 0, 4) " cus(d, u)’

¢t comme le, premier nombre représente la distance du
point M au poiut cn la sécante MM rencontre un plan
perpendiculaire a la normale en M mené par le cenure,
on a ce théoréme :

St l'on méne & une surface du second ordre une sé-
cante guelconque MM, et par le centre de la surface
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des plans paralléles aux plans tangents en M et en M/,
ces plans coupent la sécante a des distances égales et
de sens contraire des points de contact respectifs M
et M.

Et, comme cas particulier: Si ’on méne & une conique
une sécante quelconque MM, et par le centre de la
courbe des paralléles aux tangentes en M et en M, ces
paralléles coupent la sécante a des distances égales et
de sens contraire des points de contact respectifs M
et M.

2° L’équation précédente entre p, et p, subsiste, si
'on suppose, non plus 6 = 4, mais cos (0, 2) =o. On a
donc ce théoréme :

Etant pris respectivement sur deux surfaces homofo-
cales deux points M et M, tels que les normales cor-
respondantes se coupent a angle droit, les deux plans
menés par le centre commun des deux surfaces paral-
lélement aux plans tangents en M et en M, déterminent
sur la sécante MM/, & partir des points de contact
respectifs M et M, des segments égaux et de sens con-
lraire.

On a pour les coniques homofocales un théoréme abso-
lument analogue, qu’il est inutile d’énoncer.

3% L’équation (3) peut aussi s’écrire sous la forme

dcos(d, 1) d cos(d, 6)
—p,

Cos (6, A) ’

qui renferme un théoréme trés-génédral. On voit en effet
avee un peu d’attention que
dcos(d, 0)

co8\ 4, A)

représente la portion de la normale en M 2 la surface 2
cowprise entre ce point ct e point ot elle perce le plﬂn
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tangent en M’ i la surface 0, cette longueur étant affectée
du signe + ou du signe —, suivant qu’elle tombe sur la
normale intéricure ou extérieure : désignons-la par w,,
et soit de méme , la distance du point M’ au point ou la
normale en M’ perce le plan tangent a la surface 2 en M,

la convention de signe étant la méme. L’équation de-
vient

(4) 0 —N=pyos—p,;;

d’ou ce théoréme : Etant données deux surfaces homo-
Sfocales du second ordre, sien deux points quelconques M
et M, pris respectivement sur ces surfaces, on leur méne
des normales, les produits des segments compris sur ces
normales entre les deux plans tangents en M et en M/,
par les perpendiculaires abaissées du centre respective-
ment sur ces plans tangents, différent d’une quantité
constante, égale a la différence des carrés des para-
métres des deux surfaces homofocales. 11 faut, bien en-
tendu, tenir compte, dans cet énoncé, des signes dont les
segments sont affectés.

On a évidemment un théoréme parfaitement analogue
pour deux coniques homofocales.

Si les plans tangents en M ct en M’ sont paralléles, les
segments @, et &, sont évidemment égaux et de signes
contraires, et 'on a

T, = — oy =p —-p6,
d’on
0 —N=py—p;

c’est le théoréme de M. Chasles : La différence des car-
rés des distances du cenire & deux plans paralléles,
respectivement tangents a deux surfaces homofocales,
est constante ct égale & la différence des carrés des
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paramétres de ces surfaces (Apercu historique, note xxxi,
p- 393).

Si 2 =6, c’est-a-dire si les points M et M’ sont pris
sur une méme surface, le second membre de I’équation (4)
s’évanouit; done : 8¢ ’on méne des normales en deux
points M et M' d’une surface du second ordre, les pro-
duits des segments compris sur ces normales entre les
deux plans tangents en M et en M/, par les distances
respectives du centre a ces deux plans tangents, sont
égaux entre eux. Propriété analogue pour les coniques.

Enfin, sila droite qui joint les points M et M’ est, par
exemple, tangente a la surface 6, on a visiblement

w;—=o0, dou B*—W¥=pso,,

d’ou cette propriété des surfaces homofocales : Etant
données deux surfgces homofocales, si d'un point quel-
conque M de U'une d’elles on méne une tangente &
Iautre en un point quelconque ', la distance du centre
au plan tangent en M, multipliée par la portion de la
normale en ce point comprise entre les deux plans tan-
gents en M et en M/, donne un produit constant, égal
& la différence des carrés des parameétres des deux
surfaces.

On a encore un théoréme correspondant pour deux
coniques homofocales.

4° La formule (4) conduit encore d’'une maniére si
simple a diverses relations entre les rayons de courbure
principaux des surfaces homofocales, que je ne puis
m’empécher d’en indiquer quelques-unes. Considérons
trois homofocales 4, p, v, qui se coupent en un point M,
suivant des lignes de courbure, comme on sait. Soit, sur
Pintersection des surfaces 4 et v, un point M’ infiniment
voisin du point M, et appliquons I’équation (4) aux
deux surfaces p et A passant respectivement par les
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points M et M. Nous aurons
V—pr=pia,—p,o,.
P! ru

Mais, 4 la limite, &, se réduit 4 zéro; @;, comme on le
voit facilement, devient le rayon de courbure de la sur-
face A suivant la direction MM’ qui est normale a la sur-
face p : nous désignerons ce rayon par L, en lui attri-
buant le signe + ou le signe —, suivant qu’il est dirigé
suivant la normale intérieure ou extérieure a la surface 2,
€l nous aurons

¥—pr=p,L,,
d’ott I'on voit que le produit p, L, est constant le long de
la ligne de courbure qui résulte de 'intersection des sur-
faces 2 et p.
Si 'on prenait le point M’ sur l'intersection des sur-
faces p et v, on trouverait de méme

N = — p M,

M, érant le rayon de la surface ¢ en M, suivant la direc-
tion normale & la surface A.

Enfin, on trouve de méme, en prenant le point M’ sur
I'intersection des surfaces A et p,

)\"—y.‘l:/;zL,—pﬂ_M

.
SiTon combiue les deux premiéres égalités, on obtient

L, Py

_ —

M, 5
ce qui peut se traduire ainsi : Les courbures principales
de deux surfaces homofocales en un point de leur in-
tersection, suivant les directions qui leur sont récipro-
quement normales, sont entre elles comme les distances
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du centre aux plans tangents respectifs de ces deux
surfaces.

En combinant la premiére et la troisiéme, il vient

[7)‘<LV—— LIL) :pﬂ.Mv,

d’otr
I;y—Lu:]jﬁ: _I;/",
M, P, M
d’ou enfin
LV MV
— t—=—=1
L, M~

c'est-a-dire que, en un point commun & deux surfaces
homofocales, les rayons de courbure de ces surfaces sui-
vant la direction de leur intersection, divisés respecti-
vement par les rayons de courbure de ces mémes sur-
Jfaces suivant les directions qui leur sont réciproquement
normales, donnent une somme constante et égale a
luniié.




