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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
(ANNEE 1867).

Composition matliématique;

Sorution pe M. Cu. CAYLA,

Répétiteur au collége Rollin.

On donne deux droites rectangulaires AB, CD ; et on
considere les hyperboles ayant la droite AB pour asymp-
tote, et tangentes & la droite CD au point fixe P.

On demande :

1° Le lieu des foyers de toutes ces hyperboles ;

2° Le lieu du point de rencontre de la seconde
asymptote avece la perpendiculaire abaissée du point fixe
sur la directrice ;

3° Le lieu des points d’intersection de la seconde
asymptote avec la droite qui joint le foyer au point
d’intersection des deux droites données.

1° Soit F le foyer d’une des hyperboles remplissant les
conditions ¢noncées. Je méne la droite OF, et FG paralléle
. . . s PN
a AB; et je prolonge PI° jusqu’en B. Les angles GFO,

OI'P sont égaux (propriété connue des coniques).



( 490 )

N
GFO —= AOF',

Or,

nais
N N 0.
AOF — OBF + BFO,

PO YA
OFP — OBF + BOF.
Les premiers membres étant égaux, il en résulte
PO YRS
BFO —= BOF et BO=BF.

Le lieu des points F est donc la strophoide rectangu-
laire définic par le point P et la droite AB.

y Gt |E

~
A
\
rd

Ve P
W
T ‘77@/5/** — .
/ ,’/ !

Al

|

2® Par le point fixe P, je méne PE paralléle a AB. Je
joins AF (¥): cette droite est perpendiculaire aladirectrice;
par suite, la paralléele menée a cette droite par le point P
rencontrera la scconde asymptote AD en un point M
du lieu cherché. D’ailleurs, OP = DP (propriété de I'hy-
perbole).

Or,
NN O\ N N
PMI = OAF = go — OPM = MPL

Donc le triangle MPI est isocéle et MI = 1P,

(*) Le point A cst le centre de Phyperbole.
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Par conséquent, le point M décrit une strophoide rec-
tangulaire définie par le point fixe D et la droite PE.
Cette strophoide est égale et paralléle 4 la premiére.

3° Pour trouver le troisiéme lieu, je me sers de I’équa-
tion focale des coniques

(1—m?) 2 — 2mnzy + (1 — nr*)y*— 2 (a +mp)x
— 2B+ np)y +a*+ f2—p*=o.
L’axe des y est asymptote; donc
(1) =1,
(2) B+ np =o.

Ces hyperboles sont tangentes 4 I'axe des .x au point P
dont I'abscisse est @, ce qui donne les relations

(3) 81— m¥) = (p + ma),
(4) a (1 — m?)=a —+ mp.

Un point du lieu est défini par D'intersection de la
droite OF qui a pour équation

@

avec 'asymptote AD, qui, passant parle point fixe D, a
une équation de la forme

y=t(x — 2a).

Le coefficient angulaire t est donné par la formule
1 — m?— 2mnt = 0.

On a donc, pour P'équation de AD,
(6) 2mny = (1 — m?) (x — 2a);

on aura Véquation du lieu en éliminant o, 3, m, n, p
entre les six équations numérotées.
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Portant les valeurs de a, (3, tirées de (2) et (5), dans
I'équation (3}, il vient
11— m'= (l — m)z,

e
ou

m (22 + y*) = 2nzy,
d’ou T'on tire

4=y 2.zy

m? = et mn=— ————.
x4yt

()
Substituant dans (6) et simplifiant, on a I'équation du
lieu
by (2 + y*) = (a* — y*)2 (x — 24).

Cette équation du cinquiéme degré ne contient que des
termes du cinquiéme et du quatrieme degrés. Il est avan-
tageux de la transformer en coordonnées polaires

4 pcoswsin’e = (c0s’w — sin*w )’ (pcosw — 2a),
(208w — 1)
cos’w (fcos'o — 3)°

p=2a

Sous cette forme il est facile de construire la courbe qui
représente le lieu des points N.

Note. — Solution analogue par M. Pelatan, éléve du lycee de Nimes.



