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NOTE
Sur Pintégration de quelques fonctions contenant un radical
du second degré;

Parn M. KOEHLER.

Soit, en premier lieu,

dx

b
\/a -+ bx + cx?

Je suppose ¢ > o. En suivant la marche indiquée dans

(*) Isact NEwtont Enumeratio linearum tertii ordinis, etc., p.17; ed

Parisiis ; 1797
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les Traités de Calcul intégral, on trouve

dr —
=L+ + +bx +cx?) | +C.
(l)f\/a—}—bx-{-cx’ NF [6+2 cx+yiela+br+ca?)|

Je présenterai, au sujet de ce résultat, les remarques
suivantes :
1° En désignant le trindme du second degré et ses
deux dérivées par P, P’ et P”, on aura
9 9

P—a+ bx+ca’, P'—=b+ 2cx, P"=2c.

Je substitue ces résultats dans (1) et j’obtiens

(2) 1(P'+2PP") + C.

s/_s/c

Au moyen de cette derniére formule, on écrira immédia-
tement

fm:-']xz—v7 [4x—3+~/285 3l‘+7.z")]

d
??12—:1[[8.1:-4—\/36(8-!—93:2)]—&-0
\/S—G—Qx’

=1(3z + 8 +9ga?) +C'.
2° On a

P+ V2PP" = b + 2cx + \fc (a + br + cx?),
P'— V2PP” = b + 2cx — Ve (a + bx + ca?);

d’ou
(P'+ V2PP”) (P’ — y2PP”) = b* — fac = const.,
d’ou
[(P' 4 y2PP") = — I(P'— \2PP”) 4+ C".
De cette égalité il résulte que la formule (2) peut étre
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mise sous la forme suivante ;

dx 1
——eme—ee o — = (P (/2 PP” c”.
f\/ﬂ—}—bz—l-c.z’ Ve ( ? )+

Soit, en second lieu, une intégrale de la forme

(Az" 4+ Bx™' 4. ..+ L)dr
\/a—{—bx—i—cx’

L.e numérateur est une fonction entiére.
Pour fixer les idées, j'appliquerai la méthode que je
propose a ’exemple suivant :

f(5:r‘ 4+ — 3r +1)dx

Vi+bz + 27

Désignant le trindme sous le radical par P et sa dérivée
par P/, je pose

(o) ‘J5x3+1:’ 3T+ld :(nrl—kbw—-}—c)\/ﬁ—}—f%%r-v

a, b, ¢ désignent des constantes indéterminées. En diffé-
rentiant I'équation (), on aura

3 2
Seaat—3r4r (2az +b)\P + (az?~+ bz +c)

P’ g_
N oy VB

d’ou
7

P
52+ a2 — 3x +1=(2azx + b)P + (az?’+ bxr +¢c) Py + Q.
Remplacons P, P’ par leurs valeurs, puis effectuons les
calculs indiqués, il viendra

Bx'4+a*—3w+1=—=06ar*+10a
-+ 40

.r’—{-za]x—{—zc—l—b—}—Q.
+60b!
+2c‘

Je puis disposer des indéterminées a, b, ¢ de maniére
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que les coefficients des mémes puissances de x dans les
deux membres soient égaux. On aura alors pour Q une
valeur constante. Les valeurs de a, b, ¢ sont fournies par
les équations suivantes :

(B) 6a=15, 1wa+4b=1, 2a+6b1+2c——3;
d’ou
a=3 b=—1, =19,
par conséquent,
Q=-—2L.
-6

Remplacons, dans 'égalité (a), a, b, ¢, Q par leurs
valeurs, il viendra

B4 —3x-+1) (5 1t 19) —_—
T dr—=|z2'— 2+ 2 ) V1+fz+az
f Vi+fz + 22 6" 6776 \/l deras

21 [ dx
6 ) Vivfz+ 2z
En vertu de la formule (2), on écrira immédiatement

) O A
6 f\/1+4r+2x’
= 6\/_1[41-4—4—!—\/8 (222 + bz +1)] +C;
donc finalement :

52+ 2*— 3z +
2 &% - x? -l‘k“ld

\/1+4x+2x'
= (gxz—%x-;— —169) Vi+ 4+ 2a
— —77—_1[2x+2+V2(2x2+4x+1)]+C’.

2¢y2

Le systéme (3) est toujours possible, a cause de la con-
stitution des équations de ce systéme. La marche i suivre
pour le cas général est la méme.

2¢).



