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NOTE SUR LES GONIQUES CONJUGUEES PAR RAPPORT
A UN TRIANGLE;

Paz M. L. PAINVIN.

1. Sile triangle fixe par rapport auquel les coniques
sont conjuguées est choisi pour triangle de référence,
I’équation générale des conigues conjugudes est

(1) mX 4 nY*+ pl* = o0;

X, Y, Z sont les distances d'un point quelconque du
plan aux cotés du triangle, de sorte que

X —=a,— xrcosa —y sina,
(2) Y = b, — xcosp — y sinf,
Z = ¢, — xcosy —ysiny,

les seconds membres égalés a zéro donnant, sous la forme
normale, les équations en coordonnées cartésiennes des
c6tés du triangle.

Désignant par A, B, C, S, R les angles, la surface, le
rayon circonscrit du triangle de référence, on a, entre les
coordonnées X, Y, Z, la relation

. . . S
(3) sznA+Ys{nB+Z51nC:E;
de plus, les angles «, 3, y sont liés aux angles A, B, C
par les relations

mﬂ—y) . sin (y — «) _sin(a—ﬁ)
‘ sinA ~ sinB ~  sinC

(4)

cos(B— <) cos(y—a) cos(a— B)
cosA  cosB T cosC T
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Les coordonnées X,, Y,, Z, du centre de la conique (1)
seront déterminées par les équations

K _ K S

R —_— —_ »
sin A sin B sinC

qu’on obtient en cherchant le pdle de la droite de I'infini.
On déduit de la

mX, _ nY, - pZ,

(%) sinA ~ sinB 7 sinC’
ou, en ayant égard a la relation (3),
/ S sin A
m
Xo= sin’A  sin?B  sin? C) ’
R ( + +
m n I)
S sin B
5 bis) Y, = “
( o sin’A__ sin’B__ sin:C\
R ( + + )
m n P
s sinC
Z, = d .
o <sin2A sin?B  sin*C
R + + >
m n P

2. Ceci posé, rappelons que si I'équation d’une conique
est (en coordonnées cartésiennes)

(6) Ax*+ 2Bxy + Cy*=H,
et si a, b sont les valeurs algébriques des longueurs des

axes de cette conique, on a les relations

(A+C)H H

] L. Th e — .
(2) @+ ac—p > ¢ AC _ B

La constante H est égale et de signe contraire au résultat
qu’on obtient en remplagant, dans le premier membre de
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I'équation générale de la courbe, les coordonnées variables
par les coordonnées du centre. Ainsi

sﬂz—(mX:+nYi+pZ:)
S? T
(8) =— — e
' R? sin’A  sin?B  sin?C
+ +
m R p

Pour déterminer les constantes A, B, C, je transforme,
a l'aide des formules (2), I'équation (1) de la courbe en
coordonnées cartésiennes; on trouve alors

A =mcos’a + ncos*B + pcos’y,

C = msin*z + rsin?*f + psiniy,

B = m sinz cosaz + nsinf cosf + psiny cosy;
d’ou I'on conclut

AC — B = mnp (sin’A + sin? B + sin’C>’
m n p

(9)

A+C=m-+n—+p.

Les relations (7), (8), (9) nous donnent immédiate-
ment les formules suivantes :

S m-n-+p
b= —. - - -

@ R? (sm2 A sin? B sme)”
mnp ~+ -+ .

m n /)

(1) g .
arlh? — . . . - :
R¢ (sm“A sin? B sm"C)37
mnp —+
m n [)

a, b sont les valeurs algébriques des longueurs des axes
de la conique
mX?+ nY?+ pZ?*=o,

conjuguée par rapport au triangle (X =o0,Y=0,Z=0).
Ces formules peuvent étre utiles dans plusieurs circon-

28.



(1436 )

stances; je vais dés maintenant en déduirc quelques
conséquences.

3. Ces formules nous fournissent une démonstration
trés-simple de la relation remarquable énoncée par
M. Faure (Nouvelles Annales, 1861, p. 55).

Effectuons, en effet, le produit des valeurs (5 bis) et
rappelons-nous que

sinA sinBsinC = i_,

2 R?
il vient
S¢ T
RX V2o = g (sin’A sin?B sin’C)“’
mnp -+ -+
m n ])

et, d’aprés la seconde des relations (I),
(1°) RX,Y,Z, = a* 5.

C’est la relation énoncée par M. Faure : X,, Y,, Z,
sont les distances du centre de la conique aux cétés du
triangle conjugué; ainsi X, représente + ou — la dis-
tance du centre au coté BC, suivant que, par rapport
a BC, le centre est ou n’est pas du méme c6té que le
sommet opposé A.

4. L’équation du cercle circonscrit au triangle ABC est
(10) YZsinA + XZsinB + XY sinC=o;
or, on a identiquement

YZsinA + XZsinB + XY sinC
== 2*(cos B cosy sinA + cosy cosxsinB —+ cosacosf sinC)
~+ y*(sinB siny sin A + sin ¢ sinz sinB + sina sin B sin C)
e e e e e e e e

La puissance P* d’un point du plan par rapport au



(437 )

cercle circonscrit est alors

. YZsinA + XZsinB + XYsinC
" cosB cosy sin A —+ cosy cosasin B + cosx cosB sinC

Mais puisque I'équation ci-dessus représente un cercle,
on a

cosB cosy sinA + cosy cosz sinB + cosa cosf sinC

= sin B siny sinA + siny sina sinB 4 sina sin BsinC = £;

d’ou, en ajoutant ces valeurs égales et ayant égard aux
relations (4),

2k = — (sinA cos A + sinB cosB ~+ sinC cosC),
ou

. . . . . )
— 4k =sin2A +sin2B +sin2C = 4sinAsinBsinC = 24R’ .
Ainsi, la puissance P? d’un point quelconque du plan
par rapport au cercle (10) est

RZ
() P=—22¢

YZsinA + XZsinB + XYsinC).
Si T'on cherche la puissance du centre (5 bis) de la
conique par rapport au cercle circonscrit, on trouve

a2R? §? sinAsinBsinC(m +n + p)
S TR (sin’A sin?B  sin?C\?
mnp -+ =+ >
m n P

P?= —

9

ou, en ayant égard i la premiére des formules (I),
(2°) Pl = a4 1,
c’est-a-dire :

La puissance du centre d’une conique par rapport au
cercle circonscrit a un triangle conjugué guelconque est
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constante et égale & la somme des carrés des valeurs
algébriques des axes. Cest le théoréme de M. Faure.

La relation précédente (2°) montre que :

Le produit des distances du centre d’une conique aux
c6tés d’un triangle conjugué quelconque par le rayon
du cercle circonscrit a ce triangle est constant et égal
au carré du produit des axes.

On voit que ces deux théorémes sont la traduction géo-
métrique des deux relations fondamentales (I).

8. Les formules (1) nous permettent encore de résoudre
facilement les questions suivantes; Je ne ferai qu’indiquer
les résultats :

1° Le licu des centres des coniques conjuguces par
rapport & un triangle fixe, et pour lesquelles la somme

des carrés des waleurs algébriques des axes est con-
stante, est le cercle

{ 2 2
YZsinA + XZsinB + XY sinC + [—I—ﬂ
(12) 2S5

> (XsinA + YsinB + ZsinC)? = o.

Ce résultat se déduit de la premiére des relations (I)
cn ¢liminant m, n, p i Iaide des équations (5). L’équa-
tion (12) représente évidemment un cercle, puisque cette
courbe (12) du second degré passe par les points circu-
laires a l'infini :

YZsin A+4-XZsinB+XYsinC=—o, cerelecirconscritau tri-
(13) angle de référence,
Xsin A + YsinB 4 Z sin C — o, droite de P'infini.

Dans le cas de I'hyperbole équilatére, ou a® + * = o,
le lieu est le cercle circonserit au triangle fixe.
Ces résultats sont d’aillcars des conséquences évidentes
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du théoréme de M. Faure; mais on voit que la recherche
directe du lieu est excessivement simple.

2° Le lieu des centres des coniques conjuguées par
rapport & un triangle fixe, et pour lesquelles le produit
des axes est constant, est la courbe
a*b*R?
25?

(14) XYZ= (XsinA + Y sinB + ZsinC)>.

C’est une courbe du troisiéme ordre inscrite dans le
triangle fixe; ses trois points d’inflexion réels sont a
I'infini; les tangentes d’inflexion ou asymptotes sont les
trois cdtés du triangle; le produit des distances de chaque
pointde la courbe aux trois c6tés du triangle est constant.

3° Le lieu des centres des coniques conjuguées par
rapport & un triangle fixe, et pour lesquelles la somme
des carrés des inverses des axes est constante, est la
courbe

(15) ‘ % <ai + é) XYZ + (YZ sinA -+ XZsinB + XY sinC)
? > (XsinA + YsinB + ZsinC) =o.
C’est une courbe du troisiéme ordre circonscrite au
triangle fixe; les directions asymptotiques sont les trois
c6tés du triangle. Car il est visible d’aprés I'équation que
le c6té X = o, par exemple, rencontre la courbe en trois

points, dont deux sont sur le cercle circonscrit, et un
sur la droite de I'infini.

6. Cherchons les foyers de la courbe
(1) mX*~+ nY?+ pZ*=o.

L’équation quadratique des tangentes menées d'un

point (X,, Yo, Zo) a une courbe du second degré
F(X,Y,Z)=o0 est

4F (Xoy Yo, Z,).F (X, Y, Z) — (XFy + YFy + ZF, ) = o,
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équation qui deviendra, dans le cas de la courbe (1),
Y2 2 2 2 2 2

‘x( +Z)+Yz<z X>+z=<x +¥-°>
r n m P n m

. Yo Z“ YZ Xo Zo XZ . XDYO XY — o.
m n P

(16)

Si nous exprimons que I’équation (16) représente un
cercle, ce cercle aura son rayon nul, etle point (X,,Y, Z,),
qui en est le centre, sera un foyer. Or, la courbe (16)
sera un cercle, si elle passe par les points circulaires a
Pinfini, savoir :

YZsinA + XZsinB 4+ XYsinC = o,
% X sinA + YsinB + ZsinC = o.

Mais I'équation générale des courbes du second degré
passant par ces deux points est

(17) { (XsinA + YsinB + ZsinC) (AX +pY ++Z)

7 + YZsin A -+ XZsinB + XYsinC = o;
donc, en écrivant que les équations (16) et (17) repré-
sentent Ja méme courbe, nous aurons exprimé que la

courbe (16) est un cercle. Nous sommes ainsi conduits
aux équations de condition

Ym oL X X W

V4 n - m 1—) - _;]_- _/;
AsinA~ psinB T asinG
2Y,Z,

mn
sinA + vsinB + psinC
2X,Z,
T a
¥ys5inA —+ sinB + AsinC
2X, Y.
P 1

psinA +-asinB —+sinC

{18)
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L’élimination des arbitraires A, u, v s’effectue immédia-
tement, et, en égalant les valeurs de p, on trouve, aprés
la suppression de l'indice o,

N 2 1 2
sinA +9—2:HY’——2UY sinB U
m n

m

‘HX’— »UX
('9) ’ sinC 0

-

)%

= HZ* — 2UZ

équations dans lesquelles nous avons posé

( sin?A sin B sin?C
H= -+
(19 bis) m n P
U = XsinA + YsinB + ZsinC.

Les équations (19) déterminent les coordonnées des
foyers de la conique (1).

La résolution explicite de ces équations est possible;
mais les valeurs obtenues sont assez compliquées. Comme
je n’en dois pas faire usage pour le moment, je me dis-
penserai de les écrire. J’examinerai seulement le cas de la
parabole.

7. Si on cherche les intersections de la conique
(1) mX? + nY*+pZ* =o
avec la droite & Vinfini
XsinA + YsinB + ZsinC = o,

on en conclut le genre de la courbe. Ainsion a:
Une ellipse lorsque

sin?A sin?B sin?C
mnp ( -+ -+ 03

m n P

Une hyperbole lorsque

sin’A sin*B sin?C
mnp -+ - <0,
m 14 ,l Vi
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Une parabole lorsque

sinZA sin*B sinzC
-+ -+ =

m n P
Ce dernier résultat s’obtient encore en écrivant que le
centre (3) est sur la droite de l'infini.

Dans le cas de la parabole, la quantité H est nulle, et
les relations (19) donnent les équations suivantes, qui
déterminent le foyer unique a distance finie

[ — XsinA + YsinB + ZsinC

m
XsinA — YsinB 4+ ZsinC
(20) 4 ==
n
__ XsinA + YsinB— ZsinC
L ) ’
ctl'on a, en outre, la relation
. sin?A sin?B sin:C

(20 bis) -+ -+ = o.

m n 1)

L’élimination de m, n, p, entre les équations (20) et
(20 bis) nous donne lelieu des foyers des paraboles conju-
guées par rapport a un triangle fixe. On trouve ainsi

sin?A + sin*B
— XsinA +YsinB+2ZsinC  XsinA —YsinB --ZsinC

N sin*C —
XsinA ~+ YsinB—ZsinC~

Aprés quelques réductions visibles, lorsqu’on se rappelle
les relations entre les lignes trigonométriques des angles
d’un triangle, telles que

sin?B -+ sin?’C — sin*A — 2sinBsinCcosA. . .,
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on obtient définitivement

( X?sin2A + Y?*sin2B + Z’sin2C
21
(21) ? — 2(YZsinA + XZsinB + XYsinC) —o.

On reconnait I'équation du cercle des neuf points du
triangle de référence. Je remarquerai aussi que I'équation

X?sin2A + Y?sin2B + Z?sin2C —=o

est ’équation du cercle conjugué par rapport au triangle
de référence; les rectangles donnent le cercle circonscrit ;
de 1a une propriété du cercle des neuf points.

Nous arrivons ainsi 4 cette proposition :

Le lieu des foyers des paraboles conjuguées par

rapport a un triangle fixe est le cercle des neuf points
de ce triangle.

Ou encore :

8¢ lon considére un triangle quelconque conjugué
\

par rapport & une parabole fixe, le cercle des neuf
points de ce triangle passe par le foyer de la parabole.

Je ne pense pas que cette propriété curieuse ait déja
¢été signalée (¥).

(*) Quand M. Painvin nous a adressé cet article, Ja proprict¢ dont il
s’agit n’avait pas encore éte signalce dans les Nouvelles Annales.



