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DIVERSES EXPRESSIONS DU VOL UIL DU TÉTRAÈDRE;
PAR M. GEORGES DOSTOR,

Professeur au lycée impérial de la Réunion.

1. Soient a, b, c trois arêtes contiguës d'un tétraèdre,
issues du sommet S; et a, fi, y les angles compris entre
ces arêtes, savoir

a :=(£ , r), p = (c, a), 7 = («,*).

Désignons, en oulre, par A, B, C les trois autres sommets
du solide qui terminent les arêtes a, &, c\ et posons

AB — c', BC — a', Ck — b'.

Appelons H la hauteur du solide, abaissée du sommet C



sur la face opposée SAB ; nous avons le volume

V = SAB • l- H.
ó

Cela posé, représentons par a', /3', y' les trois hauteurs
du triangle sphérique dont les côtés sont a, (S, y : nous
avons

H = csin/,
et, comme

il vient

SAB = — ab siny,

(I) V = ^ abcsm*] %

Donc, le volume d'un tétraèdre est égal au sixième
du produit de trois arêtes issues du même sommet, multi-
plié par le produit du sinus de Vangle compris entre
deux de ces arêtes, et du sinus de Vinclinaison de la troi-
sième arête sur le plan des deux premières.

2. La hauteur y' partage le triangle sphérique ajSy en
deux triangles sphériques rectangles 5 l'un d'eu* a pour
hypoténuse le côté (3, et pour angle opposé à yf le dièdre
dirigé suivant Tarèie a\ ce triangle sphérique rectangle
donne donc

sin-/ =: sinp sinr/;

il vient, par suite, en substituant dans ( l ) ,

1 . ^

(II) V = £ abc.sinfisiny sina.

Or, le triangle sphérique a(3y donne aussi

a a
sin/z m 2sin - cos -

1 2

2 y/sin ra î>in (er — a) siu (ar — ĵ -) sin ( PT —



OÙ

Il vient donc,

(III) V rr: -̂  abc ̂ sinvô sin (zs — a)sin(cr — p) sin(cr — 7).

La quantité sous le radical peut se développer; en la

représentant par j A% on a

(IV) A2 — 1 — cos'a — cos'P — cos27 -+- 2cosacos^ COS7,

de sorte qu'on peut écrire

(V) \=z^abc.à.
O

Ainsi, le volume d'un tétraèdre est égal au sixième du
produit de trois arêtes issues du même sommetP multiplié
par la quantité A qui est une f onction symétrique des
trois angles rompus entre ces arêtes (*).

Cette expression correspond à celle qui donne la sur-
face du triangle en fonction de deux côtés et de l'angle
compris.

3. Si nous comparons (I) et (V), nous verrons que

(VI) sin a sin a' = sin p sin p' = sin 7 sin 7' = A.

Donc, dans tout triangle sphérique, les produits des
sinus de chaque coté et de la hauteur con*espondante sont
égaux entre eux et à la fonction A.

( *) La quantité désignée ici par A est ce que les Allemands nomment
Je sinus de l'angle trièdre des arêtes a, by c. En adoptant cette définition,
on peut dire que le volume d'un tétraèdre est égal au sixième du produit
des trois arêtes issues HTun xtième sommet par le sinus de l'angle trièdra
que ces trois arêtes forment. G.



4. La valeur (II) peut s'écrire

_, 2 i . i . sintf
V = — . — ca. sm p • — ab sin y • ;

or, on sait que

- m sin p = SAC, ~ ab sïny = SAB;

on a donc la formule
/\

(VII) V = | s A B . S A C — ,
ô a

qui exprime le volume du tétraèdre en fonction de deux
faces SAB, SAC \ de Varête commune a, et du dièdre
compris entrée ces deux f aces,

5. Pour plus de simplicité, représentons par A, B, C, S
les faces respectivement opposées aux sommets désignés
par ces mêmes lettres.

L'expression précédente (VII) permet d'écrire

d'où Ton tire les deux équations

/\ /\ /\
A sin a' Bsin6' Csine'a' ~~ b' ~ ~ ï '

qui, étant combinées entre elles et avec l'équation évi-
dente

/ \ S\ / \

A COSÔ' -h B cos b' H- C cosc' = S,

donnent d'abord

A b* sin a' „ A c' sin a'



puis
À —

c' cote' sin a!a cola* ~t- b' cotb'

Si nous substituons cette valeur de A dans l'expression

nous trouvons

(VIII)
* = ! •

pour le volume du tétraèdre en f onction a" une face et
de ses inclinaisons sur les trois autres faces.

Cette expression correspond à celle de la surface du
triangle en fonction d'un côté et des deux angles adja-
cents (*).

(* ) Parmi les différentes expressions du volume d'un tétraèdre «n fonc-
tion de ses éléments, on peut encore citer les expressions suivantes :

988. Vf =

0 1 1
1 o a*

i a} o c'* b1*

i fc* cn o a'8

i c ' bn « / s o

formule qui donne le volume du tétraèdre en fonction des carrés de ses
arêtes;

en nommant A' le sinus de l'angle tnèdre supplémentaire de l'angle des
arc les o, bf c ;

V = -T«rt.a'<?.sin(fltfl'),

/ \
où à représente la plus courte distance des arêtes opposée^ «, «' et («o')
l'angle de ces deux arêtes.

On sait aussi comment le volume d'un tétraèdre s'exprime en fonction
des équations de ses faces, et au moyen des coordonnées de ses sommets.

G.


