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DIVERSES EXPRESSIONS DU VOLUME DU TETRAEDRE ;
Par M. Georers DOSTOR,

Professeur au lycée impérial de la Réunion.

1. Soient a, b, ¢ lrois arétes contigués d’un tétraédre,
2 9

issues du sommet S; et a, (3, y les angles compris entre

ces arétes, savoir

a=(b,c), B=/{(c,a), y={(a,b).

Désignous, en outre, par A, B, C les trois autres sommets
du solide qui terminent les arétes a, b, ¢; et posons

AB=¢, BC=a', CA=V{".

Appeleons H la hauteur du solide, abaissée du sommet €
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sur la face opposée SAB ; nous avons le volume
1
V=—=SAB. 3 H.

Cela posé, représentons par ', 5', 7' les trois hautears
du triangle sphérique dont les cotés sont «, 3, 7 : nous
avons

H = csiny/,
et, comme
SAB = % absiny,
il vient
(1) V= é abesiny siny’.

Donc, le volume d’un tétraédre est égal au sixiéme
du produit de trois arétes issues du méme sommet, multi-
plié par le produit du sinus de l’angle compris entre
deux de ces arétes, et dusinus de linclinaison de la troi-
sieme aréte sur le plan des deux premiéres.

2. La hauteur y’ partage le triangle sphérique «fy en
deux triangles sphériques rectangles; 'un d’eux a pour
hypoténuse le coté 3, et pour angle opposé a y' le diédre
dirigé suivant I'aréte a; ce triangle sphérique rectangle
donne donc

. ’ . - ~
siny’ = sinfB sina;
il vient, par suite, en substituant dans (I},

1 . . . N
(II) V.—:.-éabc.sm[ismy sina.
Or, le triangle sphérique «fiy donne aussi

. . a a
sing =— 251N — COS —
2 2

__2\sin@sin (o —a)sin (m — B)sin(m — 1,
- sinf siny
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ou
a+B+9=120.
11 vient donc,

(111) V:%achsilmsin(u —a)sin(m — B)sin(w — 7).

La quantité sous le radical peut se développer; en la
; 1A,
représentant par i A*,on a

(IV) A*=1 — cos’a — cos’B — cos’y + 2cosa cos cosy,
de sorte qu'on peut écrire

(V) V:énbc.A.

Ainsi, le volume d’un tétraédre est égal au sixiéme du
produit de trois arétes issues du méme sommet, multiplié

par la quantité A qui est une fonction symétrique des
trois angles compiis entre ces arétes (*).

Cette expression correspond a celle qui donne la sur-
face du triangle en fonction de deux cdtés et de 'angle
compris,

3. Si nous comparons (I) et (V), nous verrons que
(VI) sina sina’ = sinB sin B’ =siny siny’ = A.

Donc, dans tout triangle sphérique, les produits des
sinus de chaque coté et de la hautewr correspondante sont
égaux entre eux et & la fonction A.

(™) La quantité désignée ici par A est ce que les Allemands nomment
le sinus de P’angle triédre des arétes a, b, c. En adoptant cette définition,
on peut dire que le volume d’'un tétraédre est égal au sixiéme du produit
des trois arétes issues @'un méme sommet par le sinus de I’angle triédre
que ces trois arétes forment. G.
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4. La valeur (II) peut s’écrire

AN
2 1 . T . sina
= g-—ca.sinf-—absiny. —
3 2 2 a

5

or, on sait que
-;- ca sinf = SAC, é absiny = SAB;

on a donc la formule

S

(vII) V= 2saB.sac.2"2,
3 a

qui exprime le volume du tétraédre en fonction de deux
Jfaces SAB, SAC; de 'aréte commune a, et du diédre

compris entre ces deux faces.

5. Pour plus de simplicité, représentons par A, B, C, S
les faces respectivement opposées aux sommets désignés
par ces mémes lettres.

L’expression précédente (VII) permet d’écrire

.0 . /b\' LA
2 sina 2 sin 2 sinc’
V—-EAS' a, :gBS‘T—ECS' C’ H

d’out'on tire les deux équations

AN A LA
Asina’ Bsinb Csinc'
= = ’
al b/ cl

qui, étant combinées entre elles et avec I'équation évi-
dente

N 7\ /\
A cosa’ 4+ Bcosd' + Ccosc’ =S8,
donnent d’abord

Ab'sinz/z\'
B=

A sind
¢ sina
)

sy C=—

) . N
a’sind’ a’sin ¢’
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S a'
A= . .

rony 7 Toan
a cota’ 4 b’ cot b’ + ¢’ cotc’ sina

puis

Si nous substituons cette valeur de A dans I'expression

_—
2 sSina
V:v-S-AS- prad

nous trouvons
Sz

2
(vii) v=2.
3 N ~ ~
a’ cota’ + b’ cotd’ + ¢’ cotc’
pour le wolume du tétraédre en fonction d’une face et
de ses inclinaisons sur les trois autres faces.
Cette expression correspond a celle de la surface du
triangle en fouction d’un c6té et des deux angles adja-
cents (*). .

(*) Parmi les différentes expressions du volume d'un tétraédre en fone-
tion de ses éléments, on peut encore ciler les expressions suivantes :
[ T
1t o a' b ¢
8. VP =11 a* o 't b*
1 b ¢ o a7
1 ¢t ¥ &t o
formule qui donne le volume du tétraedre en fonction des carrés de ses
arétes;
V= % A.R.C.A,

en nommant A’ le sinus de 'angle trviédre supplémentaire de 1'angle des
arétes a, b, c;

ol ¢ représente la plus courte distance des arétes opposées s, @' et (';a\’)
Yangle de ces deux arétes.
On sait aussi comment le volume d’'un tétraddre s’exprime en fonction
des équations de scs faces, et an moyen des coordonnées de ses sommets.
G.



