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SUR LES VOLUMES TRAPEZOIDAUX

(voir t. VII, p. 241);

Par M. Avraep GIARD.

On sait que le volume de tout polyédre ayant pour
bases deux polygones quelconques situés dans des plans
paralléles, et pour faces latérales des trapézes, est ex-
primé par la_formule

H
r3 (B + B’ + 4B”),
dans laquelle H désigne la distance des deux plans pa-
ralléles, B la base inférieure du polyédre, B' la base su-
périeure, et B" la section équidistante des deux bases (*).

A la suite de la démonstration de ce théoréme, on lit
(t. VII, p. 245) la Note suivante: D’aprés M. Koppe,
de Scest (Crelle, t. XVIII, p. 275), le volume que nous

(*) Cette proposition, énoncée par Mascheroni dans sa Collection dec
Problémes pour les Arpenteurs, comprend, comme cas particulier, la me-
sure du tronc de pyramide a bases paralleles, telle qu’on 'enonce dans
les Traités de Géometrie elementaire. Car, dans ce cas particulier, les
aires des sections B, B”, B’ étant proportionnelles aux carres des distances
de leurs plans au sommet de la pyramide, on a évidemment

m=¢ *:V ,

d’olt
4B" =B+ B’ + ayBbE’,
ce qui donne

%(lw B+ By = (BB - yBB).
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venons de définir est équivalent 4 un prisme ayant pour
hauteur H, et pour base I’aire de la section B” aug-
mentée de la douziéme partie de I'aire P d'un polygone
équiangle aux bases, et qui a pour cotés la différence de
leurs c6tés homologues. Il faudrait démontrer I'identité
de cette expression avec la précédente.

C’est cette démonstration que je vais indiquer en quel-
ques mots. L’égalité a vérifier est

% {(B+B'+ 4B")=H (B"+ %),
ou
2B 4 2B =4 B" + P.

Pour cela, nous appliquerons le théoréme suivant dii a
s pp
Mascheroni : Le double de la surface d’un polygone recti-
ligne est égal & la somme des rectangles de ses cotés, ex-
, . N > . e, . §
cepté un, pris deux a deux, multipliés par les sinus des
sommes des angles extérieurs compris entre eux.
Soient A, B, C,. .. les¢dtés de la base B3 a, 6,1, ..
s Dy 5 8,0,
,

. . A—ta
les cdtés de 1a base B’; ceux de la section B” seront
b

k]

B+ b
2
(C—¢)yennn
Désignons par z, 3, ¥, d,. . . les sommes des angles ex-
térieurs compris entre les c6tés en nombre n — 1, com-
binés deux a deux, les cotés étant toujours pris en mar-
chant dans le méme sens.

»++-» et ceux du polygone P: (A —a), (B—20),

On aura, d’aprés le théoréme énoncé :
, aap

2P=(A—a)B—b)sina+ (A—a)(C—c)sinp+...

b\ . A 'C
QB”:<A+0) (EL) smx—l—( +”>( +c)smﬂ+...
> 2 2 2
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d’on
P‘—_—(_A_:__(i)_z(_B.:__é_)sina.}. .(_é_:__.a.)_gz—__msinp_’_._’,
4B"=(—é—4—ll@-i-blsina + (_A__'*_‘_“_)zw_”'_‘lsin@_,_““

Faisons la somme
P+ 4B" = (AB + ab)sina + (AC + ac)sinf +...,
P+ 4B” = (ABsina + ACsinB +...)
+ (absine + acsinf +...),
P+ 4B”=2B + 2B/,
C. Q. F. D.

I1 est évident que cette démonstration s’étend au cas ou
plusieurs des faces latérales seraient des triangles; dans
ce cas le polygone P est équiangle a la base B.



