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NOTE SUR LA SIMPLIFICATION ET LA VERIFICATION DES
CALCULS RELATIFS AU THEOREME DE STURM

(voirp. 240),

Par M. HOUSEL.

Si Pon substitue des unités dans 1'équation proposée
par Sturm

X =r10xt — 547 — 762* + 582 — 11 = o,

on voit d’abord qu'il y a une racine négative comprise
entre — 2 et — 3 : on reconnait méme qu’il n’y en a pas
d’autre; car, sil’on change x en — x, I'équation se divise
en deux partics consécutives de signe différent.

On observe aussi qu'il y a une racine positive entre
2 et 3. Quant aux deux autres, on peut en soupconner la
réalité a cause du théoréme de Rolle, car I'équation dé-
rivée

X' =/fox* — 152> — 1522 +58 = o

a une racine comprise entre o et 1; or, si les quatre ra-
cines de X = o sont réelles, on sait que les deux der-
niéres sont aux environs de cette valeur; mais le théo-
réme de Sturm peunt seul montrer d’avance qu’en effet
ces racines existent, et méme qu’elles sont aussi comprises
entre o et I.

Cependant la substitution des dixiémes, des centiémes
et méme des milliémes ne suflit pas pour les séparer.
Mais comme on s’apercoit que les valeurs de X sont plus
petites pour x = 0,38 et x = 0,382 qui donnent succes-
sivement

X = —0,0002464 et X = — 0,00000070224,
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on voit que ¢’est aux environs de ces valeurs qu'il faudra
substituer d’abord des milliémes, puis des dix-milliémes.
En effet,
z =0,3819
donne
X = 0,000001006951376.

On trouvera de méme que l'autre racine est comprise
entre 0,3817 et 0,3818.

Du reste, cette équation en particulier est facile a ré-
soudre si I'on songe a décomposer le polynéme du qua-
trieme degré en facteurs rationnels du second; on a
alors

10zt — 5% — r62? + 582 — 11

= (2?—3zx + 1)(102* + 252 — 11),
ce qui donne les quatre racines
z =2,61803, x,=0,38196,
r,=0,38172, =z, =—2,88172.

Pour venir a Iobjet de cette Note, observons que la
meilleure réponse a faire aux objections sur la difficulté
des calculs qu’entraine Ja méthode de Sturm consiste
assurément a donner un moyen de les simplifier, et sur-
tout de les vérifier.

Voici comment y parvenait feu M. Binet, professeur
au collége Bourbon, actuellement lycée Bonaparte. 1l
suflit de démontrer le théoréme suivant :

&8il’on divise un polynéme
A= az™ + ba"' 4+ cx™? 4 dx™ 3 4 ...
par un autre polynome
B=dam" '+ b a4 cams d x4+ ...,

L, C gy ., e
dont le degré est inférieur d’une unité, le facteur a'®,
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que Uon introduit pour faciliter la division, se retrouve
dans le second reste R’ obtenu en divisant B par le pre-
mier reste R.

En faisant la division indiquée par

a'*A=BQ + R,
on trouve
—aa'r+a'b— ab;
soit
R=a"x" 2+ b"2™3 4 ...,
on a aussi
a"=ad'(a'c —ac)—b'(a'b —ab’)
et
V" =da'(a'd —ad' ) — ' (a' b — ab’).
L.aseconde division est indiquée par
a"B=QR +R'
en posant
Q, :'a' (1//1' —+- (l" b’ —_— /I, l'”.
On a
R =a"B— Q'R=— QA + B(a"* + Q).

Par conséquent, le théoréme de M. Binet sera démon-
tré si Pon fait voir que a”* + QQ’ est divisible par a’*.
Or, ona
a” + QQ' =[a'(a'c — ac’) — b’ (@' b — ab’ )}

+(ad'x +a b—ab')(a'a"z+a"b — a'b”).

En développaunt le second membre, nous laisserons de
coté les termes ot se trouve le facteur a’?, tels que

a*(d'c—ac')} et a*z*.ad".

Les termes en x seront

aza(a"b—ab")+ a"(a'b— ab'));
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on pourra aussi les metire de coté, puisque ceux qui ne
contiennent pas a’? se détruisent. Il reste done, en sup-
primant encore le facteur commun a’b — ab’, la quantité

b*(a'b — ab') — 24V (a'c — ac’) + a”"b' — @' b".

Dans a”b' — a'b", supprimant encore

—a'*(d'd — ad’),
il reste
b (a'b— ab’') — 24'b'(a'c — ac’) + a' b’ (@' c — ac’)
— b*(a' b —ab')+ad'c(a'b—ab),
ce qui revient a

—a'b(aec—ad)+a'c(a'b—al)=2a"*(bd — b'¢c).
On voit enfin que R’ est divisible par a2,

Comme a’ et a” n’ont point, en général, de facteur
commun, la suppression du facteur a’? dans R’ n’empé-
chera pas R” d’¢tre divisible par a”*.

Ce théoréme est toujours vrai, méme quand Bn’esi pas
la dérivée de A. Du reste, voici, dans ’exemple cité, les
polyndmes de Sturm, simplifiés par le théoréme de
M. Binet:

X =r1ox' — 52— 762 + 58x — 11,

X' =/fox’ — 152" — 152z + 58,

X, = 12312 — 12402 + 294,

X, =6443876x — 2460539 (aprés division par 32 = 2.4?),
X, = 1005 (aprés division par 1515361 = (1231)%.



