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SUR LE CAS IRBEDUCTIBLE DE L’EQUATION
DU TROISIEME DEGRE ;

Par M. A. HERMANN,

Ancien cléve de PEcole Normale supéricure.

1. — Exposé de la méthode.

Lorsque I'équation du troisi¢éme degré a ses trois ra-
cines réelles, la formule de Cardan devient illusoire et
ne peut pas servir au calcul numérique des racines de
I’équation ; il est cependant possible, dans ce cas, d’ex-
primer les racines a I’aide de formules pouvant servir a
leur calcul numérique.

Soit

r—pr—qg=o
I’équation du troisiéme degré, dans laquelle je mets les
signes en ¢évidence. Je puis écrire l'équation sous la
forme

r*=pr—+yq,

12—_—1)-4_2,
£

X = [)+Z—a

le radical ayant une double détermination et la valcur



(271)
de x sous le radical ayant le méme signe que le radical.
Cette formule peut servir de formule d’approximation
successive pour deux des racines de I'équation du troi-
siéme degré.
Celle qui correspond au signe —+ du radical est évi-
demment supérieure a Vp;

Xy = \’/Ij

est une valeur de cette racine approchée par défaut;

r,—\/ [;+_-

unc valeur approchée par excés;

7-1__\/[)—1———-

une valeur approchée par défaut,
Cette racine x' peut étre exprimée a laide d'un
nombre illimité de radicaux par la formule

x' —~\/p+

Vie—Z_.

vy +-

La deuxiéme x” ne peut étre exprimée que par défaut
par la formule

"—“VI)- (I

Vo——2 .

NP

Ces formules sont susceptibles d'une interprétation
géométrique trés-simple.
Les racines de I'équation du troisiéme degré peuvent
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étre considérées comme les abscisses des points communs
a la parabole et 4 I'hyperbole :

rr=—y,
x) T=Pr o4,
q
Y= P

Nous cherchons 'abscisse du point a.

Fig. 1.

|
|
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La premiérc valeur approchée
T = \/P
représente 'abscisse du point a,, la deuxiéme I'abscisse
du point a,, la troisiéme I'abscisse du point as, etc. On
voit sur la figure comme sur la formule que ces valeurs
vont constamment en se rapptochant de la racine exacte.
La troisiéme racine peut étre obtenue d’une maniére
un peu différente. L’équation peut s’écrire
q Fad

&L= — - —

P
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La troisiéme racine est négative et supérieure en valeur
q

absolue &

Xy—=——

»P

est une premiére valeur approchée de cette racine;

g _ =
P P

une deuxiéme valeur plus approchée, etc.

Cette formule est également susceptible d’une inter-
prétation géométrique.

La racine que nous cherchons est 'abscisse de 'un des
points d’intersection de la parabole cubique et de la
droite

Yy =pxr+q.

Fic. 2.

La méthode d’approximation substitue a I'abscisse des
points a les abscisses des points a,, as,..., a,, etc.
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II. — Calcul de Uerreur commise dans le calcul des

racines par la méthode précédente aprés un certain
nombre d’opérations.

Considérons d’abord la premiére racine exprimée par

la formule
e Vpr

g \'p—%———_—_—q_—

\/p—+—..

Désignons par ¢,, €,,..., ¢, les erreurs commises aprés
1, 2, 3,..., n opérations, nous aurons

_ /
Y/ - SR
Vp

j’augmente évidemment le deuxi¢éme membre en rem-
plagant \/p + qu par Vp. Yaurai donc
P

q
g < —3
2[}
Jaurai de méme

E:<\/p—*——q=—\/1v-»- 1
Ve




(295)

ou

52<

g5
Vi Vo + L \//H— +\/p+
]

e 9 9 _9
2p\p 2P 2p yp

On trouvera de méme

e (Y
Y (2/' v'/_)) ’

9 (_9 _\",
Y <2p V1—7>

La méthode que je viens d'indiquer pour calculer unc
limite de 'erreur sera applicable toutes les fois que I'on
aura

g<z2pyp ou ¢ <fp
Elle sera donc applicable dans une limite plus étendue
que celle de la réalité des racines de I'équation du troi-
sieme degré, puisque, pour la réalité des racines, il suffit
que I'on ait

) 279> < 4p*
Sig=r,
P = 100,

z<—— ou < !

200~ " 2000 400000

Cette méthode est donc assez commode pour le calcul
des racines, lorsque ¢ est petit par rapport a p.

On pourrait de méme calculer une limite de Perreur
commise dans le calcul des deux autres racines; mais
comme la méthode que j'indique ne me parait avoir d’in-
térét qu'au point de vue théorique, ce que j’ai dit suffit
pour le but que je me propose.
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