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THEOREMES GENERAUX SUR LES EQUATIONS ALGEBRIQUES;
Par M. Avc. POULAIN, S. J. (*).

Les questions 777,778 et 779 répondent a un probléme
assez général. On peut former avec elles une suite de théo-
rémes constituant un ensemble, et donnant certains pro-
cédés pour obtenir des équations ayant au plus, ou ayant
au moins, autant de racines réelles qu’une équation
algébrique donnée (**). Clest cette disposition que nous
adopterons.

1. Tutorime 1. — Soit k une quantité reelle arbi-
traire: I'équation

(1) S(xy--Af'(z) - o
a au moins autant de racines réelles que f(x)=—o.

Premiére démonstration. —— Soient a, b deux racines
réelles consécutives de f(x). Substituées dans lc premier
membre de (1), elles donnent successivement

f' ), AF(B).

Ces deux résultats étant, on le sait, de signes con-
traires, il s’ensuit que I’équation (1) a au moins une ra-
cine réelle entre deux consécutives de la proposée. Donc,
si cette derniére a n racines réelles, I'équation (1) en a
au moins n — 1. Donc elle en a au moins n; car, dans

(*) Cet article renferme la solution des questions 777 a 779. Il nous a
€té remis par Vauteur, alors que les solutions insérées au numéro de no-
vembre 1866 élaient sous presse. P.

(**) Nous ne parlons que des equations algébriques a coefficients réels.
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deux ‘équations de méme degré, le nombre des racines
réelles a le méme degré de parité.

2. Deuxiéme demonstration. — Posons
x
3
y ke
nous en tirons
x
¥y e [ flx)—hf ()

y et y' élant continues, on peut leur appliquer le théo-
réme de Rolle. Soit n le nombre des racines réelles de

*
S(x); ¢* ne pouvant s'annuler, y a précisément n ra-
cines réelles. Donc y’ et, par la méme, le second facteur
de y', en a au moins n —1. Donc ce facteur en a au
moins n. car il est de méme degré que f'(x).

3. Tutorkme II. — L'équation
) F(r) o flzr+af(x) +af" () —.  +a"f(2),

dans laquelle a est une quantité réelle arbitraire, a au
plus autant de racines réelles que U'équation f(x)=o.

Ce théoréme, qui n’est que la question 777 généralisée,
donne une sorte de contre-partiedu théoréme I.

Premiére démonstration. — On a évidemment
F(z)--f(zx)--aF (z);
d'ou
(3) fle)=F(z)— aF' (z).
Si f(x) a n racines réelles, jedis que F () n’en a pas

plus de n. Car autrement F (x) — aF’(x) en aurait plus
de n, d’aprés le théoréme I. Or cette expression étant
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précisément égale a f(x), en vertu de 1I'égalité (3), cette
hypothése est impossible. |

Deuxiéme démonstration. — On raisonne comme au
théoréme I sur I'expression

_e_“[ft(tl‘)_‘_ﬂ(x)_*_.”_*_f(ff

a, am+l

y

dont la dérivée est
oo emm ().
4. Tutorime TII. (Généralisation du théoréme I.) —
Soient
(4, filz) <o
une équation algébrique donnée, et

5) 9(2). 1+~ Az-+Az2+. .. A,z

une équation auxiliaire en z, satisfaisant & cette seule
condition que toutes ses racines soient réelles. Son de-
gré p peut étre quelconque par rapport au degre m de
l’équation (4). Je dis que I'équation

(6) F (v):— f(2) + A f' (&) -+ Ay f7 (&) .. A fP(2) = 0,

Jormée a lUaide des deux precédentes, a au moins autant
de racines reelles que la proposée

flz)=o.

Je dis que le théoréme est vrai dans le cas ou 'équation
auxiliaire ¢ (z) = o est de degré p, pourvu qu’il soitvrai
lorsqu’on prend i sa place I'équation de degré p — 1

/ 2 ’ ’
{2 = T?——(—Al-z - H—Alz—i-A,z’—e—...+A;_|zﬁ—‘.—_:o,

I, .
7 €tant une des racines de g (z) = o.
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En effet, formons I'expression
(7) Fo (&) = (2) + N f (@) + A f” @)+ . AL frts
puis cette autre
(8) F, (x) = F\(2) — kF, (..
Développée, celle-ci donne
Fo(z) fla)-+A | f/(2) AL L f7 (x)+. = | fP
(9) —Ei —k
—=flx)+ A S {(z)+—A, f7(x)+... A, fP
car il est facile de s’assurer que
1, A\ —h A, —k..., —k
sont les coeflicients successifs de
o (z) (1— 43) - ¢ (2).
Par hypotheése, F, (x) a au moins autant de racines
réelles que f'(x). Mais & étant réel, puisque ¢ (z) =o
n’a que des racines réclles, 'équation (8) montre que

F, (x) a au moins autant de racines réelles que F, (x).
Donec....

On voit donc comment, de proche en proche, on est
amené a démontrer le théoréme dans le cas ou I'équation
auxiliaire est du premier degré. Mais alors I’énoncé n’est
autre que celui du théoréme I. Donc....

5. Tutoreme IV. (Généralisation du théoréme II.) —
Soient

(10) flz)=o
une equation algebrique donnée,
(1) 9(3)=1-+ Az + AT +...+Ap2P=0

une équation auxiliaire en z, dont toutes les racines
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sont réelles, mais dont le degré p est quelconque par

rapport au degré mde f (x) = o,
(12) Y(2)=1+Biz+B,z22+...

le polynéme obtenu en développant le quotient

T
b
9(2)
. . . .. g
suivant les puissances croissantes de z: je dis que le-
quation

(13) F (@) =f (&} + B\ /" (£) + By f* (2) +-..+ Bn f7 (2) = 0,

Sformée a Uaide des deux précédentes, a au plus autant
de racines réelles que la proposée.

Nous avons dit que ce théoréme est une généralisation
du théoréme I1. En effet, dans celui-ci on a

Y{z)=1-+az+a*z"+....

Ce polynome est le quotient de 1 par 1 — az.

Démonstration du thécréme. — Montrons 1° que
Péquation
(14) F(x) = f(2) + S f' (w0} =8 f"(2) -~ .. — Sn f"(x)

a au plus autant de raciues réelles que f'(x)=o, S, étant
le polynéme homogéne complet de p variables et de de-
gré n, formé avec les inverses des racines de ¢ (z) = o,
dans lequel tous les termes distincts ont pour coefficient

o i . 1o .
Punité. En un mot, si on appelle -, zoee les racines
a

de g(zj=o0,0na
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Je dis que la proposition est vraie dans le cas ou I'é-
quation auxiliaire ¢ (z) = o est de degré p, pourva

qu’elle soit vraie lorsqu’on prend a sa place I'équation de
degré p —1,

r, .
; €tant une des racines de ¢ (z) =o.

En effet, S|, S/,... étant déduites de ¢, (z) comme S,,
S;....le sontde ¢ (z), formons I'expression
(15) Fi(e)= f(@)+ S,/ (2) = 8, f"() . .+ 8 f7(2),
puis cette autre
(16) Fy(z)= F(#)+ &F (&) + A (2) 4. ..+ A2 F7 (7).

Développée, celle-ci donne

-+ k i —0—/(8’,‘ +...+kSm_1’

+ k

Fy(2)= f(z) + S, | f /() +S, | f(@)+. .+, |fr
i

+ .+ A%S,s

|

BT,

:;f(x) -t Sx fI(.Z')—i—SQ f”(-r) -+ .. .+Smf;"(.l‘).

Le reste du raisonnement est tout semblable a celui du
théoréme I11.
Maintenant je dis 2° que le polynome

(17) x(3) - 182+ 8,2+ ...

n’est autre que le quotient de 1 par 9 (z).
Montrons encore que si la proposition est vraie pour

x(z)— v+ S z+8,22+.. .,
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par rapport a ¢, (z), il en est de méme dans le cas actuel,

(v 1 Sz
8 5 0(2) @ (z)(1—4hz) 1—hz  1— Az
\ ’
( S8 ST R
1 — Az 1—4hz ¢ (z)(1— hz)

g étant un nombre quelconque, indépendant du degré p
de ¢(z), et Rgy, un reste dont le terme de degré le moins
élevé renferme z 4 une puissance au moins égale 3 g—+1.
Si I'on désigne par C une certaine quantité qui ne con-
tient pas z, I'équation (18) développée donne

WLl

! :I—r-sl| 2 — S’ tz - r—S,,] 24—+ Cz
v 2) ’ - 1— Az

+4 | . /‘S,n | .oA Slll—i Ryt

- h? E e 9(2)

Y

Cze+! Ryt

:l"“S]Z— Szzz“r— +qu"+ z +J1'

1— Az 9(z)

Si Von développe les deux derniéres fractions, on
trouve que tous les termes du développement ont 27+ en
facteur: donc elles n’influent pas sur les coeflicients des ¢
1

premiers termes de - Donc la loi est vraie pour les ¢

2)

premiers termes. Mais ¢ est quelconque. Donc....

6. Avant de continuer, il est bon de faire une obser-
vation sur les polynomes (11) et (12), ¢’est-a-dire sur ¢ (z)
et Y (z). Arrétons ce dernier a B, 27. Si 'on forme le quo-

. 1 » )
tient ‘W'—), on trouve un développement dont 'ensemble

des p premiers termes est ¢ (z), pourvu que ¢ ait été
pris supérieur ou égal a p.
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En effet, R, , ayant le méme sens que précédemment,
nous pouvons poser

1 R,
1 —_— TS
(9) 9(3) v (z) 9 (%)
d’ou
(20) R Rt

Dong, si 'on pousse le quotient ,—l—— jusqu’au terme
¥ (2)
en z7, on retrouve ¢ (z). On peut méme le pousser jus-
qu'au lerme en 27, seulement les ¢ — p derniers coeffi-
cients seront nuls. A partir de 277!, des termes étrangers
commenceraient a apparaitre.

Si ¢ a été pris inférieur a p, on peut, en calculant le
quotient :p_(l_z')’ retrouver les ¢ premiers termes de ¢ (z),
mais au dela les coefficients peuvent différer. Cela se voit
aun moyen de I’équation (20).

7. Nous avons donné pour chacun des théorémes 11
et 11l une démonstration directe. 1l est facile de montrer
que 'un quelconque est la conséquence de 'autre.

Pour cela établissons la proposition suivante :

8. f(x), ¢(2), ¥(z) étant des polynomes définis
comme dans le théoréme IIl, avec cette seule diffe-
rence que l'équation ¢ (z)=:o0 n'est plus assujettie a
aucune condition, si I'on pose
(21) Fla) = f(2) + A /(%) = Asf? () 4 ..~ An f7(x),
on a inversement
(22) f(x) = F(x) +~ B, F(x) B, F’(x) +...-~ B, F"(x).

Dans I'expression (21) nous avons mis en évidence A,,,

ce qui semblerait indiquer que ¢(z) est au moins de
degré m; mais c’est uniquement pour introduire plus de
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symétrie dans les calculs, rien n’empéchant de supposer
que A, A,._,...., sontnuls.

Démonstration. — De I'égalité (21) nous tirons suc-
cessivement

F (1) = f(2 —Af (20 AL (&) .. A f(z),

F! (t\ oo ‘fv (t\ -+ A‘f” (.Z‘) .. Am—wf’"(x),
23) ¢ F” (r o e Fr(x) 4. +Apo fr(2),
IR S 07 . Sfmix)

Considérons ces équations comme un systéme de m -+ 1
équations du premier degré propres a donner les m 1
inconnues

Slxy, fl(=x), f"(z),..., f™(x).
Tirons la valeur de la premiére f(x) et constatons qu’elle
est identique avec celle donnée par I'égalité (22). Poury
arriver proposons-nous un probléme plus général.

9. On demande de résoudre le systéme suivant de
m --1 équations a m -1 inconnues :

I

W o =a-A A4 A,
C, = A Ay T,
(24) ]G = e Ty ATy,
[
Cm—l —_— o -+ Al Ly
‘Cm e i e e X

De ce systéme, on déduit le systeme équivalent

fxy = hC+ NG+ 2G4+ hn G,

Z, :*:.....)\‘,C,-‘—.A.C;—‘—...-é—)\m_lcm,

(3§) T T % Cid o = dny Cn,y
Ly i T e e e e ceee s 2oCnei + X, C,,.,
Tm T e tae e veieee 2Che

La premiére de ces équations n’a pas besoin d’étre éta-
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blie; la seconde peut I’étre ainsi. On peut considérer x,
comme l'une des inconnues du systéme de m équations
obtenues en supprimant la premiére du systéme (24).
Or ce nouveau systéme peut encore se déduire de I’ancien
en permutant circulairement les indices o, 1, 2,... m,
dans les lettres C et x, et remplacant C, par o. Or cette
permutation, effectuée dans la formule qui donne x,,
fournit Péquation cherchée.

On établit de la méme maniére les autres relations.

Il s’agit maintenant de donner un moyen simple de
calculer 2y, },...1,. Les expressions de ces quantités
en fonction de A,, A,,... A, sont compliquées. Mais
nous allons prouver qu’elles sont égales aux coefficients
1, By, By,... B, de ¢(z).

En effet, de I'équation (19) nous tirons
(26) 1 — Ry =9(z).9(z).

En égalant a zéro les coeflicients des mémes puissances
de x, prises dans les deux membres, nous aurons

’

!0 Bm+A|Bm__‘—‘— AzBm_u .. Am )

0= u.e.voeeBu A Bpoo— .. "—Am——l",

(27) [ B ST e.eeeBuo-. .. 4-Ap_s. 1,
goa e ce e Ceee e tee see e

o R B, + A, I,

) e e e e S et e e .. I.

Si nous comparons ce systéme au systéme (24) et que
nous appliquions les formules (25), nous trouvons im-
médiatement, en regardant B, B,._;,. .. By, 1 comme les
inconnues,

Bn—=ln,
Booi = Yy
e e e
Bi="%,
1=

Done, etc.
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Ayant résolu ainsi le systéme (24), on résout facile-
ment le sysiéme (23) qui n’en est qu’un cas particulier,
et I'on wrouve I'égalité (21) que I'on cherchait a établir.

10. Tutorime VI. — Réciprogquement, si F(x) est
donné, et que f(x) soit défini par I’égalité (22), F(x)
satisfait a Uégalité (21).

C’est la une conséquence du théoréme précédent, car
on avu (n°6) que 1,A;, A,...., sont les coefficients du

, I
développement de e

11. Ceci posé, il devient facile de montrer que le théo-
réme IV est une conséquence du théoréme II1. Formons
I'égalité (21). Par hypothése, F'(x) a au moins autant de
racines réelles que f'(x). Donc, inversement, f(x) en a
au plus autant que F (). Mais, d’apres I'égalité ( 22),
f'(x) est précisément égal a Pexpression qui fait 'objet
du théoréme IV. Donc, etc.

Ou démontre de la méme maniére le théoréme IV au
moyen du théoréme I1I.

12. Les calculs précédents donnent lieu a quelques
remarques que nous indiquerons rapidement.

Remarque 1. — Les équations (27) nous donnent
sous une forme trés-symétrique les relations (ui existent
entre les coeflicients d'un polynéme ¢(x) et ceux du

. ! , .. .
(uotient ) développé suivant les puissances ascen-
[ x

dantes de x.
Remarque Il. — Tout polyndéme
?(‘E) mrH4Ar AL AT

peut étre mis sous forme de déterminant de la maniére



suivante :
1 B, B, B;... B,
r I B1 Bz~ .. Bm-—l

x? o 1 B,... B,

(28) o(x) = | g o o0 1... B, !
™t o o . B, |
] r™ o (4] . 1 :

, . . 1
1, B,, Bs,. . .. étant les coefficients du quotient =)
? A
En effet, remplagons les A par des B dans les équa-
tions (24), et posons

C, -1,
C, =z,
C,=x3,

les formules (25) nous donneront
2,7 =T AT AL sre(a )

Or, sinous étudions directement le systéme non ré-
solu, nous voyons que le dénominateur de x,, c’est-a-dire
le déterminant du systéme, est égal a I'unité; donc x,
est égal simplement a son numérateur. C’est un détermi-
nant qu'on déduit du précédent par une régle connue.
On trouve ainsi Pécriture (28).

Remarque III. — Le dernier calcal du n® 5 nous
montre les relations qui existent entre les racines d'une
équation algébrique quelconque ¢ (x) = o, et les coeffi-

cients de ¢ (x) = ;——(l—;) Si on appelle @, b, c,... ces ra-
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cines, on a

Si l'on suppose §(x) arrété au degré m, et qu'on
appelle @, &', ¢,. .. ses racines, on a, a cause de la ré-
ciprocité qui existe entre ¢ (x) et §/(x),

Remarque IV. — La remarque précédente nous ap-
prend a résoudre le systéme suivant de m équations a m
inconnues,dontla solution directe offrirait desdifficuliés

Za =A,
Ea’-f—z ab =A,,
2a’+2a’b —{-—Z abec =A,,

Les inconnues a, b, c,... sont les inverses des racines
du polyndme obtenu en poussant jusqu’au degré m le
quotient de 'unité par

1T4+A 4+ A x4+
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