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NOTE

Sur les degrés de maltiplicité des solutions indiquées par le principe de
correspondance, suivie d'une application de ce principe a une démonstration
des relations pliickériennes ;

Par M. ZEUTHEN.

\

Le principe de correspondance, dit a M. Chasles,
s’énonce ainsi (voir Nouvelles Annales, o° série, 1.V,
p- 195):

« Lorsqu’on a sur une droite L deux séries de points
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2 et u tels, qu'a un point x correspondent « points u, et.
a un point u, 3 points x, le nombre des points x qui
coincident avec des points correspondants u est « + 3 (¥).

» En effet, représentons par les lettres x et u les
distances des points des deux séries a une origine fixe
prise sur L. On a entre ces distances une relation telle
que

2P (Au* 4+ Bu* "' 4.

+.rfe—'(A'u“+B'u"—’+. i — 0

’

ct les points x qui coincident avec des points correspon-
dants « sont donnés par I'équation

(2) Az B 4 (B4-a)a"tE~'p . =o.. . »

Une seule difficulté s’éléve souvent dans I'application
de ce principe, celle de trouver combien de fois un point
ou l'on sait qu’un point x coincide avec un ou plusieurs
points correspondants u est compté dans le nombre
a + f3. C’est d’un moyen qui peut servir a résoudre cette
difticulté que je parlerai ici.

Si on prend les distances .x et u pour abscisses et or-
données dans un systéme de coordonnées, I'équation (1)
représentera une courbe dont les points d’intersection
avec la droite x = u ont pour valeurs commuunes des deux
coordonnées les distances des points cherchés sur L a
Iorigine prise sur cette droite. Si I'on sait qu’en un
point p de L un point x coincide avec un ou plusieurs
points correspondants u, la distance de p a lorigine
prise sur L sera donc égale aux deux coordonnées d'un

(*) Nous ne nous occuperons pas ici 4 part du théoréme analogue sur
les droites d’un faisccau; car les propriétes qui y sont relatives sont des
conséquences immeédiates de celles des points d’une droite.
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point ¢ qui, dans la représentation graphique, est com-
mun a la courbe (1) et & la droite x = u, et le nombre
de coincidences de points correspondants qui ont lien
au point p est égal & celui des points communs & la
courbe (1) et a la droite x = u qui coincident en g. Ce
dernier nombre dépend : 1° de celui des branches de la
courbe (1) qui passent par ¢; ct 2° du nombre et des
ordres des contacts qu’elle y a avec la droite x = u.

1° Soit y le nombre des points v correspondants & un
point x qui coincident avee lui s'il est au point p, et 0
celui des points a correspondants & un point u qui comn-
cident avec lui s’il est au point p, et supposons que
7290. Alors le point ¢ de la courbe (1) sera multiple de
'ordre J. 4 moins qu’une droite menée par ¢ paralléle-
ment 4 Paxe des x ne touche en ce point une branche de
la courbe, c’est-a-dire & moins qu’un point « qui corres-
pond a un point x infiniment peu éloigné de p ne soit
a une distance de p qui est infiniment petite d’un ordre
supérieur. Daus ce cas esceptionnel, on trouve 'ordre
du contact par une comparaison des ordres des infini~
ment petites distances de p & deux points x et u qui se
correspondent, et Pon aura de cette maniére le nombre
qu’il faut soustraire de d. On doit obtenir le méme résul-
tat en faisant une semblable soustraction de .

2° Si une branche de la courbe (1) a au point ¢ un
contact avec la droite x = «, la valeur de x — « qui cor-
respond & un point de cette branche infiniment peu éloi-
gné de ¢ sera infiniment petite d'un ordre supéiieur.
Daus ce cas, un des points « qui correspondent a un point
x infiniment peu éloigné de p doit étre infiniment plus
prés de x que de p. Si cela a lieu, une comparaison
exacte des ordies de ces quantités infiniment petites ser-
vira a déterminer I'ordre du countact.

e procédé que nous venons d’exposer permet, au
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moins cn beaucoup de cas, de trouver les degrés de mul-
tiplicité des coniques exceptionnelles qui appartiennent
a un systéme de coniques. Il fournit donc directement
les coefficients que j'ai trouvés d’une maniére trés-diffé-
rente dans un Mémoire sur la détermination des caracté-
ristiques des systémes de coniques qui a été inséré dans
plusicurs numéros des Nouvelles Annales pendant la
derniérc moitié de I’année passée. Au lieu de nous occu-
per de nouvean des systémes de coniques, nous donne
rons d’autres exemples du procédé exposé, en employant
le principe de correspondance a une démonstration des
formules de M. Plicker.

Les équations pluckériennes, dont il y a trois indé-
pendantes 1'une de 'autre, ont lieu entre les six nombres
suivants : I'ordre m: d’une courbe algébrique quelconque
ou le nombre de ses intersections, réelles on imagi-
naires, avec uue droite; sa classe n ou le nombre des
tangentes qu'on y peut mener par un point; les nombres
d de ses points doubles, 4’ de ses points de rebrousse-
ment, ¢ de ses tangentes doubles et ¢’ de ses tangentes
d’inflexion. On peut donner a ces équations les formes
suivanies :

m(m—1)-=n +2d-+3d,
(3) von{n—1)=m--2t -~ 31,
3(m—n)=d' —1'.

Commencons par démontrer la deuxiéme. Prenons,
a cet cfiet, deux droites fixes L et M dans le plan de
ia courbe; menons par un point x de L une tangeute
a la courbe, et soit z le point ou celle-ci rencontre M.
Menons ensuite par z & la courbe une tangente diffé-
rente de la premiére, et soit u le point ou celle-ci
rencontre L. Alors & un point x correspondent n points z
¢t & chacun de ccux-ci (7 —1) points u, par consé-
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quent a un point x, n (n —1) points u. De méme,
un point u déterminant des points correspondants x
exactement de la méme maniére que si on I'avait pris
pour un point x, ce qui fait I'équation (1) symétrique
dans cet exemple, 4 un point u correspondent n (n — 1)
points x. Donc
xa=B=n(n--1),

¢L, par conséquent, L contient 2n (n — 1) points x qui
coincident avec des points correspondants .

Cette coincidence a seulement lieu aux points ou la
droite L rencontre : 1° la droite M ; 2° les m tangentes a
la courbe donnée a ses points d’intersection avec M;
3o les  tangentes doubles; et 4° les ¢’ tangentes d’in-
flexion de cette courbe. Désignons le premier de ces
points par p’ et respectivement par p”, p”
appartenant aux trois autres groupes.

, PV des points

1° Le point ¢’, qui sur la courbe représentée par I'équa-
tion (1) correspond a p’, est multiple de l'ordre n (n —1),
ct, en général, aucune des branches de cette courbe n’est
en ce point, ¢’, tangente a la droite x = «. Par consé-
(uent 2 (n — 1) des coincidences cherchées ont lieu en p’.

2° Le point ¢”, qui sur la courbe (1) correspond a un
des m points p”, est un point simple ou la tangente, a
cause de la symétrie de cette courbe par rapport a la
droite x = u, y est perpendiculaire. Les m points p” ne
donnent donc que des solutions simples.

3° Le point ¢"”, qui sur la courbe (1) correspond & un
des ¢ points p”, est un point double, et aucune des bran-
ches n’y touche la droite & = u. Par conséquent, deux
coincidences ont lieu en chacun des ¢ points p”.

4° Le point ¢, qui sur la courbe (1) correspond a un
des ¢’ points p'*, est un point de rebroussement ordinaire
ou la tangente est la droite == u. Par conséquent, trois
coincidences ont lieu i chacun des ¢ points p.
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On trouve donc

on(n—1)=n(n—1)+m+2t+ 3¢,
d’on
nin—1)=m-+ 2t + 3¢.
€. Q. F.D.

La premiére des trois équations se déduitde la deuxiéme
par le principe de dualité (on peut aussi la démontrer
d’une maniére analogue).

Dans la preuve de la troisiéme des équations (3) on
emploie une seule droite, fixe mais arbitraire, L, dans le
plan de la courbe donnée. Par un point x de cette droite
on méune une tangente a la courbe qui la coupera en
m — 2 points z.

Désignons par u le point ou la tangente a la courbe a
un point z rencontre L. Alors, 4 un point x correspon-
dent n (m — 2) points z, et a chacun de ceux-ci un seul
point «; par conséquent & un pointx, n (m—2) points u;
4 un point u correspondent n points z, et a un point z,
(n — 2) points x, par conséquent a un point u. n (n—2)
points x. L.e nombre des points x qui coincident avec des
points correspondants u est donc

n(m—o2)+nn—2)=n(m-+n—4).

Cette coincidence n’a lieu qu’aux points ou la droite L
rencontre : 1° la courbe donnée elle-méme; 2° ses d’ tan-
gentes aux points de rebroussement; 3° ses ¢ tangentes
doubles, et 4° ses 1’ tangentes d’inflexion. Désignons
maintenant par p’, p”, p”, p' respectivement des points
de ces quatre groupes.

1° Le point ¢/, qui sur la courbe que représente main-
tenant I’équation (1) correspond & un des m points d'in-
tersection p’ de L avec la courbe donnée, est multiple de
I'ordre (n — 2), et comme les tangentes a toutes les
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branches sont paralléles & Paxe des x, aucune de ces
branches ne scra tangente & la droite x — u. Par consé
quent 7 — 2 coincidences de points correspondants .x
et u ont licu a chacun des m points p’.

2° Le point ¢”, qui sur la courbe (1) correspond & un
des d' points p”, n’est qu'un point simple qui a la paral-
lele a I'axe des x pour tangente d’inflexion. La courbe (1)
y coupe donc seulement la droite & = u. Les d' points p”
ne donnent donc que des solutions simples.

3° Par le point ¢”, qui sur la courbe (1) correspond a
un des 7 points p”, passent deux branches de cctte
courbe qui toutes deux y sont tangentes a unc paralléle
a laxe des u, et qui par conséquent toutes deux coupent
la droite xx = u. Par conséquent, deux coincidences ont
licu a chacun des points p”.

4° Le point ¢", qui surla courbe (1) correspond a un
des ¢/ points p', est un point de rebroussement ou la tan-
gente cst paralléle & la droite u = 4.x, de facon que la
droite u = x n’y aura que deux intersections avec cette
courbe. Par conséquent, deux coincidences ont lieu a
chacun des ¢’ points p™.

On a donc

n{m—+n—fi=m(n—o +Jd +2t+21.

En éliminant ¢ au moyen de la deuxiéme équation (3)
on trouve la troisiéme.



