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EXPRESSIONS GENERALES DU RAYON ET DE LA SURFACE
DES POLYGONES CIRCONSCRIPTIBLES ;

Par M. Georces DOSTOR,
Docteur és Sciences mathématiques,
Professeur au lycée impérial de I'ile de Ja Réunion.

1. La question que nous nous proposons de résoudre
est la suivante :

Un polygone de n cotés est circonscrit a un cercle;
on connait les tangentes a, 3, v, 0, ¢,... menées des
d{ﬂ‘érents sommets du polygone a la circonférence : cal-
culer, en waleur de ces tangentes, le rayon du cercle et

la surface du polygone.

2. Désignons par 2A, 2B, 2C, . .. les angles du poly-
gone respectivement compris sous les tangentes (a, ),
(,8)s (757)»-- -, nous avons I'égalité

A+B+C+...—(n—2)§.

On sait que si 7 est pair,

1—06+c¢,—...
cot(A+B+C+...)=—T—2",
C— C3+ Cs— ...
et si n est impair,
f—Cc;t+c—...
cot(A+B+C+... )= — 2 =77,
1 —c¢+ci—...

ou ¢, désigne la somme des cotangentes, c; la somme des
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produits de ces cotangentes deux & deux, et ainsi de suite.
Or, lorsque n est pair, (n — 2) Z— exprime un nombre
pair d’angles droits, et 'on a
cot(A+B+C+...)=w,
ce qui exige que

C,— C3+cC—...=0;

. . T »
et lorsque 7 est impair, (n — 2) - représente un nombre
2
impair d’angles droits, et il vient
cot(A+B+C~+...) - o,

ce qui donne la méme relation. On a donc, pour les
angles d’un polygone fermé quelconque, convexe, a
angles rentrants ou étoilé, la formule générale
(1) 6, —C+C—¢ +...==0.
3. Rayon du cercle inscrit. — Représentons ce rayon
par R; nous avons
“ B 7
cotA = —» cotB—=—-5 cotC—= Zy::--
R R R
Si nous substituons ces valeurs dans la formule (I), nous
aurons I’équation
S S, S S Y
R R R R
ot nous désignons par S, la somme des quantités «, {3, 7,
dy €,...; par S; la somme de leurs produits trois a trois, etc.
Deux cas sont & considérer ici :

. .. . S .
1° Si n est impair, le dernier terme sera R———:s et I'équa-



(75)

tion pourra s’écrire

(1) § R — S, R* 4 §, R+ —...=o.

2° Si n est pair, le dernier terme sera ls":. et I'équa-
tion se réduira a
(111) S, R*?— S, R -+ §,R*5 — ... = o.

Telles sont les deux premiéres relations que nous nous
proposons d’établir.

4. RemarQue. — Lorsqu’on permute entre eux les seg-
ments tangentiels o, 3, 7, 0,..., les coeflicients S, S;,
Ss,... ne changent pas; les équations (II) et (III)
donnent donc toujours les mémes valeurs pour R. Donc :

Lorsqu’'un polygone est circonscriptible a un cercle,
quel que soit l'ordre dans lequel on dispose la suite des
segments tangentiels des cétés, le nouveau polygone sera
encore circonscriptible au méme cercle.

S. Arrrications. — 1° Triangle :

(1) Re= 27

T e+ B4y
2° Quadrilatére :

aBy + «fd + 299 + Boyd

(2) R*— i B3

.

6. Surface du polygone. — En appelant Q laire du

polygone circonscriptible, nous avons
Q=(a+p+9+7d+...)R=S,R,
d’ou

R =

nio
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Substituons cetie valeur dans les deux équations (II)

et (III) et effectuons : nous obtenons les nouvelles équa-
tions

(IV) Q*'—8,8,Q"°+-8}S,Q"*—...=0 pour z impair,
(V) Q=—8,5,Q"“+8}SQ"*—...=o0 pour r pair,

qui donnent I'aire du polygone en fonction des quantités

@, By7, 0yen..

7. Remarque. — L'aire est constante, quel que soit
Dordre de succession des segments tangentiels «, 3, 7,

0, €,....

8. ArrricATIONS. — 1° Triangle :
() Q=V(a -+ )y

2° Quadrilatére :

(6) Q’~3\/(0-+,3+7 + ) {afy = «fé + ayd + By9).



