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INTERPRETATION GEOMETRIQUE

des coefficients des variables dans les équations des courbes et des
surfaces du second ordre (*);

Pan M. H. FAURE,

Capitaine d’artillerie.

I. Considérons la conique
Ay 4 ApB? 4 Ay + 240 2B + 24,0y + 24, fy=o

rapportée au triangle de référence ABC. Si I’on désigne
par ¢y, ¢, les points d’intersection de la conique avec le
coté AB, les droites cc,, cc, seront données par I'équa-
tion

A+ Anf’+ 24,08 =0,

TR . »
de sorte que si A sont les deux racines de cette équa-
1 2

tion, on a, en désignant par a, b, c les longueurs des
c6tés du triangle ABC,

@.0 Ay Be.Be 03
B..B: Ay~ Aci.Ac, a?

(*) Les notations seront les mémes Jque dans [notre Mémoire ‘sur les
coordonnées trilinéaires ( 2¢ série, t. II, p. 289).
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Ces deux derniéres relations donnent, en les multi-
pliant,
4A},  Ac..Be, | Ac,.Be

A.A.  Ac.Be, « Ac.Be, 7
d’ou

4A%, _ (Ae..Bc,— Ac,.Bcy)?

A A, ' T Ac.Ac,.Be.Be,

mais les quatre points A, ¢,, ¢,, B donnent
AB.cyc;—=Ac,.Be,— Ac;.Bey;

on a donc, en désignant par ¢’ la longueur ¢, c,,

7

A A c?.c'?
= A +—_— 1}
127 Bufa (‘ 4Ac,.Ac,.Bc,.Bc,)

On sait que, si par un point A on méne une droite ar-
bitraire AB, rencontrant la conique aux points ¢,, ¢,, le
rapport du produit Ac;.Ac, au carré du demi-diame-
tre C paralléle a la droite est constant. Désignons ce rap-
port par ¥, pour le point A, par m,, 7. pour les deux autres
sommets B et C. Nous aurons

A, b=y c*c’?
—_— A, —A AL 1+ ——
Ay, ”’Tfa’ '3 e 41:,,1”,(:‘ ’

de sorte que I'équation de la eonique s’écrit sous la
forme

] /2 1
va’nsc’+22ub:'ﬁ nrr,s—i-c—'—c—)‘::o.
i “ 4C
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Les expressions sous le signez donnent chacune deux

autres termes par une simple permutation. Les quan-
tités a’, b’ seraient les cordes de la conique déterminées
par les cotés a, b du triangle de référence; A, Bles demi-
diamétres paralléles a ces mémes cotés.

La forme sous laquelle se présente 1'équation de la
conique permet d’écrire immédiatement I'équation d’une
conique circonscrite, conjuguée ou inscrite au triangle
de référence.

8¢ la conigue doit étre circonscrite, on a

Tg == TMp — T =— O}

I'équation est donc, en remarquant que a’' = a, b' = b,

C’:C,

caf  bay afy
S T Ol

8i la conique est inscrite, on a
a=b=c =o;

donc son équation peut s’écrire

1 ]
Za’w.a’ —+ 2201)1@«} mp==0.
8i la conique est conjuguée, on voit aisément que

el
TaTp —+ Z—O— =o,
car cette condition signifie que les points A, B sont con-
Jjugués harmoniques par rapport aux points d'intersec-
tion ¢y, ¢, de la droite AB avec la conique. En effet, dans
ce cas, on a

AB.c;c,=— 2Ac;.Be,, AB.cic;—= Ac, Bec,.

( Géométrie supérieure, p. 42.)
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On a donc
—_— 3
AB .cie; + 4Ac.Ac,.Be B, = o.

L’équation de la conique conjuguée est donc

E a’*m,at = o.

II. Au moyen d’un calcul analogue au précédent, I'é-
quation de la surface du second ordre, rapportée au té-
traédre de référence ABCD, se met sous la forme

Zmr‘,a’ -+ 22 abaf (_r.,m, -+ %;) ’ = o.

Dans cette équation, a, b, c, d sont les aires des faces
opposées aux sommets de méme nom;  est la longueur
de aréte ab; I 1a partie de cette aréte comprise dans la
surface, et L le demi-diamétre parallele a I'aréte L. Les
quantités 7, 7;,... sont, comme ci-dcssus, les rapports
constants que I'on obtient en divisant le produit des seg-
ments détermindés sur une droite issue des points A ou B
par le carré du demi-diameétre paralléle a la droite.

Les distances d’uu point de la surface aux faces respec-
tives a, b, c, d étant désignées par a, (3, 3,7, une simple
permutation de lettres suffira pour écrire tous les termes
de P’équation.

Surface circonscrite au tétraédre de référence. — Si

la surface du second ordre passe par les sommets du té-
traédre ABCD, on a

Mg == Mp —— M = Tg == 0

comnie, de plus, I = /', I'équation est
) ptus, )

NNE
Ef_’_]—’— aff = o.
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Ia sphere circonscrite aurait pour équation

Za.b.lzapzo.

Surface tangente aux arétes du tétraédre de réfé-
rence. — Si la surface touche les arétes du tétraédre,
les cordes £ sont nulles ; I’équation est donc

1 1
o
Zn’.—:,,a’ “+ 2 E aba.Brlin, =o.

Surface conjuguée au tétraédre. — Cetle équation est
évidemment
E a'mwaal.

Remarque. — On peut également donner une inter-
prétation géométrique aux coefficients d'une courbe ou
d'une surface du second ordre, en supposant que les va-
riables soient les distances des sommets du triangle de
référence a une tangente, ou les distances des sommets du
tétraédre de référence a un plan tangent.

ITII. Désignons par r, 7’ les points d’intersection d’une
transversale issue d'un point R avec une courbe ou sur-
face du second ordre, par p le demi-diamétre paralléle a
la droite, nous dirons que le rapport RrRel 7, est la

P?
caracteristique du point R. Cette caractéristique est po-
sitive pour un point situé en dehors de la courbe ou de la
surface, négative dans le cas contraire.

Si Von désigne par d la distance du point R, et par ¢’
la distance du centre 4 la polaire ou au plan polaire du
point R, on a aussi
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L’interprétation analylique de la caractéristique d’un
pointest trés-facile. Soit F = o I'équation d’une courbe
du second ordre; représentons par A =0 la condition
qui exprime que la courbe se réduit au systéme de deux
droites, et par P = o la condition qui exprime que le
centre de la courbe est a 'infini, on aura

P
m,=—F 3’
les variables, dans la fonction F, étant remplacées par
les coordonnées du point R.

Si F est une surface du second ordre, A = o est la con-
dition qui exprime que la surface représente un cone,
P = o est toujours la condition qui indique que le centre
est a Pinfini.



