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NOUVELLE METHODE POUR DÉTERMINER
LES CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES

(suite et fin; voir page 492);

PAR M. H.-G. ZEUTHEN (DE COPENHAGUE).

XIII. — Détermination des caractéristiques d'un système
de coniques qui ont un contact du quatrième ordre
avec une courbe donnée.

63. À ce système, dont la notation est [(Cm>„)4], ap-
partient toute conique infiniment aplatie :

i° renfermée dans une tangente d'inflexion de Cm?ri et
limitée par deux points qui coïncident au point d'in-
flexion ;

2° renfermée dans une tangente de rebroussement de
Gm?a et limitée par deux points qui coïncident au point de
rebroussement.

On trouve donc

où x et y sont des coefficients inconnus. Puis le principe
de dualité donne

CT — x.d' -hy.t'.

Les coniques irrégulières qui entrent dans le nombre xs
sont les mêmes que celles qui entrent dans / ; mais les
coefficients sont permutés. On voit donc que x = o amè-
nerait y = o, et réciproquement (voir la note première
du n° 55). Du reste ils sont des nombres entiers et ne
peuvent être négatifs.
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On trouve maintenant

p. : - - ( 9..r -f- Y) t' -h - (.r -h ?.J )d',

64. Pour déterminer x et y nous appliquerons le
lemme du n° 31 au système [(M)3, Cm))rti] où nous rem-
placerons successivement la courbe C„H)n{ par un point
ou par une droite. On aura (notations du n° 31)

r — 3, 7 = im — 4,

a=N[(M)»e,Cmifni),

P = Nf(M)'-/;,(:„,„„ 1,

ou, par la formule (II) du n° 02,

P ̂  N [(M)', /;, CWl.nil - 4N[(M)»0f C.,.,.,1,

Par conséquent

7a -f- p = (2/w - 8)N[(M)'0,Cmi,Bl] •+ K[{M)%
fp>Cmxtnx].

Supposons d'abord que Cm?n soit un point pt par lequel
les coniques doivent passer.

Alors on sait [n° 62 et formules (21)] que

3,/?,/»,] =6n — 4/w -f- Zd'.

Pour la courbe M on doit substituer n~ i{m — 1),
(V = o, et Ton trouve

qoL -+- p' — io(/w — 2),

où a' et (5' représentent ce que deviennent <x et (3 dans ce
cas-ci. Or, pour aucune conique infiniment aplatie du
système [(M)3, jr^] le point de contact ne coïncide avec
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un point d'intersection. Par conséquent (n° 31)

On trouve la valeur de N [(M)4, p^\ en substituant dans
l'expression trouvée pour p (n° 63)

r' —3 (//*•—2), d' = o.

Par conséquent

qoi' -f- P'z= (2.z + ƒ ) (/w — 2).

Les deux expressions de 7a' -f- jS' devront être identiques,
on a

207 —f- jr ~ 10.

Soit ensuite Cftli>nt une dioite /. Alors [n° 62, for-
mules (21)]

Pour la courbe M on doit substituer n = 2 (m — 1),
df=o. En désignant par a/; et /S/; ce que deviennent dans
ce cas particulier a et (3, on trouve

</a" -{- jS" comprend :
i° Le nombre N[(M)4, /] des coniques qui ont un

contact du quatrième d'ordre avec M et qui touchent /.
20 z.tf, ou le nombre des coniques infiniment apla-

ties renfermées dans les tangentes d'inflexion de M,
limitées aux points d'inflexion, et à la droite /, multi-
plié par un coefficient z\ car ces coniques singulières
appartiennent au système, et, dans les points d'inflexion
coïncident, outre les quatre points communs qui forment
le contact du troisième ordre, encore deux points d'inter-
section, sans que le contact s'élève à un ordre supérieur.

34.
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On voit que l'e coefficient z qui est entier est égal ou su-
périeur à 2. Si M avait des points de rebroussenient, on
devrait encore avoir égard à d'autres coniques singulières.
Maintenant on trouve

oùN[(M)%/) s'obtient par la substitution de

t'= 3 (m — 2), d'=zo.

dans l'expression trouvée pour v (n° 63), et où t' qui
appartient a la courbe M est aussi égal à 3 (m — 2). Par
conséquent

r/a"-f-p" = (J?-+- 2j-f- Zz)[m— 2).

Les deux expressions de qaf/-\- [J1 devant être identiques,
on a

65. Les équations (I) et (II) du n° 64 n'admettent,
à cause des limites posées dans les nos 63 et 64, que la so-
lution suivante :

On trouve en substituant ces valeurs,

ou si l'on préfère des expressions entières,

( * ) On voit que o. — v = 2 (n — ni).
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Pour une courbe générale de Tordre //z, on trouve

( a 3c) |
( z=zSm(m — 2)

66. Les valeurs x = 4» ƒ = 2 donnent le théorème
suivant :

Pour un système de coniques qui ont un contact du
quatrième ordre avec une courbe donnée, on doit comp-
ter :

Quatre fois dans 1 et deux fois dans GT, toute conique
infiniment aplatie renfermée dans une tangente d'in-
flexion de la courbe, et limitée à deux points qui coïnci-
dent au point d'inflexion;

Deux fois dans 1 et quatre fois dans d, toute conique
ayant un point double en un point de rebroussement de
la courbe et composée de deux droites qui coïncident
avec la tangente de rebroussement (*).

(*) La méthode dont nous avons fait usage ne servant qu'à déterminer
des caractéristiques, elle n'est pas applicable si Ton veut trouver le nom-
bre de coniques qui satisfont à cinq conditions dont aucune n'est indé-
pendante des autres. Cette lacune a été remplie par M. Cayley, qui m'a
l'ait l'honneur de me communiquer les résultats qui suivent ici avec la
permission de leur auteur. Le savant distingué d'Angleterre désigne par
{3)r (/|,i)> (3, 2), (3,1, 1), (2, 2,1), (2,1,1,1) et (1,1,1,1,1) les nombres
respectifs des coniques qui ont avec une courbe donnée un contact de
l'ordre 5 ou deux contacts des ordres l\ et i,..., ou enfin cinq contacts
de l'ordre J , et par a le nombre 3 /2 -hd ' (=3w + /') qu'il introduit pour
faire ses formules symétriques. Alors

(5) = —\5m — i5n-f-o,a,

(4, 1) =— S/ws— 20mn — 8n*-f- lO.^tn -f- io^ n + «(6m + 6n —66)

(3,2) = 120/72-4- i20n + a(— l\m— !\n — 78)-+-3 a5,

V J 2 2 2

^123B*-434m-434n

-4- a ( - w1 -4- (Unn -f- - n' m « -+- 2y i J — 3 y.%
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XIV. — Applications.

67. Développée d'une courbe géométiique. — Les
formules données sont utiles pour déterminer les nombres

( _, a, i ) = 24 m1 H- 54 mn -+- 2 { rr — 468m — 468 n

-t- a(— 8m — 8 n -h 327 ) -f- a* l-m-\--n — 12 1 »

(_, i, 1, 1 ) = 6 r?i#-f- Som^/i-f-Somn'-t-Gn* — 174 m1 — 348mn— i^'i»1

-+- 1320 m -h i32on

• a ( - m* -h /n2 n -f- mn* -+- - n8 m* — a6 mn «*

- n — 9G0 J
358 358
3 " l"+" 3

- v? { - - - m H + 2S h

1,1,1,1,]) = m* H «• m n -f- — r;r n* -h - nr « H m;t H n
i '20 12 3 3 1 -j 120

m4 m8 n — 2 m4 n9 m«3 — — n*
J Î 6 6 12

n 3 n 209 s 209 5 113 t

21 "77" T ^ W ~~ u/|
1267 5Q3 1267

;/< H :-— mn -\
12 6 12

/ 1 , 3 , 3 . 1 3 2q
I — r m m*n mn- /r -i ni* -t- 23 rnn
\ 4 ? •-? 4 4

29 s 337 337 195 \

•+-T" " T " " T n + t j

Déjà, en 1864, M. Cayley a donne le noaibre(o) pour le cas d'une courbe
generale de l'ordre m (Philosophical Transactions, t. CXV, p. 545; i865).
Quant à l'introduction d'une seule notation pour 3n-4-d', je regrette de
ne l'avoir pas employée dans mes formules, où elle permettrait de garder
la symétrie en même temps que les expressions contiendraient toujours
les mêmes trois nombres donnés, m, n et &
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m,, /?n dt, rf't , / , , f'f correspondant à la développée
d'une courbe donnée Cni)n. On y emploie les propriétés
suivantes de la développée :

i° D'être l'enveloppe des normales de la courbe
donnée;

2° D'être le lieu des centres des cercles qui ont avec
Crnyn un contact du second ordre }

3° De n'avoir pour tangentes d'inflexion que les nor-
males aux points de rebroussement du second ordre
de C,„?„. Excepté le cas très-singulier où C„hn est doué de
ces points, on a tout de suite t\ — o.

68. Le nombre des normales à Cmjn qui passent par un
point donné, est égal à celui des cercles dont le centre
est en ce point et qui louchent CfB,„. Or la condition d'être
un cercle à centre donné peut être remplacée par celle
de toucher deux droites (imaginaires) en des points
donnés. Donc

w, = ] * ( / , , / , , l2di, Cm>n),

ou, selon la formule (H) du n° 23 (aucune conique1 ne
pouvant toucher et couper la même droite),

ou d'après la formule (3) ,

//, =z= m -f- «.

69. La développée étant le lieu des centres d'un sys-
tème de cercles, ou le lieu des pôles de la droite à l'infini
par rapport à un système de coniques qui passent par
deux points de cette droite, son ordre /7/j s'exprime par

- i où v est la seconde caractéristique de ce système (i).

' *) \ «ir Comptes tendus du i5 février i86{, le théorème II.
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Ce système est de la forme [(Cmj„)2, px, /?2). Par consé-
quent, formules ( n ) ] ,

w, = 3/72 -ht'=3n-h d\

70. Puis les formules de M. Pliicker donnent :

(26 ) d\ = 3 ( 2 /w — « 4 - î ' ) = 3 ( 2 / î — /n -4- r/'),

/, = -(/?! -f- «}2

1*7)
f = - ( ) ( 4 ),

/, = i (3/w - + - * ' ) ' — 5 ( 3 / w - + - * ' ) + 4 ( / / / - + • / / )

= - ( 3 « -+- d'Y— 5 {3n -f- rf')+ 4( / / i -f- «

Un point de rebroussement de la développée est en géné-
ral le centre d\in cercle qui a avec Cmj„ un contact, du
troisième ordre. Le nombre de ces cercles est

N [{Cm,nY9Pn pi]=Sm—3n-h3tf=zJt —m;

selon les formules (21). Les m autres points de rebrous-
sement sont à rinfini et correspondent aux m points
île CHljn à l'infini. La tangente à la développée en l'un de
ers points est la droite à l'infini cllc-mùme. Donc il v a

. m ( m — i ) , , ! , , , . r, . ,

aussi — tangentes doubles a 1 îniuu. Jl y en aura

//; ( m — 1 ) 1
t( i ' — - (2mn -h n2 — An — d' ).

1 '?,

Cclics-ci seront deux J'ois normales à CfM n.
r/j f?%<̂  /e nombre des points qui sont des centres de

courbure correspondant à deux points de Cm>n.

Ou reste ces résultats sont bien connus, mais trouvés
par d'au 1res coiibidéralions.
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71. Nous y ajouterons quelques théorèmes qui appar-

tiennent à la môme théorie :

Le lieu des points d'où, on peut mener deux normales
égales à une courbe C,Wjn, est de l'ordre

m [m -f- in — 5 ) - W ;

car cet ordre sera la moitié de la caractéristique v d 'un
système {iCm)U^ pu pi) ou, selon les formules (4) , de
'À m [m -f- 2 ri — 5 ) -f- 11.

Il y a, dans le plan,

- (2///3-f- 6/w'« — n3— 3om2— iSnm -h i3w2-f~ 84" ' — 4 2 / 0

-h - (6m -f- 3/z — 26)r

points d'où Von peut mener à une courbe Cm?n trois
normales égales; car ce nombre est celui que nous avons
désigné par N (3Cm>rt, pt, pz), et qui a, selon les for-
mules (6), la valeur que nous venons d'indiquer.

Il y a sur la développée de C„hn

3 [imn -f- ri1 -f- /\m — ion) -4- (im -h n — i4) d'

points a"oh Von peut mener à COTj„ une normale égale
au rayon de courbure de Cmyn qui y touche la dévelop-
pée; car ce nombre est celui que nous avons désigné
par N [(C/n>B)% C,,vo p19 p s ] dans les formules (i3).

72. Courbe caustique par réflexion. — Nous donne-
rons encore un exemple de l'application de la théorie des
caractéristiques en discutant la courbe enveloppe des
rayons émanés d'un point dans le plan d'une courbe Crn>n

et réfléchis parcelle-ci. Nous désignerons par m2y w2, d2,
<7'2, tu t\ les nombres m, «, d, d\ t, tf qui y correspon-
dent et que nous aurons à chercher. A cette rechercha
les propositions suivantes seront miles :
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i° Une conique ayant pour foyer le point ƒ d'où partent
les rayons et tangente à Cm>n au point 9, le rayon réfléchi
par Cm„ au point 9 passera par l'autre foyer de la co-
nique;

2° Un système de coniques ayant un foyer commun au
point ƒ d'où partent les rayons et un contact du second
ordre avec Cm/I, la courbe cherchée sera le lieu de l'autre
foyer;

3° Si le contact s'élève au troisième ordre, le second
foyer sera un point de rebi oussement de la courbe cher-
chée.

Il faut encore se rappeler que la condition d'avoir un
point donné pour foyer équivaut à deux tangentes don-
nées.

73. Selon la première proposition du n° 72, la classe «2

de la courbe cherchée s'exprime par le nombre des coni-
ques qui ont pour foyers le point ƒ et un point quelcon-
que donné, et qui touchent Cm>n\ par conséquent [voit
les formules (3)]

n2 = N (Cm.„, /,, /,, hy h) = m -4- in.

D'après la deuxième proposition du n° 72, la courbe
cherchée est le lieu du foyer non donné d'un système
dont on connaît l'autre foyer. Ce lieu est semblable à
celui du centre : son ordre s'exprime donc par la carac-
téristique v de ce système (*), qui sera de la forme
[(Cm?„)2, lu / j ] . Par conséquent [voir les formules (i i)]

m2 = 3/7? - W ' = 3rc -f- d'.

Enfin, par la troisième proposition du n° 72,

Comptes vendus du i5 février i86/}, théorème!.



ou, selon les formules (21),

d\ = 6w — 4* -f- 3t' = 5n - 3m -+- 3d'.

74. Puis les formules de M. Pliicker donnent

- = ( 3 / i f ^ ) 4 4 m io/i 5 ^ ,

/, — - [(/w -f- 2/z)2 — (m -h 11 « -h df)]

=z -[(m 4 - 2 « ) 2 - ( 4 w + 8 « + f ' ) ] .

En général, notre courbe caustique n'a pas d'inflexions
réelles. Les in tangentes d'inflexion sont donc imagi-
naires, et l'on peut prouver qu'elles sont les tangentes
menées à Cm?„ par les deux points à l'infini sur un cercle,
et que les points d inflexion sont aux points de contact
avec Cmjn.

t<> représente le nombre de chemins par lesquels un
rayon deux fois réfléchi par Crrl}tl peut retourner au point
d'où il part, si l'on n'a pas égard au sens dans lequel il
parcourt ce chemin. En y ayant égard on doit remplacer
le nombre t2 par 2/2-

Note.

Les méthodes que nous avons employées pour la re-
cherche des caractéristiques des systèmes de coniques
planes s'appliquent avec peu de modifications aux ca-
ractéristiques des systèmes de surfaces du second ordre
assujetties à huit conditions (*). On y fait usage des théo-

f *) Voir sur ces systèmes les publications de MM. Chasles et de Jon-
quières, dans les Comptes rendus (t. LXI, p. 396, et t. LV1II, p. 567 ), et la
dernière de M. Chasles du 26 février 1866'.



rèmes suivants dont les deux premiers au moins sont
connus (Comptes rendus, 4 sept. i864)5 et dont le der-
nier se prouve sans difficulté.

Dans un système (a, v, p) de surfaces du second ordre
il y a :

î ° 2 p — v cônes ,-
2° 2 p. — v coniques planes ;
3° 2 v — p. — p surfaces singulières composées de deux

plans dont la ligne d intersection est limitée à deux
points (sommets).

Un tableau contenant la déduction par ces moyens de la
XVIIIe classe de résultats publiés par M. Chasles dans
les Comptes rendus du 26 février, est sous presse pour
être inséré dans les Comptes rendus de VAcadémie des
Sciences de Copenhague, et il donne un exemple de l'ap-
plication de ces théorèmes (*).


