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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 590

(volr 1'* série, tome XX, page 141);

Pax M. NEUBERG,
Professeur a 1’Athénée royal d’Arlon (Belgique ).

8t l'on prend les polaires des points milieux des cétés
d’un triangle relativement & une conique quelconque
inscrite dans le triangle, ces polaires déterminent un
triangle qui a une surface constante.

On peut considérer cette proposition comme une con-
séquence immédiate de la question 591 (*) appliquée
aux coniques, et d’'une autre proposition qui trouverait
sa place naturelle dans les propriétés trés-intéressantes
des coniques, énoncées par M. Faure dans le tome XX des
Nouvelles Annales, p. 55, 56 et 216.

En effet, soit

xrt 2
9(x, y):;;—%— {;—l:o
Péquation d’une ellipse rapportée 4 ses axes principaux.
Désignons par (xy, ¥1), (s, ¥2), (%3, ¥3) les coordon-
nées des sommets d'un triangle circonscrit ABC; par

(X, Yy), (X, Y,), (X, ;) celles des milieux A', B/, €’

(*) La question 591 a été résolue dans 'année 1865. La démonstration
que nous en donnons plus loin est analogue a celle de M. Painvin, t. XIX,
p. 293 et 297.
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des cotés BC,CA, AB; et par (X, Y'), (X, Y), (X, Y))
celles des sommets du triangle A”B”C” conjugué avec

A'B’C’. Représentons aussi par S, T, T’ les surfaces de
ces trois triangles, et posons

XnX, Y. Y'"
le,n:‘—n,— -+ b — I.
On peut écrire

X| Yl 1 X,| Y’! I

a b a@ b
4TT 1 X, Y, ; X, Y, .

T a b a b a b >

X, Y, . X, Y, .

a b a b

ou, en effectuant la multiplication par lignes,

4TT' P10 P2 @3
(l) - W = | P2,1 92,2 P23 |°
93,1 93,2 93,3

Mais les triangles T, T’ étant polaires réciproques, on a
@, = O pour mZ n, et des valeurs de ¢,,4, ¢ 4, 93,5 On

X Y
tive, par I'élimination de =},
a

1
EK
] X, Y, —l_'?l,ll
X, Y, —1 = 0.
l X, Y, —1 I

En appelant T,, T,, T; les moitiés des déterminants

lx, Y, | ‘x, Y,
?

x " |x v

X, Y.‘
X, Y, |

c’est-a-dire les surfaces des triangles OB’C/, OC'A/,
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OA'B’ (O est le centre de I'ellipse), la derniére équation
donne

T
?l,th +T:0; d’ot Qi = i‘_.
'

On trouve semblablement

T
T,

P20 =— — et g =—

T,

En portant ces valeurs dans I'équation (1), il viendra

4TT ™
- —a—{z‘; = 91,1 P2,2 93,53 — — 7I.~IT2—T;
ou
(2) arbt — ______4'1'.’1"];'2'1'3 T,

ce qui est la question 591 appliquée aux coniques.
On peut aussi écrire

o o o 1 o o 1 o
ﬂ."llo ﬂ_}lol

4s a a b

B ol R B N R b

a b a b
T3 Y3 LRI £
— = ) -—_ =
a & abOI

Effectnons par lignes la multiplication des deux déter-
minants et, dans le produit, retranchons des trois der-
niéres lignes et colonnes les premiéres ligne et colonne

R . Lz oy =z y?
multiplides respectivement par — { =L =1}, — (2422

u P p p 2<a2 b2 ’2 a? b2 ’

1 (wz 73

\a T

> - En posant

(22— 2 | (a—rs)
p + ” =0...,

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. V. (Novembre 1866.) 33




(514)

il viendra

§o 1 1 I
!
1 I
Il o —=1r —=72!
452 } ? 2 |
—_ !
— T, T — ?
@bt | —Ilp o __/:!
! 2 2 ‘
1 1
Lo e
. 2 4

et en développant,

. 1682 . -
(3) —5 ==l +2 00

Mais les équations qui expriment que les droites BC, CA,
AB sont tangentes a 'ellipse peuvent se mettre sous la
forme

(_7'1 — -1‘3)2 - (7) — 7.)? . (Jh] e 1';)’1)7

=Y e YL =0,

a? b? a b?

ou
28, _ 2S5, 28,

[, = —)» , = ) T ——
ab

ab

ab
cn appelant S,. 8,, S; les moitiés des déterminants

!

|1'1 }'2‘ l-l'n.yal
’ ‘ xry, oy,

Xy Y,

ou les surfaces des triangles OBC, OCA, OAB.

La relation (3) revient par conséquent a

1
0 b= (S1+-8:+8) (—Si--S,8,) (S, —8,+8:) (S +5,—S.).

On constate facilement que

Si+S +8 =8, —S + S +S=4T,
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S —S8,+8,=4T:, S +S—S, =4T,(*),

d’on
) apr = LT,
S
En comparant les relations (2) et (4), on trouve

T =S8,

ce qui démontre le théoréme 590 pour les ellipses in-
scrites.

On le conclut immédiatement pour les hyperboles tan-
gentes aux trois cotés du triangle, puisqu'’il suffitde rem-
placer dans les équations précédentes b par b V—1.

Représentons par d,, d,, d, les cotés du triangle ABC,
ou les doubles des cotés du triangle A'B'C’; par R le
rayon du cercle circonscrit, et par 9;, d5, 03 les distances
du centre dela conique auxdroites B'C/y, C'A’, A’B’. Nous
pourrons remplacer dans la formule (4) T,, T, Ts par

d,d,d,
%(ll 31, i‘dﬂyz, idsaaa et S

par 4R, ce qui donnera
@ b*= R4, 8,3,
d’ou le théoréme suivant :

Lorsqu'une conique est inscrite dans un triangle, le
produit des carrés de ses demi-axes principaux est égal

(*) On a, par exemple,
2, ¥, —I
2(—8,+8,4+8;,)= | 2, 7, L P}
X,y 1

et, en ajoutant la premiére ligne aux deux autres, il vient

Xl ‘l
X, Y,

33.

LTy Y+,

2(—8, +S, +S,)=— oy yidy
1 Kl 1 A

[=—4
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au produit des distances de son centre aux droites qu
joignent les milieux des cotés du triangle, multiplié par
le double du diamétre du cercle circonscrit.

Considérons maintenant une parabole inscrite au trian-
» ’ —_— 2 —
gle ABC et 1eprésentée par ¢(x,y)=y*— 2px = o.
En adoptant les notations précédentes, sauf a poser
Ymyn =Y, Y, — p(X,, + X), nous aurons

| Y X, —p ‘ 1Y, —p X,
— 4pTT Y X = LY, —p X, |,
Y X, —p | 1Y, —p X

et en cflectuant le produit par les lignes

P P, Pus l
5 Y R R
ot P B |

On a encore ¢, , =0 pour mZn; et en éliminant Y' .
i - .
p X entre les valeurs de ¢, 4, ¢s,5, 9,4, il vient

Y pX i+ 1
2 /)Xz 1 - o,

ou
opT — o, (Y, —Y,) —o.
On trouve semblablement
2pT — ¢12(Ys— YY) =0, 2pT— ¢, . (Y, —Y,)=o0.
I'équation (5) peut donc s’écrire

7 8p*T?
(Y, —Y,)(Y.—Y;) (Y. —Y,)

- 4]’7 TT — Q1,1 92,2 93,0 —

oun
Y — Y. (Y. — Y) (Y, — Y,

T.
T

(6! op =
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On peut remarquer que le numérateur de la derniere
fraction égale le produit des projections des cdtés du
triangle A’B’C’ sur la directrice de la parabole.

Il est évident que dans Ja formule (6) on peut rempla-
cer les triangles A'B’C’ et A”B”C” respectivement par
ABC et par le triangle qui a ses sommets aux points de
contact des tangentes BC, CA, AB; comme ce dernier
vaut le double de ABC, on aura

(7) op = 240 —J'z)ms—ya)m—h‘.

Des relations (6) et (7) on conclut encore
T —S.
On voit aisément que la proposition (59o0) s’applique

aussi aux paraboles circonscrites, ou conjuguées au
wiangle ABC. Car, dans le premier cas, on a

ly, 2px, 1| Yooyt
dpS= | y: 2pa, .l—; yoriou
ya 2pry 1| Ys 3o

Le dernier déterminant, en vertu du théoréme dit de
¥ andermonde, est égal au produit
(=) (s —r)(rs—21)s
d’ou
. (o= ) (rs—x ) ryi— 12
8) op— . L1V L
{9) 2p 2S

et cette relation, comparée a I'équation (6), donne

S
T=T= —-
4

En supposant la parabole conjuguée au triangle ABC,
on peut faire coincider dans la formule (6) les triangles
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T et T’ avec S, ce qui donnera

(ri—=x) (72— 55) (e —s)
S

(9) 2p =

et les relations (9) et (6) combinées conduisent a I’équa-
tion

Les formules (7), (8) et (9) sont ordinairement mises
sous la forme
p = 4R sin 6 sin 8’ sin 67,
p=- Rsin0siu b’ sin 67,

p — 2R sin 0 sin 0 sin 67,

6, 6’y 6" étant les angles que fait 1'axe focal de la para-
bole avec les cdtés du triangle.

Note du Rédacteur. — Pour déterminer une conique inscrite dans un
triangle ABC, on peut donner arbitrairement deux des points M, N aux-

Fic. 1.

quels la courbe doit toucher deux des cotes CB, CA. Lorsque le produit
AN > BM est moindre que CA > CB, la conique inscrite est une ellipse ;
et suivant qu'on a

AN>BM=CA>CB ou AN>BM> CAxCB,

cette conique est une parabole ou une hyperbole.

(*) Ce résultat aurait aussi pu s’obtenir en remarquant que le triangle
A'B' €/, qui a ses sommets aux milieux des cétés d’un triangle conjugue
a la parabole, est circonscrit a la courbe (voir Nouvelles Annales, an-
née 1865, p. 310), et que son conjugué A”B”C” en vaut le double.
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Lar, en prenant pour axes de coordonnées les cétés CB, CA et desi=
gnant par a, b, m, n les droites CB, CA, CM, CN, I’équation de la conique
inscrite est

m—a)(n—b
(1) (m]—l—nx——mn)’—4mn(————-——)lf—)-r]:0.
a

11 est évident que la surface du triangle déterminé par les polaires des
milieux des cotés CA, CB, AB, relativement a cette courbe, est une fonc-
tion des paramétres de ’équation (1) et de 'angle des axes. Or, si cette
fonction conserve constamment la méme valeur, quelles que soient les va-
leurs de m et de n satisfaisant a 'inégalité

(m—a)(n—2>b)<ab,

il faut en conclure qu’elle est indépendante de m et de n: c’est dire que
si la proposition 530 existe pour toutes les ellipses insciltes, clle a de
méme lieu pour les paraboles et les hyperboles.

Mais, quelle que soit 1'ellipse inscrite, on peut la projeter suivant un
cercle; donc, tout se réduit a faire voir que : Si L’on prend les polaires des
mihieux a', b', ¢' des cotés d’un triangle ABC par rappoit & un cercle tan-

Frc. o.

gent aux trows cotés, ces polaires déterminent un triangle A'B'C’ équwalent
au triangle donné ABC,

Cette proposition résulte d’'un calcul bien simple. En effet, soicnt s ct
2p la surface et le périmétre du triangle ABC;; h 1a perpendiculaire abais-
sée du sommet A sur le ¢6té BC; o et r le centre et le rayon du cercle in-
scrit dans le triangle.

Puisque le point A’ est le pole de b’c’ par rapport au cercle, la droitc 0 A’
est perpendiculaire sur b’ ¢’ en un point d tel qu’on a

od>oA' =1
De plus,
. e
Od___-k.___,:-_, (L--]):;,(’-’-.]):,(_._Z__L;

2
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donc

ar
oA’ =

’
p— a

et de méme:
Il' .
oB'=—1—, oC = hid
p—b p—c

D’autre part, les angles A’oB’, ACB étant supplémentaires, les sur-
faces des triangles A’oB’, ACB sont entre elles dans le rapport des pro-
duits 0A’ X< 0B’ et ab; d’ou

)R r* _s(p—r)
A'oB =X G=ar=b_ »

Pareillement

s(p—8) s(p—a)
'oC'=>—— et Bol =—"——.
L 3 7
11 s’ensuit

s(3p-—-a——b—c):s
/I

A’oB’+A0C' +BoC' =
Par conséquent,
A'B'C'=ABC.

On démontre, d’'une maniére semblable, que le triangle déterminé par
les polaires des points a’, b’, ¢/, relatives a I'un quelconque des trois
cercles ex-inscrits au triangle donné ABC, est equivalent a ce dernier
triangle. G.

Question T15, T76, T17;
Par M. Joseru GRAINDORGE,

Eléve ingénieur des Mines a Lisge.
175. L'équation

xr x? x"
() Fle)=t1+ o+ D+t om——=o0

ne peut avoir deux racines réelles. (SYLvEsTER.)

Pour résoudre cette question, ainsi que les deux sui-
vantes, nous rappellerons la propriété connue, que deux
racines consécutives d’'une équation comprennent un
nombre impair de racines de I'équation dérivée premiére.
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L’équation (1), dont tous les termes sont positifs, n’ad-
met aucune racine positive. On peut P'écrire sous cette
forme :

z"

1.2.3...n

F(e) = F/(z) + =o,

d’olt
In
2 Fl)—m — ——M—.
(2) (=) 1.2.3...n

Si 2 est un nombre pair, F'(x) est négatif pour toute
valeur réelle de x autre que zéro; et si n est impair,
F’(x) est positif pour toute valeur négative de x. Donc,
d’aprés le principe rappelé, I'équation F () = o ne peut
avoir deux racines réelles.

776. L’équation

(F(x):l+7x+7—(z———:—])x“+...
(3) '
{\ +7(7+’1"2'(7.:'”—l)xn:0

ne peut avoir deux racines réelles quand y est o, ou
<—n. (SyrvesTER.)

On trouve facilement que I’équation proposée peuat
s'écrire

! (1 —2)F (=)

,
=
&

I

| vty

Premier cas. y > o.

L’équation (3) ne peut avoir que des racines négatives,
puisque tous ses termes sont positifs.
Soient « et 6 deux racines consécutives de cette équa-
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tion; si n est un nombre pair, en substituant succes-
sivement « et 6 a x dans P’équation (4), les facteurs
1-—a, 1— 6 seront tous les deux positifs, ainsi que a"
et 6”. Il en résultera que F’(a) et F'(€) seront néga-
tifs. Donc, « et 6 ne peuvent étre racines de I'équation
F(x)=o.

Si n est impair, «" et 6" seront négatifs, et F'(a),
F'(€) positifs. Par conséquent, si a est la racine que
I'équation admet (puisqu’elle est de degré impair), & ne
pourra étre racine de cette équation.

Deuxiéme cas. y<—n.

En remplagant, dans I’équation (4), y par — 7/, il
viendra

F(.T):-—).:_,.([_I\'Fl(‘r
“_fﬂiifhﬂ”ziif}@“?”zm

+ - 4
1.2.3...(n—1)

ou y’ sera >n.
L’équation proposée devenant

PG e A

F =1 — 9’z +
() 7z P

+'_7:_(_7"_ ... (y—nr=+1)
1.2...0

at = o0

ne pourra avoir que des racines positives, puisque scs
termes sont alternativement positifs et négatifs.
1° Si n est un nombre pair, il vient

F(x)z—;’—,(n-x) F/ ()

(=10 (Y—=nrn+1) (9 .
Y (7“)“*“’
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d’ou

L (,_x)p(x):(v’—l)-- -('r’—n+1)(_«,-' -1) -
Y /

1.2...(n—1) n

Comme y’ est plus grand que 7, le second membre de cette
derniére équation est positif pour toute valeur réelle de x.
Ainsi, le signe de F/(x) estle méme que celui de (1 — x).
Il s’ensuit que, si « et 6 sont deux racines consécutives de
I’équation F (x) = o, I'une d’elles doit étre moindre que
I'unité, et I'autre plus grande. Ce qui revient a dire
que I'équation F(x)= o doit avoir une racine comprise
entre o et 1, et une seule. Or, c’est ce qui n’a pas lieu,
car en remplacant x par o et 1 dans F(x), les résultats
de ces substitutions sont positifs. En effet,

F(o) =1,
et

V=1 (Y—=n+1)
1.2...1n

Fi)=1—9"+.. +

(l' — I)...('-y'——_n)
1.2...2 ?

parce que 7 est pair.
On voit donc que I'équation F(x) = o ne peut avoir

deux racines réelles, et par conséquent toutes ses racines
sont imaginaires.

2° Si n est impair, il vient

F(z) = ~;’7(1*x)F’(x)

_ =1 +l)|:7_'_1].z"::0,

1.2...(n—7) n

d’ou

(1— ) F'(x):: — (W =1)y'—r+ l)[z— —I]JJ'.

i
7 1.2, (n— 1) n
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Dans ce cas, F/(x) a un signe contraire a celui de
(1— x); donc, si a et € sont deux racines consécutives
de F(x) = o, il faut encore que I'une d’elles soit plus
petite et 'autre plus grande que 'unité. Mais, I'équation
étant de degré impair, si elle a deux racines réelles «, &,
elle en admet nécessairement une troisi¢me; donc deux
racines consécutives seraient plus petites que 'unité, ou
plus grandes que I'unité, ce qui est impossible, comme on
vient de le voir. D’ou il faut conclure que 1’équation
n’admet qu’une seule racine réelle.

111, 8i Déquation f(x) = o, du degré m, n’a que
des racines imaginaires, I’équation

Sflz)+af' (z) + af"(x) +...+a" fu(x)=0
n'aura, elle aussi, que des racines imaginaires.
(HermiTe.)
L’équation
F(z)=/f(z) +af' (z) +...+a"fu(zx) =0

est de degré pair, comme f(x) = o. Donc, si elle a une
racine réelle, elle en aura au moins deux que nous
pouvons considérer comme consécutives.
Or,ona
F(z)=/f(z) + a.F (z);

et si a, 6 sont les deux racines consécutives de F (x) = o,
il faut que F’(«) et F’(6) aient des signes contraires.
Mais Pégalité
F(z) =/f(x) + a.F (x)
donne
o=f(«)+ a.F (a),
o=f(6) +a.F'(6);

I'équation f'(x) = o n’ayant pas de racine réelle, f(a) et
f(8) ont le méme signe; il en est done de méme de I ()
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et F/(6), ce qui prouve que « et & ne peuvent étre ra-
cines de ' (x) = o; et, par conséquent, cette équation n’a
que des racines imaginaires.

Note. — Méme solution des questions 775, 776, 777 par M. Laisant, et
de la question 775 par M. Laduron, éléve a I'Ecole des Mines de Liége.




