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THEORIE DES SURFACES POLAIRES D'UN PLAN

(voir o° série, t. IV, p. 413);
Par M. PAINVIN.

————

Définition et propriétés principales des surfaces
polaires d’un plan.

1. L’ordre d’une surface est égal au nombre des points
en lesquels elle est rencontrée par une droite quelcon-
que; Vordre est égal au degré de 'équation ponctuelle.

La classe d'une surface est égale au nombre des plans
tangents qu’on peut lui mener par une droite quelconque;
la classe est égale au degré de 'équation tangentielle.

Soient une surface de n“™ classe et un plan fixe Py par
une droite quelconque D, située dans ce plan, menons
a la surface ses n plans tangents Ty, Ta,..., T,; j ap-
pellerai polaire (n — p)®" du plan P Uenveloppe d’'un
plan Q passant par la droite D et tel, que

]7

' 1 1 1 1
S ) (tang PDQ  tang PDT.) (tang PDQ tang PDT,)
(1)

1 1 |
L (tang PDQ ~ tangPDT, ) =o,

/
la somme s'élendant a toutes les combinaisons p a p des

’ . Py
différences correspondant aux n angles diédres PDT,,
<N N
pPDT,...., PDT,.

L'ordre des lcttres indique le sens de rotation des
angles; on regardera ces angles comme positifs ou néga-
tifs, suivant que la rotation ainsi indiquée a lieu dans
un sens ou en sens contraire.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, 1. V. (Février 1366. 4



((50)

Cette relation peut aussi s’écrire

. 2N
sinQDT,

in QDT, sin QDT;
sin , sin 2
(11) 2/\/\' A
p SN PDT, sin PDT, sinPDT,

2. Pour déterminer les surfaces polaires d'un plan,
je désignerai par (xo, Yo, Zo, %) les coordonnées du
plan P; par (x, y, z, t) celles du plan variable Qj; ct
enfin par (x;, y:, 2;, t;) celles du plan tangent T; passant
par l'intersection D des plans P et Q ; nous aurons, d’a-

prés les formules (11) (1™ partie),

l< -; .
- z',—}-—p.z‘, J.i:;/y.—{—lu.}, Zi:Xz,—Fy.z’
P P P
(1) . A
Ay pt oit sinQDT; &
j = ————— —_—
N
£ sinT,Dp "
Soit alors
(2) U(x,y, 3, t):70

I’équation tangentielle de la surface; les solutions de
cette équation donneront les coordonnées des plans tan-
gents & la surface. Si, dans I’équation (2), nous rempla-
¢ons X;, ¥iy %, t; par leurs valeurs (1), nous obtien-

, . A .
drons une équation en -, dont les racines seront les
I

rapports des sinus des angles des plans tangents T avec

les plans Q (x, y, z,t) et P (xy, yo, 20, o). En égalant
) 2\ A\ 7 .

4 zéro le coeflicient de (;) ou de (%) » nous expri-

\

!

merons que la relation (II) est satisfaite, car ce coefli-
cient sera, d’aprés ce qu’on vient de dire,

sin QDT, sin QDT, sinQDT,
sinlT,DP sinT,DP sinT,DP

.

)

P
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Nous aurons ainsi une relation entre les coordonnées
(x,y, z, t) du plan Q; cette équation en représentera
donc 'enveloppe et sera, d’aprés notre définition, 1'équa-
tion tangentielle de la polaire (n — p)**™ du plan P.

L’équation (2) étant homogéne, la substitution des va-
leurs (1) donne

(3) UQRay+pxy Ays—+ py, A3+ pz, My -+ pt) == 0.
La formule de Taylor

f(x+“7f+‘3:z+7’t+a)

d. d. 7.

a.
—+7(—1;+6z)f+...

.+@dy

d
=Sz, y,2,t) + <a;;

1 . d. d. d.\r
o (& AT dd
Tl.2.../)<adx+p(lf—+/dz+ dt>f+

appliquée a I'équation (3), en regardant o, £, 7, ¢ comme

respectivement égaux a %x, %y, -;fz, xﬁ 1, nous con-

duit a

g (BN au
Uo*FiAIUuﬁ s <)) AT A+ ..

N 1 _P_L n—2 E n—1 ) y n _
‘ Im A=U+<x) ““(a U=o,

aprés avoir adopté les notations symboliques

(4)

’AU d.+ d. d. td' PU
== X o— * — —_— —
; sf"’ e Ty TR T rhar) P
( ) ' d.
\AFU: x.d—x +Yo——
. U=U(=z,7,%¢t),
Uo::U(.’L‘“y‘,, 29y to)’

oL
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Car il est facile de se convaincre que
) ApUu = An—-p U,
c’est-a-dire

. d. . d. . d
6
(6) < fETT e (1z> U

d. " d. d. . d,)"’PU
= | Ty —/ - —_— — —_ .
* dx ‘yody—*.zodz }—"(lt, ’

il suffit pour cela de développer I'équation (3), en y con-

.y . . s A
sidérant o, 3, 7 ¢ comme respectivement egaux a ; To,

2 A A . . ,
Z Yoy . Zq, . t,, et d’identificr le résultat oblenu avec le

premier développement.
D’aprés cela, la (n — p)*m polaire du plan (x4, y,,
z,y t,) @ pour équation

d. d. d. d.\P
A,,U.,__<x =T :1;+z2z—+t2?> Uy=o,
ou

'A O (ad o, 2 ., d\ P
n—p U =\ o 30@‘*'3»% “ T =o,

(7)

\

ou bien la pme polaire du plan (x4, yo, 2o, Lo) a pour
équation
d. d.
A, U= (x o +7 E > Uy=o,
(7 bis) ou

d. d. d.\?
AI,U._ (-2'92;4—}’0@ l/[> U=

:~|=~

l

Nous conclurons de ce calcul que :

La (n—p)#m polaire dun plan est de la p™ classe,
ou la p*™ polaire est de la (n — p)*™ classe.

La (n—x)?*m polairc est un point: jec P'appellerai
point polaire du plan.
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3. On peut, dans la relation (IT), remplacer les rap-
ports des sinus par les rapports des distances correspon-
dantes. Désignons par d; et }; les distances d’un point du
plan tangent T; aux plans P et Q; cette relation de-
viendra

Mais si I'on suppose que le plan P s’éloigne a l'infini, les
plans Q, Ty, Ts,..., T,, qui se coupent suivant une méme
droite située dans le plan P, devicndront paralléles; les
distances d; pouvant étre regardées comme égales, la re-
lation ci-dessus donnera

(1) Dk =0,

2; étant la distance du plan Q au plan paralléle T; et
cette somme s'étendant a toutes les combinaisons p a p
des n distances Ay, Ayy.uny Ay

Ceci posé, imaginons qu’on méne a une surface de
nime classe tous ses plans tangents paralléles & un méme
plan quelconque ; soit alors un plan Q paralléle a ces
plans tangents et tel, que

2)., Ao . dp =0,

quelle que soit la direction considérée; le point Q
enveloppera une certaine surface que j’appellerai la
(n — p)?#me enveloppe diamétrale de la surface primi-
tive.

On voit, par ce qui a été dit ci-dessus, que les enve-
loppes diamétrales sont les polau'es du plan a linfini.

Les coordonnées du plan 4 l'infini sont infinies ; mais
on voit facilement, par les formules de la premiére par-
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tie, que ces coordonnées sont entre elles comme les con-
stantes m, n, p, g (1™ partie, 1, 3, 4). Donc:

La (n— p)?re enveloppe diamétrale se déduira de
la (n— p)é" polaire du plan (x4, y0, 2,5 t), €n y
remplacant ces coordonnées respectivement par les con-
stantes my n, p, ¢.

4. Avant de passer a I'étude des principales propriéiés
des polaires, je ferai quelques remarques sur les formes
symboliques que j’ai employées. Et d’abord je prendrai
la notation plus générale

i d. d. d. d.\P
‘ ApU:<Ii§;+)’i—y+Z, + & > U,

8 dt
(8) ‘ A U d. d. d. td' "—pU
LT dx+‘ydy+zd_’+ de v

qui donne, sous deux formes différentes, la p" polaire
du plan P; (x;, y,, 7., t:).
Je vais démontrer les deux identités
{ (9) & (8,0) =4, (8,1,
(10) A,',(A;,U) = A;H_,]U

La premiére de ces relations rendue exPlicile donne

d.+‘d. 7 {l.+ PU
zj o ]J@-}—... Lo

Or le terme général de la fonction H est

; d%tR+y+iy

TpIy e SN P a
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et, par suite, le terme général du premier membre de
Pégalité (1°) sera

’

P!7' %y 2B 2 3, Lu /370‘
Al Blglalal plyl ol 0 75 o OB A
(2°)

de+R+y+d+o+p+y+d g

dz*+ oc,dyﬁ—i—fs, do? 7 g+ 0, ’

en admettant que les nombres entiers positifs «, «,, etc.,
vérifient les relations

[e+B+y+d=p,
?m+&+w+&:¢

(3°)

En opérant de la méme maniére sur le second membre de
I'égalité (1°), on retrouve la méme expression pour le
terme général. L’identité (9) est donc vraie. On démon-
trera l'identité (10) en introduisant I'hypothése j=1i
dans D'expression (2°), et en ayant égard i l'identité
(r + a) (x+a)! = (x + a)P¥.

5. Trtoreme I. — §i par une droite fixe D on méne
les plans tangents & une surface donnée par son équa-
tion tangentielle, le produit continu des sinus des
angles d’un plan quelconque Q passant par cette
droite D avec les plans tangents est proportionnel au
résultat de la substitution des coordonnées de ce plan
dans le premier membre de l’équation de la surface.

Ce théoréme n’est que la traduction de 'égalité sui-

vante, qui nous est fournie par I'équation (4),

NN L LN
sin QDT,.sinQDT....sinQDT, _ U(a, y,3,¢)
U (xo’ o3 Zos &)

sin PDT, . sin PDT,. .. sin PDT,

6. Tatorime Il. — Le point polaire d’un plan est le
centre harmonique par rapport au plan des points de
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contact des plans tangents issus d’une droite quelcon-
que situce dans ce plan; le centre harmonique reste donc
invariable lorsque la droite se déplace dans le plan.

Soient Ty, T,,..., T, les points dc contact des plans
tangents T,, T,,..., T, menés a la surface par une
droite I située dans un plan fixe P; le point polaire du
plan P est 'enveloppe des plans Q satisfaisant (I) a la
relation

° n _ I 1 T
(l ) N - \_i— N e TN

tangQDP  tangPDT, tangPDT, tang PDT,

.

Or, je dis que le plan Q passe par le centre harmo-
nique C, par rapport au plan P, des points T, T,,. ..,
T,. Menons (*), en effet, par C un plan perpendiculaire
i la droite D, et désignons par t;, ts,..., t, les points
d’intersection par ce plan auxiliaire du faisceau (MT,,
MT,,..., MT,), M étant un pointquelconque du plan P;
et soient (Ot,, Ots,..., Ot,, Op, Og) les interscctions
par ce méme plan auxiliaire des plans (DT,, DT,....,
DT,, DP, DQ). D’aprés la définition du centre harmo-
nique d’un systéme de points dans I'espace, le point C
sera le centre harmonique, par rapport a la droite Op,
des points (#;, ts,..., #,) situés dans le plan auxiliaire.
Menons enfin par le point C une droite perpendiculaire
a Op, et soient (p’, ¢', 7, ¢,...., 1, ) les intersections
de cette perpendiculaire avee les droites (Op, Og, Ot,,
Ot,,..., Ot,). D'aprés la définition du centre harmo-
nique d'un systéme de points dans un plan, le point C
sera le centre harmonique, par rapport au point p’, des
points (?,, %,,..., t,) situés enligne droite avec p’; nous

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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aurons par conséquent

(20) ‘nl:%—+“7{"l'+"'+—:l—7'
Cp p't, P, r'e,
Mais si nous remarquons que
2N g P
tang QDP —= 677’ tang PDT, = O—I—)7~
la relation (1°) nous donne
n 1 1 1
(3°) el sl Bl S e a
P Pt Pt rt,

De la comparaison des égalités (2°) et (3°) résulte
p'C=p'q, cest-a-dire que le point C coincide avec le
point ¢/, ou enfin que le plan Q passe par le centre har-
monique C, par rapport au plan P, des points de con-
tact Ty, To,..., T,.

Orle plan Q est tangent au lieu des centres harmoni-
ques. En effet, le point de contact d'un plan tangent est
Pintersection de ce plan avecles plans tangents infiniment
voisins; par suite, si nous considérons des faisceaux de
plans tangents infiniment voisins du précédent, le point C
restera le méme, et les plans Q' correspondant a ces fais-
ceaux se couperont au point C; donc le point C est le
point de contact du plan Q. Ainsi les plans Q envelop-
pent le lieu des centres harmoniques des points de contact
des plans tangents issus d’'une droite quelconque du
plan P; or, Uenveloppe des plans Q est un point, point
polaire des plans P. Donc, etc.

Lorsqu’on suppose le plan P a l'infini, le centre har-
monique devient le centre des moyennes distances, et
nous avons ce théoréme :

Si lUon méne & une surface de n*m classe tous
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ses plans tangents paralléles & un méme plan, leurs
points de contact auront pour centre des moyennes dis-
tances un point fixe, quelle que soit la direction du
plan considéré, et ce point fixe est le point polaire du

plan a Uinfini,

Je donnerai a ce point le nom de centre des moyennes
distances de la surface.

7. Tutorime III. — 8¢ deux surfaces de n*™ classe
sont tangentes aux mémes points & un méme JSaisceau
de n plans, le point polaire d’un plan quelconque pas-

sant par I'aréte du faisceau sera le méme pour les deux
surfaces.

Car le point polaire coincide avec le centre harmo-

nique, lequel est évidemment le méme pour les deux
surfaces.

Cororrare I. — 8¢ P est le plan consideéré passant

par Uaréte du faisceau, et si, par une droite quelcon-

ue D située duns ce plan, on méne les plans tangents
) P 8

Ty, Ty,..., T, @ la premiére surface, puis les plans

tangentsty, ty,. .., t, & la seconde, on aura la relation

1 I

<N 2N
tang PDT, tang PD¢;

Le point polaire du plan P est en effet le méme pour
les deux surfaces; or, si Q est le plan passant par la
droite D et le point polaire commun, on a (I)

n - 2 1 n . 1
y - U P PN
tang PDQ tang PDT,  tangPDQ tang PD¢;

ce qui démontre la relation énoncée.

ConorrLAIrg II. — Par une droite fixe D, menée dans
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un plan P, soient menés les n plans tangents Ty, T,,...,
T, & une surface de n*™ classe; maintenant, par une
droite quelconque D' située dans le méme plan, condui-
sonsles n plans tangents ty, tyy. ..y 1,5 puis, par cette
méme droite I et les points de contact des plans tan-
gents Ty, Ts,. .., T,, menons les n plans D'ry, D'ry,...,
D'r,; on aura la relation

I I

PR 2O~
tang PD'¢; tang PD' ry

Nous pouvons en effet regarder les n points de con-
P S
tact des plans tangents primitifs comme une surface de
nime classe; et alors les plans tangents menés a cette sur-
face par la droite D’ ne sont autres que les plans D',
q 19
D'rey,...,D’'r,; le théoréme énoncé n’est donc qu'un cas
2y ’ ny q
particulier du corollaire précédent.

Corovratee III.—Lorsque deux surfaces de n*" classe
sont tangentes aux mémes points & un méme faisceau
de n plans paralléles, ces deux surfaces ont le méme

P p )
centre des moyennes distances.

En effet, le théoréme (III) est encore vrai lorsque la
droite d’intersection des plans est a I'infini; et alors, le
point polaire d'un plan quelconque P paralléle aux plans
tangents communs sera le méme pour les deux surfaces;
or, lorsque le plan P est a l'infini, le point polaire est le
centre des moyennes distances.

8. Tatorime IV. — L'enveloppe des plans dont les
p*m polaires touchent un plan donné P, est la
(n—p)@m polaire de ce plan.

La p*" polaire d’un plan P, est

d. d. d. d.\"P?
AU = = | x— —_— — - —o0:
PU A, U, (l‘dx-i-]'dy +zdz -+t dt> U =o;
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cette surface devant toucher le plan fixe Py, on aura

(.r d.+ (l.+ d. d. "“I'U__ .
\.d[ ]‘0'(7)’- zo[l—z-—f-t‘,(—”- 1 == 0;

ou, en regardant (xy, y,, z;, t;) comme des coordonnées
courantes,

d. d. A, d.\"r .
(-Tac—i;—l—y.,@—l—zo;i—z---:—t.,E) U =o;
c’est précisément la (n — p)# polaire du plan P,.

De ce théoréme nous concluons les cas particuliers sui-
vants :

L'enveloppe des plans dont les premiéres polaires tou-
chent un plan fixe cst le point polaire de ce plan; donc
ces plans passent par un point fixe.

L’enveloppe des plans dont les points polaires parcou-
rent un plan fixe est la premiére polaire de ce plan.

L’enveloppe des plans dont les p polaires touchent
le plan & I'infini est la (n -—p)?m enveloppe diamétrale
de la surface.

9. Tatorime V. — Les premiéres polaires de tous les
plans passant par un point fixe ont (n — 1)* plans tan-
gents communs, qui sont les (n — 1)* plans ayant pour
point polaire le point fixe.

Nous venons de voir, cn effet, que I'enveloppe des
plans dont les points polaires sont sur un plan fixe est la
premiére polaire de ce plan; et réciproquement, tout plan
tangent a la premiére polaire d’un plan a son point polaire
sur ce plan; cette réciproque résulte du méme calcul. Or,
soit un point fixe O ; imaginons un plan P passant par ce
point; les plans dont les points polaires décrivent le
plan P sont tangents & la premiére polaire S de ce plan,
surface de (n—1)" classe. On voit de méme que les
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plans ayant pour point polaire le point O doivent aussi
étre tangents aux premiéres polaires §', §” de deux autres
plans P’, P” passant par le point O. Ainsi tout plan tan-
gent commun aux trois surfaces §', 8, S” a pour point
polaire le point O, et réciproquement. Mais ces trois sur-
faces, qui sont toutes trois de (7 — 1)*" classe, ont
(n — 1)* plans tangents communs. Donc le point O est le
point polaire de (z — 1)* plans, etc.

10. Tutorime VI. — Le point polaire d’un plan tan-
gent a la surface est le point de contact de ce plan tan-
gent; et réciproquement, lorsqu’un plan conticnt son
point polaire, ce plan cst tangent & la surface au point
polaire.

Car le point polaire du plan P, est

Lo dU (AN ‘ dU ot 'dU .
( ) * dr 0+y dy o_ﬁz dz /, (W o—o’

or, si ce plan est tangent a la surface, on a
(2°) U (265 Yoy 205 &) == 0}

ces équations donnent précisément le point de contact
du plan P, (premiére partie). Réciproquement, en expri-
mant que le point polaire est sur le plan, on a

- 4u N tlU) 4z dU ; dU
o \dz ), Yo ’(Bj/“ 0E0+0 @,
=nrU (J"o, Yoy 20y [0> =03
c’est-a-dire que le plan P, est tangent.

11. Tutorime VII. — Les plans tangents aux points
ol un plan fixe coupe une surface sont en méme temps
tangents a la premiére polaire de ce plan.

Nous avons vu en effet que la premiére polaire d’un
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plan P est 'enveloppe des plans dont les points polaires
décrivent le plan P (8); par suite, sile point polaire est
un des points de l'intersection du plan P avec la surface,
le plan dont il est le point polaire sera en méme temps
tangent a la surface en ce point (10). Donc les plans tan-
gents & la surface aux points ou elle est coupée par le plan P
sont en méme temps tangents a la premiére polaire de
ce plan. Réciproquement, tout plan tangent commun i
la surface et 4 la premiére polaire du plan P est tangent
en un des points d’intersection du plan avec la surface;
car le point polaire est a la fois sur le plan P (8) et sur le
plan tangent (10).

12. Tatorime VIII. — Les plans tangents aux points
ot une droite rencontre la surface sont tangents en
méme temps & la premiére polaire d’un plan quelconque
passant par cette droite. Une surface de n*"¢ classe
est, en géneral, de l'ordre n (n —1)?.

Soit D la droite donnée, P un plan passant par cette
droite, et S la premiére polaire de ce plan; les plans tan-
gents aux divers points de la courbe d’intersection de-
vront toucher la surfaces (11). 1l en sera de méme pour la
premiére polaire S" d’un second plan P’ passant par la
droite D. Ainsi tout plan tangent a la surface en un point
ou elle est rencontrée par' la droite D devra toucher aussi
les premiéres polaires S et §'. La réciproque est visible,
car le point polaire d’un plan tangenta S ct §' estsur la
droite D (8); et comme le plan touche la surface primi-
tive, le point polaire est le point de contact (10). Or, les
trois surfaces considérées étant des classes respectives n, -
(n—1) et (n—1),elles auront, en général, n (n—1)* plans
tangents communs. Donc la droite D rencontre la surface
en n (n —1)* points.

(La suite prochainement. )



