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COMPOSITION MATHEMATIQUE
donnée en 1864 aux candidats i I'Ecole Polytechpique (2 sujet) ;

SornuTioNn pe M, Cu. CAYLA,

Répétiteur au collége Rollin.

On donne sur un plan unc circonférence (O), un
point A et une droite (D). Du point A on méne unc
droite qui coupe (D) en un point B; sur AB comme dia-
métre on décrit une circonférence; cette circonférence
etla circonférence O ont pour corde commune une droite
qui rencontre AB en un point M. On demande le licu
décrit par le point M, lorsque la droite AB tournc autour
du point A.

1° Le point A et la circonférence O étant fixes, exa-
miner quelles sont les différentes formes que présente
le liew (M) lorsque U'on considére des droites telles que
(D), paralléles entre elles.

2° Faire voir que les différentes courbes ainsi obtenues
passent par quatre points fixes ct ont leurs axes paral-
leles.

Je prends pour axes de coordonnées la perpendiculaire
et la paralléle menées par le point A 4 la droite donnée D.

Soicnt a et b les coordonnées du centre O, I'équation
de la circonférence donnée est

(1) x4y — 2ax — 26y + p*=o,

en posant
pr=a’ -+ bt — r2,

La sécante mobile AB a pour équation

(2) y = mx.
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L’équation du second cercle dont le centre est au mi-
lieu de AB est

(3) 4y — ax — may =0,

a étant I'abscisse de la droite (D).
La corde commune, ou I'axe radical des deux circon-
férences, a pour équation

(4) (2a — )z + (26 — ma)y — p*=o.

Eliminant m entre les équations (2) et (4), on a I'équa-
tion du lieu

(5) (2a — )zt + 2bxy — ay*— p*x—o0
Donc le lien du point est une conique.

Discussion. — La quantité dont le signe caractérise le
genre de la conique est

b2+ a(2a—a) ou —[a—(a+d)]|[a~+ (d—a)],
d représentant la distance OA.

En considérant o« comme une coordonnée courante,
chacun des facteurs, égalé a zéro, représente une paral-
léle a I'axe des y, et qu'il est facile de construire. On a
ainsi deux droites D', D” paralléles a D.

Si la droite D est située entre D/, D’, le lieu est une
hyperbole; si elle est extérieure & ces deux paralléles, le
lieu est une ellipse. Enfin, si elle coincide avec 'une de
ces paralléles, le lieu est une parabole.

Quand le lieu est une ellipse, cette ellipse se réduit a
un point, qui est P'origine, pour une valeur infiniment
grande de z, et elle devient une circonférence lorsque
b =0 et a =o0.Dans ce cas le point A est le centre du
cercle donné.

Si la droite D se confond avec I'axe des y, on aura
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a = o, el I'’équation du lieu se réduira a
2az® + 2bxy — p*x = o.

Cette derniére équation représente le systéme des deux

2

droites x = o0, ax + by = £,
2

Lorsque a = a, la droite D passe par le centre du cercle
donné, et le lieu représenté par I'équation (5) est une
hyperbole équilatére.

Le lieu est une parabole lorsqu’on a
a—=a-+d ou a—a—d.
1’équation (5) peut s’écrire
a(z?+y*)— z(2a2 +2by — p*) =o;

sous cette forme on reconnait I'équation générale des co-

niques passant par les quatre points d’intersection de la
conique x* + y* = o avec les droites

p?
r=—o, ax -+ by—; =o.
Donc, les différentes coniques obtenues en faisant varier o
sont tangentes a l'origine a I'axe des y, et elles passent,
en outre, par deux points imaginaires conjugués dont il
serait facile d’avoir les coordonnées.

L’équation qui fait connaitre les coeflicients angulaires
des axes est

a
u’—+—2zu~1:o.

On voit que quand la droite D se déplace parallélement a
elle-méme, les directions des axes des coniques ne chan-
gent pas. Les coeflicients angulaires des axes ont pour

axd _, . ‘s s ;
valeurs ———* L’équation qui fait connaitre les coef-
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ficients angulaires des axes montre que ces coefficients ne
dépendent que du rapport 2. par conséquent les axes des
coniques conservent toujours les mémes directions quand
le centre O du cercle donné se déplace sur la droite AO.

11 est facile d’avoir le lieu des centres des coniques ob-

tenues quand « varie. On reconnait que c'est une hyper-
bole tangente au point A 4 ’axe des abscisses.




