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QUESTION DE LICENCE;
SorurioNn pE M. Tu. DIETU,

Agrégé, Docteur és sciences.

.

1. ProsrLiME DE MEcANIQUE.

Un point matériel, astreint a rester sur un cone de
révolution, est sollicité par une force dirigée vers le som-
met, proportionnelie & la masse du point matériel et a
ses distances au sommet. Il part d’une position donnée A
avec une vitesse v, dirigée suivant une tungente AT au
céne. Quel sera le mouvement du point matériel? On
fait abstraction du frottement.

Le sommet du cone est pris pour origine, et son axe
pour axe des z; le plan zx passe par la position initiale A ;

Y,

P'angle de la direction AT de la vitesse v, avec la tan-
gente Ay’ au paralléle AB du cone sera désigné par ¢,
AOz par a, AO par r,, AC par z, et OC par p,.

Soit M la position du point matériel a la fin d'une
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durée t comptée depuis le commencement du mouvement.
x, y, z représenteront les coordonnées de M, r la dis-
tanceOM, p sa projectionONsurle plan xy,6 I'angle NO.x,
et v la vitesse du mobile.

Le principe de Leibnitz donne v* = kr* 4 C, ou

(1) dx?+ dy*4- dz*— (kz*séc’a + C)dr?,

C désignant la quantité ¢} — kr}, etk la force rapportée
aux unités de masse et de distance. k sera positif pour
une répulsion, négatif pour une attraction.

Le principe des aires s’applique au mouvement pro-
jeté sur xy, car la réaction de la surface rencontre tou-
jours I'axe des z, On adonc p*d6 = C'dt, ou

(2) xdy — ydx = C'dt,
. [ de
14 9 N
C’ désignant p“(—d;)oou PoV, COSE, cCar p, <E>oest la

composante de v, suivant Ay’.
De I'équation (2) et de I’équation différentielle du céone,

rdx + ydy = zdz tang’a,
on déduit

(z2+ y?) (dr*+ dy?*) = C' *de* + 2°dz? tang' «.

Remplagant x*+-y* par z* tang*a, dx*+ dy® par sa
valeur tirée de I'équation (1), et résolvant, il vient

zdz.tanga séca

(3) dt:i

vz tang? o séc’a + Cz? tang?a — C'*

La quantité sous le radical serait un carré si 'on avait
Csin?a + 4AC'2 ou (02— Ar2)*+ 44r2e? cos’e — o,
.. T 2 g ( .
ce qui exige ¢ = —avec v; = kr| pour une répulsion, et

29.
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¢ == 0 avec v: = — kr; pour une attraction; mais ces cas
particuliers seront d’abord écartés.
En posant

ztanga — u, Csinacosa=—=2n et C'cosa=p,

la formule (3) se réduit a

2(1[:+—i”———-

T Vkw+ 2nu — p?
Atiraction, — Soit k= —u*. On a

e du
2 - -

dont Iintégrale est

oup(t =4 g)=Zzarccos

v désignant la constante arbitraire. L’intégrale de I'équa-
tion (3), c’est-a~dire de celle qui s’en déduit par la sub-
stitution de — p? a k, est done,

pizitange =n -+ \ni— pipt.cos2p(t + )
quel que soit le signe a prendre dans le second membre.
La condition d’avoir z = z, pour ¢ = o donne

227 tangue — n
Ccos2py =— D“L

\/”2_ Pzpz

.

Cetle valeur de cos2py sera entre —1 et + 1, puisque
le mouvement doit avoir lieu; c’est ce qu’on verra d’ail-
leurs facilement en remplagant n et p par ce qu’ils repré-

. a . k3 . . .
sentent. Soit 7' I'arc compris entre o et — qui satisfait;
2p

— 7' satisfait aussi. Le mouvement de la projection du
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mobile sur Oz est déterminé par une des intégrales par-
ticuliéres
(4) pizttanga==n + \n’ — p’p*.cos2p (¢ 5y ).
Les valeurs de z sont croissantes ou décroissantes a partir
de z, sclon qu’on prend — ou + devant y’; le premier
signe répond donc au signe supérieur dans la formule (3),
et a une vitesse initiale dirigée du c6té de AB opposé au
sommet, tandis que le second répond au signe inférieur
dans la méme formule et 4 une vitesse initiale dirigée du
cOté du sommet ou suivant Ay’'.

Quel que soit le signe qu’on doive prendre dans la for-

mule (4):
1° Le mobile ira de sa position initiale jusqu’a un des
plans situés du co6té des z positifs, représentés par

(5) prattanga = n == (o — pipt,

puis de ce plan a ['autre, et ainsi de suite. 8’il va d’abord
vers le plan le plus ¢loigné du sommet, il y arrive pour
s le plan le plus éloigné d. t, iy
=v'; s'ill va d’abord au contraire vers le plan le plus
. . B . ki3
voisin du sommet, il y arrive pour t = P 7' s enfinla

durée du passage d’un de ces plans a l'autre est tou-
T

jours
2p

2° z reprend périodiqguement les mémes valeurs pour

des valeurs de t en progression par différence de raison

T . .
égale a —» a partird’un instant quelconque.
J7A

¢

De I'équation (4) et de p*df = C'dt qui revient a
z'tanga.df = L _dt, ontire
sin «

pul «lt

db =

e

Mz g ar— pipt L cosop (b g’
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Posant
(” - \/”T* H’p’) =a{n+ \/m) s

cette formule se raméne a

do— 1 _Alatangp(sy)]
T osine 14 a"tang’y.(t$7'),

dont Pintégrale, prise de telle sorte que 6 = o répondc a
t=o0, est

(6)0= ;:]— %arc tang[ @ tangp (¢ 3= ")) Earc tang(atangpy’);.
[~

D’aprés cette formule, ot I'on doit adopter les signes
supérieurs ou inférieurs, respectivement associés a ceux
des formules (4) et (5), selon que le mobile s’éloigne on
se rapproche d’abord du sommet :

1° 80 le mobile séloigne d’abord du sommet, on a

© arctang (a tangpy' . . .
0= gl g, lorsqu’il arrive sur le premier des

sina
plans (5), et si au contraire il se rapproche d’abord du
4 §=-—|Z t guy') | lor
sommet, on a § = —— | = — arc tang (@ tanguy’) | lors-
sine | 2 )
qu'il arrive sur le second de ces plans. Pendant que le
mobile passe del’un & lautre, § augmente constamment

e —-
251N«
. T .
2° 0 croit toujours de — dans des intervalles de
sina

[P T . .
temps successifs égaux a - a partir d’un instant quel—
[L

CO"(]UE.

En rapprochant cette derniére conclusion de son ana-
logue relative & z, on voitque :
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Le mouvement considéré a partir d’un instant quel-

conque est périodique. La durée de la période est = .
‘L

A la fin d’une période le mobile se trouve sur le méme
paralléle qu’au commencement, mais dans une position
différente. Ses vitesses au commencement et a la fin ont
la méme valeur, et leurs directions font des angles égaux,
dans le méme sens, avec le paralléle.

. ™ e . .
Si oo ¢tait contenu un nombre entier de fois dans un
S @€
multiple 2N7 de 27, c’est-a-dire si 2Nsina était un

. . Nmo, i .
nombre entier N/, aprés une durée — écoulée a partir
©

. dz
d’un instant quelconque, z, r, — = €t auraient repris les

mémes valeurs, tandis que 6 aurait augmenté de 2N
le mobile serait donc dans la méme position et aurait la
méme vitesse en grandeur et en direction qu’a I'instant a
partir duquel on le considére. Dans ce cas seulcment, la
trajectoire est une courbe finie.

Quand ¢ = o, c’est-a-dire pour une vitesse initiale
dirigée suivant Ay’, I'équation (5) donne z=12z, et
g Y leq 0

0y COS [4
z = ~——ou z,.—- Selon qu’on a v, >pur, ouve< ur,,
©* BT

le mobile s’éloigne d’abord du sommet ou s'en rapproche.

Si avec e = 0 on a v,=pr, les plans (5) se confon-
dent tous deux avec celm du paralléle AB, et cela indique
que le mobile décrit ce paralléle. Dans ce cas particulier,
en cffet, la valeur (3) de dt serait imaginaire si l'on
n'avait loujours z = z,, car la quantité sous le radical,
(substitution faite de — p* A &), se réduit a

— ptangie sectx (2 — za)%.
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L’équation (1) donne v = v, et I'équation (2)
/ »
d—ng, = -V—", don 6="1¢
a  p P Po
Répulsion. — Soit k= p*. On a

2dt::_"'_ du .

V=)

Posant p?u + n = £ Vn*+ p*p?, il vient

di
VE—1

opde =k
dont l'intégrale est
2p(yke)=1(£+ VE—1),
y désignant la constante arbitraire. On tire de la

E= = (e20(rE) L ,—2m(=0),

2
Parsuite, I'intégrale générale de I'équation (3), substitu-
tion faite de pu* a k, est

piz? tangu = ! Vri o pipi(e?rrEh e—2P(7i')) — n
2

Pour avoir I'intégrale particuliére qui convient au pro-
bléme, il suffit de déterminer y par les deux formules
_ pizitanga—+n

& —
o

1 e R—
g = 2H-1(50+ VEi—1).

Quand le mobile se rapproche d’abord du sommet du
cone, il faut prendre les signes inférieurs; alors z décroit
jusqu’a la valeur positive donnée par

pzitanga = \/;‘—4— y.’;“ - n,
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puis croit ensuite indéfiniment. Quand au contraire le
mobile s’éloigne d’abord du sommet, il faut prendre les

signes supérieurs, et alors z croit toujours a partir de sa
valeur initiale.



