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NOTE SUR LE LIEU DES FOYERS DES SECTIONS CENTRALES
DES SURFACES DU SECOND DEGRE;

Par M. V.-A. LE BESGUE.

Pour simplifier le calcul, on suppose que les axes des
coordonnées sont aussi les axes principaux de la surface
qui a pour équation

(1) Ax*+- By?+ Cz*—=1;

on représente par

(2) mx + ny +pz=—o

le plan de la section, et par

(3) 224 =

le carré d’'un demi-diamétre de la section. En exprimant

que 7 prend sa valeur maximum ou minimum au moyen
des ¢yuations

£dr—+ydy +zds=o,
mdzx + ndy + pds=—=o,
Axde + By dy + Czdz = o,
(_z’i
dr
m(B—C)yz +n(C—A)zzx +p(A—B)zy—=o,

e . , ., d , .
on a, en éliminant les dérivées d—‘y, » VVéquation
&

ou bien
(4) moayz + nBzx + pyzxy =o,
en posant, pour abréger :

B—C=a, C--A—=f A—-B=y.
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Ces équations donnent immédiatement

a+B+y9=o0, 4B+ 9?=—2(af + By + ),
2A+ BB+ yC=o,
a?A?+ BIB? + 9?C? = — 2(aBAB + ByBC + y2CA),

résultats qui serviront bientot.

Les équations (1), (2), (4) donneront x, y, z; puis (3)
donnera r. Mais le calcul de r peut se faire plus directe-
ment comme il suit.

Les équations (2) et (4) donnent

5 m — n — P —
O = T e e e

et, cn mettant pour a, 3, 7 leurs valeurs, conduisent a

ro= ——2 Ay =—" re—= —2L
= OTTAr YT I 5B —1—Cr

Mdis on a
M= Nzt Ny 4 N2
Vr2=Arz’+Br:2y*+ Cr2i?z?,
d’oti I'on tire par la soustraction
(1—Ar) X2+ (1—B7r) ¥y’+ (1—Cr?) M2 z22=o;
puis, mettant pour Ax, Ay, 1z leurs valeurs, il en résulte

In2 + ”2 + pZ
=0
1— A7 1 —Br 1 — Cr? ’

et par conséquent I'équation
(BCm*+ CAn*+ ABp®)r?
—[(B+C)m*+ (C+ A)r* + (A +B) p*]r?

+ (m* 4+ 4-p*)=o,
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ou, pour abréger,
(6) Lri—Mr24+ N=—o.
Les deux valeurs de r? étant
M ==y M — 4LN
—_—
2L

VM — 4LN

T

la différence

prise en valeur absolue, sera le carré de la distance du

centre a un des foyers.

Le carré p* peut s’exprimer comme il suit en fonction
des coordonnées du foyer. On remarquera que les équa-—
tions (2), (4) étant homogénes, on peut y remplacer les
quantités x, y, z par des quantités proportionnelles.
Ainsi, aux coordonnées des sommets on peut substituer
celles des foyers, et I'on aura, ces coordonnées étant x,

NERZ

m n

r(Bz*— yr?) :y(yx’-— az?) z(ay?— Br?) -

ou bien encore

m=pz(pz’—y?), r=py(yr—az),

p=pz(ey’—Ba?),
ou, pour abréger,

m=pzxX, n=pyY, p=—ypzZ.

Substituant dans la valeur de
2 —_ 2 + 2 + z? —
p x Y L

on aura d’abord

L

VM — 4LN

— = BCx*X?+4 CAy?Y?+ AB2*Z?,
fL
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et en remplacant X, Y, Z par leurs valeurs, et simplifiant
au moyen de ’équation

a?A?+ B2B*+9?C* = — 2 («BAB + ByBC + y2CA),
il viendra
L
— = (Az?+ By?+ Cz*) (Aay?z? + BP2z22® + Coylaty?).

Le calcul de -—l; VM?—4LN est plus compliqué. On a
Il.
d’abord, réduction faite,
— 4LN = &*m* +82n' + 9*p' — 2By n*p?
— 29ap*m?— 2aBm* n?,
puis, en remplacant m, n, p par leurs valeurs, celle de

Lr VM2 — 4LN devient
!I.

Vara' X+ By Y2 2 — 2 By y* 22 Y 2 — 2 9222 22 22 X2 — 2 2B 22y X2 Y2,

ou bien encore

V(Bz2— ya?)? (g2 —az? 2 (ay’ —Ba?) = X2 Y?Z' = += X YZ.
Ce résultat, qui ne suppose pas la relation
a+fB+9y=o,
s’établit comme il suit : on met la quantité radicale sous
la forme
(22t X?— 2ay2?2? 2 — 2.aBx? y? Y2 ) X2 4 (By*Y? — ¢ 22Z2),
et comme on a
By’ (v2?— az’)— g2t (ay?—pr')

=By (72 &t 4+ a2 2*) — g2 (ol yt + Brat)

=(B7— %) (2’ — Py ')

= X (a?y?z’— By='),
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la quantité sous le radical est donc divisible par X*, On
prouve de méme qu’elle est divisible par Y? et par 22, d’ou
il suit que X*Y*Z* est diviseur de la quantité radicale.
Comme cette quantité est du douziéme degré en x, y, z
aussi bien que le produit X2Y?Z?, il suffit d’ordonner
pour trouver le quotient.

Dans la quantité radicale, la plus haute puissance de x
se trouve dans les termes

BZ]-‘Yd + .72zlz‘___ 2 [37J2ZTY2Z2’
ou
(br Y — 22 = [X (w22 — By .

C’est donc (32y*X*®. x* qui est Ic premier terme de la quan-
1ité radicale ordonnée par rapport a x.

Dansleproduit X*Y*Z2 ou X*(y x® — o 2%)*(ay*— 3 x%)?,
le terme en x® est aussi 52X x®. Le quotient est done
I'unité.

On aura donc
5 (#*+y+2") Az*+ By + Cz%)(A o2 y 25°+ B B2 22 2+ Cop? %y ?)
U ==£pz2— ) (v2 —a7) (2’ — B2°).

(@)

Cette équation ne différe de celle donnée par M. Pain-
vin (Nouvelles Annales, p. 490, 1864) que par lc dou-
ble signe du seccond membre. Pour le voir, il suffit de

1 I I .
remplacer A, B, C par prilycibet alors «, 3, y deviennent

(.2_[)2 a? — ¢? bz_ a?
22 0 202 0 2 )2
bic a‘c a

9

I r: z?
pr— =g (0= )R - ) 5,

1 [ 3?

gt — az? = | (b°— e*) = + (b*— az)‘fﬁ],
c? a?

‘l.')

g L[ ..
ayt-—- Ba? o= — L(c’~ a*) o -+ (¢ — b?) 17]..
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puis
Aa’y?2? 4 B2 22 + Cytarty?
devient

252 2 a2 202
;:71,—,[(0’— b’)"z—z— +(a*— e*)? T (bz_az)z"’f ] .
"o

b2 e c a? abr |’

de sorte qu’en multipliant par a?5%c?, et prenant le signe
supérieur, on a précisément le résultat de M. Painvin.

Il reste 4 examiner sil faut toujours prendre le signe
supérieur.

Remarque. — 1 résulte de ce qui précéde que I'équa-
tion biquadratique & quatre inconnues
st—a?t' + b ut + vt — 2bcue? — 2act?v - 2abt*u?
devient une identité en posant
t=z (b2 — cy?),
w =y (cz* — az*),
v =z(ay*— bz?),
s = (bz*— ¢y?) (ex* - az’) (ay* — ba?).
On prouve de méme qu’on peul prendre
t =x(by*— cz?),
u = y(cz* — axzt),
v = z(ax*— by?),
s = (by*— cz?) (cz* — ax?) (az® — by?),
On trouve ainsi une infinité de solutions en nombres

entiers quand a, b, c sont des entiers de signe quel-
conque.
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