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NOUVELLE METHODE POUR DETERMINER
LES CARACTERISTIQUES DES SYSTEMES DE CONIQUES

(voir page 38%);

Par M. H.-G. ZEUTHEN (pe CoPENHAGUE).

IX. — Cas particuliers de la détermination des caracté-
ristiques des systémes de coniques qui ontun contact du

second ordre et deux du premier ordreavec des courbes
données.

40. Nous nous contenterons de considérer les cas ou
deux des courbes données se touchent.

Supposons premiérement que les courbes C,, . et
C,.,, ., dont les contacts avec les coniques du systéme
sont du premier ordre, se touchent en un point 6. Alors
selon le n°® 23, le systéme [(C,, .)?%, Cu,,n,,Cinyyny | se di-
vise en deux: [(C,,.)? Cu,,n,0] [(Cun,n)?s Cinyyn,—Conyy 1y
et unc caractéristique du systéme général comprend deux
Sfoisla caractéristique homologue du premier systeme par-
tiel et une fois celle du second. On sait encore selon le
n° 24 que, pour toute espéce de coniques infiniment
aplaties du systéme général limitées a un point d’inter-
section de C,,, , avec C,, ., le premier systéme partiel en
contient une qui comprend les coniques passant par le
point de contact 6 et du reste déterminées de la méme
maniére qu’au grand systéme, et que celle-ci a, dans le
nombre X du systéme partiel, le méme coefficient que
I’espéce homologue dans le A du systéme général. Comme
le systtme général ne contient aucune conique infini-
ment aplatie renfermée dans une tangente commune a
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C., . ct C,, ., les systtmes particls n’en contiendront
plus dans la tangente de contact au point 6 (wvoir le
n° 24). Toutes les coniques infiniment aplaties du sys-
téme [(C,, .)% C.,, . 0) correspondent donc a la pre-
miére et 4 la cinquiéme espéce nommées au n°® 29, et
les théorémes du n° 34 donnent lieu aux suivants :

Pour un systéme de coniques qui ont un contact du
second ordre avec une courbe donnéeC,, , et un contact
du premier ordre en un point donné 0 avec une autre
courbe donnée C,, , il faut compter dans le nombre 1 :

Trois fois, toute conique infiniment aplatic limitée
a b, tangente & C,, , et limitée au point de contact;

Une fois, toute conique infiniment aplatie limitée i 6
et a un point de rebroussement de C,, ..

Par des procédés analogues, ou au moyen du principe
de dualité on voit que:

Pour le méme systéme, il faut compter dans le nom-
bre w:

Trois fois, toute conique & point double composée
de la tangente & C,, ., au point 6 et de la droite qui
toucheC,, , enl’un des points oiLelle rencontre lapremiere
droite;

Une fois, toute conique & point double composée de
la tangente a C, , au point 8 et d’une tangente d’in-
flexion a C, ..

4. On aura (selon le n° 40) pour le systéme

[(Cm,")?’ Crn..n.e]"
r=3.n+1.d,

n = 3.m+1.7.
k) K
d’ou

(15a) u=v=3n+d =3m+1¢.
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Alors

(15b) [(C,,.,,,)’, C,,,“,,Ie]E(I.L, v).
S1 C,, . est une courbe générale de ’ordre m, on trouve
(15¢) p=v=3m(m—ri).

42. Les théorémes du n° 40 sont encore vrais dans le
cas ou les courbes C, , et G, , coincident et pour un
systéme de coniques qui ont avec une méme courbe deux
contacts, I'un du second ordre en un point non donné,
Pautre du premier ordre en un point donné. Ce systéme
sera représenté par [ (C,, )% C,. .6]. On trouve pour ce
systéme :
2=3.(n—2)+1.d,
s=3.(m—2)+1.7,

d’ou

(16a) p=v=3(n—2)+d =3(m—2)+1¢.

Alors
(166) [(Cm,n)*s Cm,,n,8) == (1, »)-

Si C,.,, est une courbe générale de I'ordre m, on trouve

(16¢) p==v==23(m—2)(m-+1).

Pour m = 2 on trouve u = v = o.
Pour m =3 on trouve p = v = 12.

43. Nous aurons encore a traiter les cas ot une courbe
avec laquelle les coniques d’un systéme ont un contact du
second ordre, en touche une autre avec laquelle elles ont
un contact du premier ordre. Alors la formule (I) du
n° 23 sera remplacée par la suivante :

N{(Cm, n)? Cut,w, 215 Z3] == 3N[(Cr, n)*8, Z,, Z,]

+N [(Cm;")2 ha Cm’,n’, Zu Zz];
28. .

(D)
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ou (C,, ,)*0 exprime la condition d’un contact du second
ordre en un pointdonné, et (C,,,)* —C,., . celles d’avoir
avec C, , et C,/ » qui se touchent elles-mémes des con-
tacts séparés respectivement du second et du premier
ordre.

On aura en particulier, si G, se réduit 4 un point,

(Il) {N[(Cm,n)za P> Zl, Zz] = 3-N[(Cm,n)29! ZI, Zz]
+ N[(Cn, »)* — p5 Zs, L),

ou (C,, ,)* —p représente les conditions d’avoir avec
C,,,. un contact du second ordre en un point non donné,
etde la couper en un point donné. 8i C,,, . se réduit a une
droite, la formule (I) sera remplacée par la suivante :

II]) N[(Cm,n)77 l) Z, Zz] =3N [(Cm,n)ze, ZH Zz)
( % A N[(Con) — 1, Ziy Z)).

Au moyen de la formule (I), ou 'on peut remplacer la
condition Z, successivement par celles de passer par un
point et de toucher une droite, on voit qu'un systéme
[(Cn,n)?s Cor,wy ], dans le cas ou C,, , et C,, . se tou-
chent elles-mémes, se divise en deux systémes partiels
[(C..,n)?0, Z] et [(Co,n)* —Co,w, L], et que chacune
des caractéristiques du systéme général comprend trois
fois la caractéristique homologue du premier systéme
partiel et une seule fois celle du second systéme.

44. Pour trouver les coniques singuliéres d’un sys-
tétme [(C..,.)?0, Z], il faut regarder celle du systéme
[(Ci,n)?®s G, ns Z] et examiner ce qu’'elles deviennent
dans le cas ou deux points d’intersection p, et p, de C,, ,,
et C,,, v coincident avec un point de contact . Au systéme
[(C..,»)*0,Z] pourront appartenir, apres cette coincidence
de p, et ps, des coniques infiniment aplaties :

1° Tangentes a C,, , en I'un des points p, ou p, ct
limitées au méme point ;
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2° Renfermées dans une des deux tangentes communcs
aC,,,etC,, ., qui coincident en méme temps que p, et
p» ct limitées au point de contact avec C,, ,,.

Ces deux espéces de coniques singuliéres seront, apreés
la coincidence de p, et p,, renfermées dans la tangente a
C..,» au point 0 et limitées & ce point. Mais elles n’appar-
tiendront pas toutes au premier systéme partiel, parce
qu'une conique infiniment aplatie, déterminée de la ma-
niére indiquée, est aussi une limite des coniques du sys-
teme [(C, .)* —Co,ury Z). (Poir le n® 24.)

Si la condition Z consiste dans un contact avec une
courbe donnée C,, ., , les coniques aplaties dont il s’agit
seront assujetties, a cOté des conditions nommées, de tou-
cher C,, , au point 6 et d’y étre limitées, a celle d’étre
limitées par C,, . . Les coniques infiniment aplaties du
systéme [(C,,, )%, Co, ws Cin,, n, | » qui coincident dans cha-
cune, comptent pour 18 dans le nombre 4 de ce systéme
(selon la deuxiéme et la troisiéme proposition du n° 34).
Si nous supposons que la méme conique singuliére compte
pour x dans le A du systéme [(C,,, .)*6, C,.,,., ] et pour y
dans celui du systéme [(C, .)*— C.,w, C., . ], nous
aurons, selon les n% 43 et 22,

) 18 =3z +y,

d’ou x <6, puisque’y est positif.

Les coniques a point double donnent lieu a des consi-
dérations semblables; mais pour elles nous renvoyons au
principe de dualité.

45. Le systéme [(C, .)*6, G, . | ne contient de co-
niques infiniment aplaties que celles qui sont nommées
au n” 44. Donc

-
|1

- a.myg, WS AN,
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d’ou

1
w=xx(2m +n);

3

u devant étre entier et x positif et plus petit que 6, on
doit avoir x = 3.
On trouve maintenant

(17a) ‘ =2,
7 v=—12n, + m,
(176) [(Cm,n)* 85 Cmypn ] = (1, ).

46. x ayant la valeur 3, on a les théorémes suivants :

Pour un systéme de coniques ayant un contact du
second ordre en un point donné § avec une courbe C,, ,,
et un contact du premier ordre en un point non déter-
miné avec une courbe C,, , , on doit compter :

Dans le nombre 1, trois fois toute conique infiniment
aplatie, tangente a C,, , au point 0, limitée a ce point et
aC, .;

Et dans le nombre &, trois fois toute conique ayant 6
pour point double, composce de la tangente ¢ C,, , en
ce point et d’une tangente a C,,, ,, .

Ces théorémes sont encore vrais lorsque C,, , et C
coincident.

my,ny

471. Le systeme [(C,,,,)*0, C,, .| dont les coniques ont
deux contacts avec C,, ,, I'un du second ordre en un point
donué, I'autre du premier ordre en un point non déter-
miné, ne contient pas d’autres coniques singuliéres que
celles que nous venons d’indiquer au n°® 46. Donc

r=3(m—2), © 3(rn— 2],
d'ou
—=om~+n—06
(18a) # ]
v=om—+ 2nr— 0,

£180) [ (Ca.n)? 0, Cm,u]:—-—(ﬂ’ v),
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et pour une courbe générale de 'ordre m,
[r=tnnn,

(18¢)
v = (m — 2)(2m + 3).

Pour m = 2, on trouve pu=v = o,
Pour m =3, on trouve p==6, v=g.

48. Les caractéristiques des systémes
[(Cm,n)z’ C”'x-'ﬂ — C,,.,_,.S] et [(C,,,,,,)2 — Cut, 'y Cm;,n.]

(voirles n° 40 et 43) se trouvent maintenant au moyen
des équations (I) des n®® 23 et 43.

Pour trouver les caractéristiques du systéme
[(Cm,n)2 — Un/, f — Cm,n]1

dont les coniques ont avec C,,, un contact du second et
un contact du premier ordre, et avec C,,, v, qui touche
C,., ., un contact du premier ordre séparé des deux pre-
miers contacts, on fait usage de I'équation suivante :
‘ N [(C’"v")?’ Cm, ny Cm’,u” Z] — 2N[(Cm,n)2’ Cm,ney Z]
() ? -+ 3N[(Cn, )0, Cp,ny Z]
\ +N [(Cm,n)2_ Cm’, nl - Cm,", Z] .
On trouve, en particulier,
N[(Cm,n)7s Cm,n, P Z] — 2N [(cm,n)z) Cm,n97 ZJ
(1) ’ + 3N [(Cm,n)2 0, C,ny Z)
+N [(Cm,")z — P Cm,nv Z],
ou (C,,,)* — p—C,, . exprime les conditions de deux
contacts du second et du premier ordre en des points non
donnés, et d’une intersection en un point donné, avec une
méme courbe C,, ,, et
N [(C,,,,,,)’, Con !y Z] =2N [(C,,,,,,)’, Cn,n 0, Z]
~+ 3N[(Cn,n)?0, Cm,ny Z]
+ N [(Cm, u)" - 1" Cm,n, Z]'
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X. Détermination des caractéristiques d’un systéme de
coniques qui ont des contacts du second ordre avec
deux courbes données.

49. Soient C,, , et C,, ., les courbes données; alors le
systéme sera désigné par [(C,.,)?, (C..,.,)* ]

11 contient toute conique infiniment aplatie :

1° Renfermée dans une tangente commune aux deux
courbes et limitée aux points de contact;

2° Passant par un point de rebroussement de I'une des
courbes données, tangente a I'autre et limitée aux points
de rebroussement et de contact;

3° Passant par et limitée a4 un point de rebroussement
de chacune des deux courbes.

Désignons par x, y et z les coefficients relatifs a ces
trois classes dans I'expression de 23 alors

N=xnn, +y(d'n +d,n)+zdd,,
et selon le principe de dualité
g=axmm,+y(t'm +t,m)+zt't,,

d’ou résulte

p= %[.z:(mm‘ +2nn)+y(t'm+t m+2d" n + 2d\ n)
+z(e't, +2d'd})],

1 .
v = g[.vc(').mml “+nn) +y(2t'm + 2t'm +d'n, +d, n)

“+z(22'f, +d'd})].

50. Pour déterminer les valeurs des coefficients nous
essayerons de trouver par d’autres moyens la valeur de p
dans le cas ou C,,, est remplacée par la courbe M de
I'ordre m ct douée d’un point multiple de Pordre m — 1.
(voir le n° 30). 1l nous faudra appliquer le lemme du



( 441 )
n° 31 au systeme [ M, (C,, ., )%, p) auquel correspondront
(les notations du n°® 31 étant conservées) les valeurs sui-
vantes :
r—i, q —_=2m— 2,

« = N[(M8, (Cn,n,)"P]
B=N[M—p:, (Cn.n)5 P)
ou, d’aprés 'équation (II) du n° 23,
p= N[M, ( Com,.n, )2: P,Pl)] —2N [M 0, (Cm,,n. i) P]’
d’ou
g+ =2(m— 2)N[M8, (Cn,n,)% p] + N[M,(Cn,,n,)% Py P1]-

Or, selon les formules (15) et (r1), qui sont encore
vraies pour la courbe particuliere M (¥*),

N[MO, (Cnyu, ) ) =3m, + ¢,
N[M, (Cn,n, ) Py p1) = (3my + 2,)(2m + n),
ct, selon le n° 30, n = 2 (m —1); par conséquent
qa+B=6(m—1)(3m, +1¢,).
Comme aucune des ga + (3 coniques dont un point
d’intersection avec M coincide avec un point de contact

n’est infiniment aplatie, elles auront toutes un contact du
second ordre avec cette courbe. Donc

qa+ p= N[(M)’7 (Cryn )5 P)s

et nous aurons une expression de cette quantité en sub-
stituant dans celle que nous avons trouvée pour ., dans le
numéro précédent, les valeurs de n, d' et t' qui corres-
pondent a la courbe M :

n=2(m—1), d =o, t'!=3(m—2).

(*) You la note dun® 32
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On trouve alors

ga+ b= z|[(z+15y)m—18y]m +§(z—35)(m—1)n

+[(5y +32)m — 6y — 6317, |.

Les deux expressions de g + 3 doivent étre égales, et
comme les nombres m, m,, n, et | peuvent prendre, in-
dépendamment les uns des autres, une infinité de valeurs,
elles doivent étre identiques, ce qui donne

zr-:9, y=3, z=1.

51. En substituant dans les expressions trouvées pour
et v dans le n° 49 ces valeurs de x, y et z et réduisant
au moyen des formules de M. Pliicker, on trouve

(19@) u=v=0Bm—+2t')3m +t,)=Q3r+d')3nr +d});
(19%) UCan)?s (Caym )] = (1s¥)s

ct quand C,, , et C,, ,, sont les courbes les plus générales
de leur degré,

(19¢) p=v=gm(m—1)m (m —1).

52. Les coefficients x, y et z qui entrent et dans A et
dans © étant trouvés, nous aurons les propositions sui-
vantes :

Pour un systeme de coniques qui ont des contacts du
second ordre avec deux courbes données, il faut compter,

Dans le nombre A :

Neuf fois, toute conique infiniment aplatie renfermée
dans une tangente commune aux deux courbes et limi-
tée aux points de contact;

Trois fois, toute conigue infiniment aplatie pas-
sant par un point de rebroussement de U'une des deux
courbes, tangente a Uautre et limitée aux points de re-
broussement et de contact ;
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Une fois, toute comque infinument aplatie himitee a
un powint de rebroussement de chacune des deux courbes,

Et dans le nombre w -

Neuf fois, toute comque ayant pour point double un
pownt d’intersection des deux courbes et composée des
deux tangentes en ce point;

Trois fois, toute conique a point double composee
d’une tangente d’inflexion de l'une des courbes et de
la tangente & Uautre en l'un des points o elle ren-
contre la premuére droute ;

Une fois, toute comique a point double composee

d’une tangente d’inflexion de chacune des deux cour-
bes (*)

(*) La comparaison de ce> theoremes avec ceux du n° 34, confirme,
comme dans tous les cas que )’an traites, la regle suivante, qui par elle-
meme est tres-probable.

Lorsque une conique 1nfiniment aplatie, passant par et limitee a un
point d’intersectionde C,, , et G, . , et satisfaisant a une autre couple
de conditions que nous designerons par X, compte pour x dans le 2 du
systeme (Z,, Z,, C , G

auss1 passe par, et est limitee a un point d’intersection de C

), et qu’une comque infimment aplatie, qui

TRy >Ry Ra,ng

my sny avec

C,e nys €t qul satisfait a une couple de conditions Y, compte pour y dans
le ) du systeme (Zy, Z,, C,,, 5 C. . )
determinee par les conditions X et Y, compte pour zy dans le J du sys-
teme (Z,, Z,,7,, Z,)

Ayant prouve auss1 pour les cas ou lesconditions Z, et Z, (ains1 que Z,
et Z,), ne sont pas independantes ’'une de ’autre, la verite de cette regle,
que je nal pas ose accepter a priori, on pourrait se passer de tout ce
paragraphe-ci, les theoremes du n° 52 resultant alors du n® 34 Onen
pourrait aussi faire usage ailleurs . elle donnerait, par exemple, dans le
n® 29 les equations suwvantes entre les coeffictents

, la conmque 1nfiniment aplatie,

g=2x, s=2¢

On ne pourrait pourtant se passer des recherches du n° 32

Du reste, nous n’avons pas donne a ’enonce de notre regle toute la ge-
neralite probable, mais on en saura mieux fixer 1extension en mcme
temps qu on la pi ouvera

La suite prochainement.



