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NOUVELLE MÉTHODE POUR DÉTERMINER
LËS CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES

(voir page 385);

PAR M. EL-G. ZEUTHEN (DE COPENHAGUE).

IX. — Cas particuliers de la détermination des caracté-
ristiques des systèmes de coniques qui ont un contact du
second ordre et deux du premier ordre avec des courbes
données,

40. Nous nous contenterons de considérer les cas où
deux des courbes données se touchent.

Supposons premièrement que les courbes Cm{ytl{ et
C,n2,n., dont les contacts avec les coniques du système
sont du premier ordre, se touchent en un point 0. Alors
selon le n° 23, le système [(Cm?n)% CWl,nijCm2?nJ se di-
vise en deux:[(Cw ,n)%Cm(;n i0],[(Cw?n)%CWoRl-Cm2nJ,
et une caractéristique du système général comprend deux
fois la caractéristique homologue du premier système par-
tiel et une fois celle du second. On sait encore selon le
n° 24 que, pour toute espèce de coniques infiniment
aplaties du système général limitées à un point d'inter-
section de Cm(?/2| avec C,rt2?„2̂  le premier système partiel en
contient une qui comprend les coniques passant par le
point de contact 0 et du reste déterminées de la même
manière qu'au grand système, et que celle-ci a, dans le
nombre 1 du système partiel, le même coefficient que
l'espèce homologue dans le A du système général. Comme
le système général ne contient aucune conique infini-
ment aplatie renfermée dans une tangente commune à
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C„llytli et Cnijtf„if les systèmes partiels n'en contiendront
plus dans Ja tangente de contact au point 6 (voir le
n° 24). Toutes les coniques infiniment aplaties du sys-
tème [(C,B)Hl)% Cm(?n)0) correspondent donc à la pre-
mière et à la cinquième espèce nommées au n° 29, et
les théorèmes du n° 34 donnent lieu aux suivants :

Pour un système de coniques qui ont un contact du
second ordre avec une courbe donnée Cm?n et un contact
du premier ordre en un point donné 0 avec une autre
courbe donnée COTl>W|> il faut compter dans le nombre A :

Trois fois, toute conique infiniment aplatie limitée
à B, tangente à Cm>n et limitée au point de contact $

Une fois, toute conique infiniment aplatie limitée à 6
et à un point de rebroussement de Cm?„.

Par des procédés analogues, ou au moyen du principe
de dualité on voit que :

Pour le même système, il faut compter dans le nom-
bre T3 :

Trois fois, toute conique à point double composée
de la tangente à Cmij„t au point 6 et de la droite qui
toucheCm}n en l'un des points où elle rencontre la première
droite ;

Une fois, toute conique à point double composée de
la tangente à Cmiyn[ au point 9 et d'une tangente d'in-
flexion à ClTt)n.

41 . On aura (selon le n° 40) pour le système
[(c^c^e],-

X = 3 . / Î -4- i.^%

a z= 3./W + i . / ' .

d'où

(i5«) u = vz=3n-h d' = $m -ht'.
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Alors

Si Cntyn est une courbe générale de l'ordre m, on trouve

(i5c) pi —V=Z3/K(/W — i).

42. Les théorèmes du n° 40 sont encore vrais dans le
cas où les courbes Cm>n et Cm,ni coïncident et pour un
système de coniques qui ont avec une même courbe deux
contacts, l'un du second ordre en un point non donné,
l'autre du premier ordre en un point donné. Ce système
sera représenté par [(Cmjn)% C,,I)n0]. On trouve pour ce
système :

CT — 3.(J»~ 2) -+- l.t*,

d'où

Alors

Si CWjW est une courbe generalede l'ordre m, on trouve

Pour m = 2on trouve ^ = v = o.
Pour m = 3 on trouve JK = v = 12.

43. Nous aurons encore à traiter les cas où une courbe
avec laquelle les coniques d'un système ont un contact du
second ordre, en touche une autre avec laquelle elles ont
un contact du premier ordre. Alors la formule (I) du
n° 23 sera remplacée par la suivante :

28. ,
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où (Cm;„)20 exprime la condition d'un contact du second
ordre en un point donné, et (C„^„)2 — C,M/?„/ celles d'avoir
avec C„^„ et Cmtjnt qui se touchent elles-mêmes des con-
tacts séparés respectivement du second et du premier
ordre.

On aura en particulier, si Gmrfn/ se réduit à un point,

f II) { N t ( C - - ) î ' P' Z " Z^ = 3.N[(C„,„)29, Z„ Z,]

où (CTO>n)a—p représente les conditions d'avoir avec
Cm>n un contact du second ordre en un point non donné,
et de la couper en un point donné. Si Cmr>nf se réduit à une
droite, la formule (I) sera remplacée par la suivante :

Au moyen de la formule (I), où l'on peut remplacer la
condition Z2 successivement par celles de passer par un
point et de toucher une droite, on voit quun système
[(Cm,n)% Cm>, B/, Z] , dans le cas où Cm> n et Cm,yn, se tou-
chent elles-mêmes* se divise en deux systèmes partiels
[(Cm,n)20, Z] et [(Cm,B)f — C ^ ^ Z ] , et que chacune
des caractéristiques du système général comprend trois
fois la caractéristique homologue du premier système
partiel et une seule fois celle du second système.

44. Pour trouver les coniques singulières d'un sys-
tème [(C,n>n)80, Z] , il faut regarder celle du système
[(Cm,„)% Qn/>nf, Z ] et examiner ce qu'elles deviennent
dans le cas où deux points d'intersection pt et p2 de CmyH

et Cmr9nf coïncident avec un point de contact 9. Au système
f (C„I>n)*0, Z] pourront appartenir, après cette coïncidence
de pi et p2 -, des coniques infiniment aplaties :

i° Tangentes à Cmj„ en l'un des points px ou /72 et
limitées au même point;
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'2° Renfermées dans une des deux tangentes communes

à Cm?n et Cmr9nr, qui coïncident en même temps que pt et
p2 et limitées au point de contact avec C„hn.

Ces deux espèces de coniques singulières seront, après
la coïncidence de pt et p2, renfermées dans la tangente à
C„hn au point 9 et limitées à ce point. Mais elles n'appar-
tiendront pas toutes au premier système partiel, parce
qu'une conique infiniment aplatie, déterminée de la ma-
nière indiquée, est aussi une limite des coniques du sys-
tème [(Cm,B)f — C ^ , Z). [Voirie n° 24.)

Si la condition Z consiste dans un contact avec une
courbe donnée C,„l?ni, les coniques aplaties dont il s'agit
seront assujetties, à côté des conditions nommées, de tou-
cher Cmj„ au point 9 et d'y être limitées, à celle d'être
limitées par Cmiftll. Les coniques infiniment aplaties du
système [(Cm?„)2, Cmf} „/, Cmi>nJ , qui coïncident dans cha-
cune, comptent pour 18 dans le nombre A de ce système
(selon la deuxième et la troisième proposition du n° 34).
Si nous supposons que la même conique singulière compte
pour a: dans le 1 du système [(Cmj„)20, Cmi?/li] et pourj^
dans celui du système [(Cm?n)2 — Cw^,2/, C,Ml>ni], nous
aurons, selon les nos 43 et 22,

d'où .r<^6, puisque'y est positif.
Les coniques à point double donnent lieu à des consi-

dérations semblables; mais pour elles nous renvoyons au
principe de dualité.

45. Le système [(Cmj„)20, Cmi)/1 ] ne contient de co-
niques infiniment aplaties que celles qui sont nommées
au n° 44. Donc
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d'où

tt=-*(2iw,-+• nt)'9

a devant être entier et x positif et plus petit que 6, on
doit avoir x = 3.

On trouve maintenant

46. x ayant la valeur 3, on a les théorèmes suivants :

Pour un système de coniques ayant un contact du
second ordre en un point donné Ô avec une courbe Cm>n,
et un contact du premier ordre en un point non déter-
miné avec une courbe Cmi>ni, on doit compter :

Dans le nombre 1, trois fois toute conique infiniment
aplatie, tangente à Cm?n au point 0, limitée à ce point et

Et dans le nombre xs, trois fois toute conique ayant 9
pour point double, composée de la tangente à Cm>„ en
ce point et d'une tangente à Cmifni.

Ces théorèmes sont encore vrais lorsque (Zm,n et Cmi>,h
coïncident.

47. Le système [(Cm>n)
20, C,n?n] dont les coniques ont

deux contacts avec C„hnJ l'un du second ordre en un point
donné, l'autre du premier ordre en un point non déter-
miné, ne contient pas d'autres coniques singulières que
celles que nous venons d'indiquer au n° 46. Donc

d'où
—: '2 m -h n — 6,



et pour une courbe générale de l'ordre m,

= ( « - * ) ( « +3),
X ' \ v = («-2)(2/n -4-3).

Pour m = 2, on trouve ^ = v = o,
Pour m = 3 , on trouve |a = 6, v = 9.

48. Les caractéristiques des systèmes

et [(Cm,„)> - CM,,nr, Cm;,ni]

(voiries nos 40 et 43) se trouvent maintenant au moyen
des équations (I) des nos 23 et 43.

Pour trouver les caractéristiques du système

dont les coniques ont avec Cm>n un contact du second et
un contact du premier ordre, et avec Cwjfl/, qui touche
Cm>n, un contact du premier ordre séparé des deux pre-
miers contacts, on fait usage de l'équation suivante :

i N [(C«,„)% C»,„, C<,/, Z] = 2N[[Cm,n)% COT,„0, Z]

(I)

On trouve, en particulier,

[(CTO,„)% CM,n, /;, Z] = 2N [(Cmtny, Cm>/J0, ZJ

(II) " -f-3N[(Cm,n)
20, e».», Z]

où (Cm^„)2 — /? — Crn^n exprime les conditions de deux
contacts du second et du premier ordre en des points non
donnés, et d'une intersection en un point donné, avec une
même courbe Cm?n, et

N f(C^w)% Cm>n /, Z] = 2N[(CW>H)% CmtnB9 Z]
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X. Détermination des caractéristiques d'un système de
coniques qui ont des contacts du second ordre avec
deux courbes données.

49. Soient Cm?n et Cmj?ni les courbes données-, alors le
système sera désigné par [(Cm;„)% (C/ni?ni)

2].
Il contient toute conique infiniment aplatie :
i° Renfermée dans une tangente commune aux deux

courbes et limitée aux points de contact ;
2° Passant par un point de rebroussement de Tune des

courbes données, tangente à l'autre et limitée aux points
de rebroussement et de contact 5

3° Passant par et limitée à un point de rebroussement
de chacune des deux courbes.

Désignons par x , y et z les coefficients relatifs à ces
trois classes dans l'expression de 1 ; alors

> = xnnx -{-y {d'nx -f- d\ n) H- zd' d\ ,

et selon le principe de dualité

cr = .r/w/w, -f- y(t'mv -f- t\ m) -f- zt't\ ,

d'où résulte

p — -[x (mmt -f- inrii) -f- y (tfm[-{-tl
x m -h nd'n{ -f- id\n)

zz: ~[.r (2/?7tf2, -\- nn{) -{- y(it'm{ -f- 7.t\ m -h d'nx -h d\ n)

SO. Pour déterminer les valeurs des coefficients nous
essayerons de trouver par d'autres moyens la valeur de ^
dans le cas où C,,v, est remplacée par la courbe M de
Tordre m et douée d'un point multiple de l'ordre m — 1.
(voir le n° 30). Il nous faudra appliquer le lemme du
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n° 31 au système [M, (CWo,M)% p) auquel correspondront
(les notations du n° 31 étant conservées) les valeurs sui-
vantes :

r = i9 q =z im — 2,

a = N[(MG, (Cmi>HiY,p]

ou, d'après l'équation (II) du n° 23,

COTl,„l y,p],
d'où

7a + p = 2 ( a i -

Or, selon les formules ( i5) et ( n ) 5 qui sont encore
vraies pour Ja courbe particulière M (*),

et, selon le n° 30, n = 2 (m —1)5 par conséquent

Comme aucune des qct-hfi coniques dont un point
d'intersection avec M coïncide avec un point de contact
n'est infiniment aplatie, elles auront toutes un contact du
second ordre avec cette courbe. Donc

et nous aurons une expression de cette quantité en sub-
stituant dans celle que nous avons trouvée pour x̂, dans le
numéro précédent, les valeurs de «, d' et tr qui corres-
pondent à la courbe M :

nz=zi[m — 1), d' = o, t'=z3(m — 2).

(*) Vou la note du n° 32.



On irouve alors

•+- [(5r •+- 3s) *i — 6r — 6z]f', j .

Les deux expressions de ^a-f-|3 doivent être égales, et
comme les nombres m, ml9 «j et t', peuvent prendre, in-
dépendamment les uns des autres, une infinité de valeurs,
elles doivent être identiques, ce qui donne

51. En substituant dans les expressions trouvées pour
p et v dans le n° 49 ces valeurs de x,y et z et réduisant
au moyen des formules de M. Pliicker, on trouve

(19a) « = c'=:(3w-i-r/)(3iwI-+-r'1)

et quand Cm?„ et CWlj,M sont les courbes les plus générales
de leur degré,

( 1 9 c ) p = v z= g m ( / w — I ) I W , ( / W , — 1).

52. Les coefficients x, y et z qui entrent et dans X et
dans car étant trouvés, nous aurons les propositions sui-
vantes :

Pour un système de coniques gui ont des contacts du
second ordre avec deux courbes données, iljaut compter,

Dans le nombre 1 :
Neuf fois, toute conique infiniment aplatie renfermée

dans une tangente commune aux deux courbes et limi-
tée aux points de contact;

Trois fois, toute conique infiniment aplatie pas-
sant par un point de rebroussement de Vune des deux
courbesy tangente à Vautre et limitée aux points de rc-
brousscnwnt et de contact ;
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Une Fois, toute conique infiniment aplatie limitée à

un point de rebrous sèment de chacune des deux courbes,
Et dans le nombre tr •
Neuf fois, toute conique ayant pour point double un

point d intersection des deux courbes et composée des
deux tangentes en ce point;

Trois fois, toute conique à point double composée
d'une tangente d'inflexion de l'une des courbes et de
la tangente à Vautre en Vun des points où elle ren-
contre la prenable droite ;

Une fois, toute conique a point double composée
d^une tangente dhnjlexion de chacune des deux cour-
bes {*)

(*) La comparaison de ce» théorèmes avec ceux du n° 34, confirme,
comme dans tous les cas que j'ai traites, la règle suivante, qui par elle-
même est très-probable.

Lorsque une conique infiniment aplatie, passant par et limitée a un
point d'intersection de CmifTll et i*m%tn%, et satisfaisant a une autre couple
de conditions que nous designerons par X, compte pour x dans le X du
système (Z4, Z2, Cmi jHi, kWï,„2)> et qu'une conique infiniment aplatie, qui
aussi passe par, et est limitée a un point d'intersection de Cmt3tll avec
CmJ njJ et qui satisfait a une couple de conditions Y, compte pour y dans
le X du système (Z3, Z„ Cmi ni» ^m9 „t), la conique infiniment aplatie,
déterminée par les conditions X et Y, compte pour xy dans le 1 du sys-
tème (Zf, Zs, 79, Z4)

Ayant prouve aussi pour les cas ou lesconditions Zt et Za (ainbi que Z,
et ZJ, ne sont pas indépendantes Tune de l'autre, la vente de cette règle,
que je n ai pas ose accepter a puoti, on pourrait se passer de tout ce
paragraphe-ci, les théorèmes du n° 52 résultant alors du n° 34 On en
pourrait aussi faire usage ailleurs . elle donnerait, par exemple, dans le
n° 29 les équations suivantes entre les coefficients

On ne pourrait pourtant se passer des recherches du n° 32
Du reste, nous n'avons pas donne a l'énonce de notre règle toute la ge-

nerahte probable, mais on en saura mieux fixer 1 extension en même
temps qu on la pi ouvei a

La àiute prochainement,j


