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NOUVELLE METHODE POUR DETERMINER
LES CARACTERISTIQUES DES SYSTEMES DE CONIQUES

(voir page 269);

Par M. H.-G. ZEUTHEN (pE CoPENHAGUE).

VII. — Détermination des caractéristiques d'un sys-
teme de coniques qui ont un contact du second ordre
avec une courbe donnée et des contacts du premier
ordre avec deux autres courbes.

29. Désignons par (C,, )" la condition d'un contact
de Vordre r avec la courbe C, ,; le systéme actuel sera
représenté par [(C,,.)% G nps Cuyyny |- A ce systéme
appartient toute conique infiniment aplatie :

1° Passant par un point d’'intersection de C,, . avec
C.,n, tangente a C, , et limitée au point d’intersec-
tion et au point du contact;

2° Tangente a C,, , 4 son point de rencontre avec unc
des deux autres courbes, et limitée & ce point et ala
troisiéme courbe;

3° Renfermée dans une tangente commune a C,,, et
a 'une des deux autres courbes, limitée au point de
contact avec C,, , et par la troisiéme courbe;

4° Renfermée dans une tangente d'inflexion de C,, ,
et limitée par les deux autres courbes;

5° Passant par un point de rebroussement de C,, ,,
limitée & ce point et 4 un point de rencontre de C
avec G5

6° Passant par un point de rebroussement de C,, ,,
tangente a 'une des deux courbes C,, ., et C, . , termi-
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née a I'autre de ces deux courbes et au point de rebrous-
sement.

Nous ne savons pas encore combien de fois on doit
compter chacune de ces coniques singuliéres dans le
nombre A, mais nous leur attribuons les coefficients indé-
terminés x,y, 2, u, v ct s correspondant respectivement
aux différentes classes que nous venons de nommer. Ces
coeflicients seront entiers et positifs (*); on trouve alors :

Y =x.mmn+y (mm.m2 -+ mm,m,) + z(nn,m; + nn,m,)
+u.t'mmy+v.d' mmy+ s (d' nym,+ d'nym,)

—=(xn+2ym -+ ut' 4 od') mm,+(zn + sd’) (in,n,+ m,n,).

Si I'on transforme, au moyen du principe de dualité,
une figure contenant deux courbes qui ont un contact de
I'ordre r ou (r-+1) points consécutifs communs, les
courbes réciproques auront en commun r —+1 tangentes
consécutives, c’est-a-dire un contact du méme ordre. Si
P'on transforme le systéme actuel, le systéme réciproque
sera donc de la méme espéce. Par conséquent on peut
(comme aux n° 11 et 12) trouver & en permutant, dans
Pexpression de A, les lettres m et n,d et t, d' et t'. On
trouve alors

o= (xm —+ 2yn + ud' + ot'Yn,ny 4+ (zm + st') (m,ny+ man)),

(*) La supposition que les coefficients sont plus grands que zéro, im-
plique celle que le systéme contient vraiment toutes les classes nommées
de coniques infiniment aplaties. Nous ne profiterons de cette supposition
que pour la deusiéme ou la quatrieéme classe, c'est-a-dire pour le coeffi-
cient ¥ ou u; car alors les équations indéterminées que nous trouverons
n'accorderont la valeur zéro a aucun autre coefficient. 11 suffit donc de
s’assurer : 1° que le systéme ne contient pas d’autres coniques infiniment
aplaties que celles que nous avons nommeées, et 2° qu’il en contient vrai-
ment de la deuxiéme ou de la quatriéme classe. Ceci est bhien évident,
notamment pour la quatriéme.
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puis, au moyen des formules (1) et (2) dun® 1,

p= " mym,~ p’ (m,n,+ m,n,) + p’n,n,,

v =V" mym, 4" (m,n,+ m,n,) + v n, n,,

ou
I
= 3 (xm =+ 2yn + ud’' + ot'),
I .
g = 3 [2(m + 2n) + s(2d' + )],
[/ 2 ! /
= g(zym “+ zn +od’ + ut’),
(A 2[ . ' ’
v __g\xm+2yn+ud + ot'),

"

P % [z(zm —+n) 4+ s(d' + 2t')),

1

= —;;(2ym ~+ xn + vd' + ut'),
30. Pour le calcul des coefficients indéterminés on a
(voirlen®13)
/=N [(C,,,,,)Z, Pupx i)=Y,
# = N[(Cn,u)% py by L] ="
La premiére de ces équations donne
(22 —z2)m+2(2y —z)n+2(u—s)d + (20 — s)t' =0,
ou, comme d' =3m —3n+ ¢ (*),

[0 —z24+6(u—s)]lm+2{2y —2—3(u—s)]n
+[20—s+2(u—s)]t=o0.

Comme les trois nombres m, n et ¢ ne peuvent étre liés

(*) Voir 1a formule 1V dans la premiére note du n° 11.

25.
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par aucune équation, leurs coeflicients doivent étre égaux
a zéro. On trouve donc

(I) z—o2x=2(2y —2)=3(s — 20)=6 (. — s).

L’équation p” = ¢/ donne les mémes résultats.

"Pour achever le calcul des coeflicients inconnus, nous
déterminerons par d’autres moyens p dans le cas parti-
culier ou la courbe C, , étant de 'ordre m a un point
multiple dc l'ordre m —1. Dans ce point coincident
(m—1)(m—2) . .
———-—;(—— points doubles, et la courbe ne contient
pas d’autres points doubles ni points de rebrousse-

ment (*). Par conséquent

et selon les équations de M. Pliicker
n=2a2(m—1), t=2(m—2)(m—3), (=3(m—2)

Nous désignerons par M cette courbe singuliére que
nous aurons a considérer aussi dans d’autres questions.
Alors nous ferons toujours usage du lemme suivant.

31. Lemme. — Un systéme de coniques qui ont un
contact de lordre r avec une courbe M de l'ordre m
douée d'un point multiple de Uordre m —1, si nous
désignons par q le nombre des points ot une conique
coupe la courbe (**), par « le nombre des coniques du

(*) Nous supposons qu’aucun des peints doubles qui coincident ne se
réduit 4 un point de rebroussement.

(**) g est en général égal a2m — (r +-1). Seulement dans le cas ot les
coniques ont avec G, , d'autres contacts que celui de I'ordre r, il faut
encore soustraire de ce nombre-ci, les points d’intersection qui coinci-
dent avec les autres points de contact. Du reste, nous n’avons donné a
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systéme dont le contact a lieu en un point donne,
par 3 le nombre de celles qui coupent M en un point
donné, contient qa+ 3 coniques dont le point de con-
tact coincide avec un des q points d’intersection (si lon
n’a pas égard & la coincidence qui a lieu lorsqu’une
conique touche ct coupe au point multiple différentés
branches de M).

Pour le prouver, on joint le point multiple par une
droite X au point de contact 6 d’une conique, et par des
droites Y a ses points d'intersection p. Toute droite X
ou Y détermine un seul point 6 ou p et réciproquement.
La coincidence d’'un poinf de contact 0 avec un point
d'intersection p de la méme conique dépend donc de la
coincidence d’'une droite X avec une droite correspon-
dante Y.

Or, a une droite X ou 4 un point 0 correspondent «
coniques du systéme, et par conséquent g points p ou g«
droites Y, et a une droite Y ou a un point p correspon-
dent {3 coniques, et par conséquent {3 points 6 on f3
droites X. Donc (théoréme II, p. 195), g o + 3 droites X
coincident avec des droites correspondantes Y, d’ou I'on
conclut le lemme énoncé.

Si la conique dont un point de contact 6 coincide avec
un point d’intersection p n’est pas infiniment aplatie,
Pordre du contact s’éléve a 7 + 1. Mais si elle est infini-
ment aplatie, les points 6 et p (ui coincident peuvent
appartenir 'un a l'une, et l'autre a l'antre des deux
branches coincidant de la conique, et alors Pordre du
contact restera le méme.

32. Appliquons le lemme 31 au systeme (M, py, ps, ps),

notre lemme que la généralité nécessaire pour les applications, en omet-
tant par exemple le cas facile olt les coniques ont plusieurs contacts de
Pordre r.
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ou (¥*)
r—i1, @g=—a2m—2,
a=N(M0, p,, ps, ps),
ﬁ:N(M——P, Pis P1s P3)s

ou, selon la formule Il du n° 23,

B=N(M, p, pis p.s ps) — 2N (M8, p\, pi, ps),

et, par conséquent,

qa—+p=2(m—2)N(M§, pi, ps, ps)+ N(M, p, pi, ps, ps)-
Or, d’aprés les formules (8) et (3) (**), )

N(MO, piy pa1, ps) =1,
N(M, p, pis P2y ps)=2m +n,

ou, comme 2= 2 (m —1) (n° 30),

N(M, p, puy Pry pa) = hm — 2.
Par conséquent,
qa +B=—6(m—1,.

Le systéme ne contient aucune conique infiniment aplatie.
go + 3 sera donc le nombre N[ (M)?, p,, ps, ps) des
coniques qui passent par p,, p», p; et ontavec M un con-
tact du second ordre. On trouve pour le méme nombre
une autre expression, en remplacant dans celle que nous

(*) Vou les notations du n° 23.
(m—1)(m—2)
2
modifie pas les caracteristiques des systémes, tant que les coniques
n’ont pas plus de deux contacts avec cette courbe; car alors on ne regarde
jamais a la fois plus de deux branches qui se coupent au méme point.
Les formules precedentes, (6) et (7) exceptees, sont donc encore vraies

dans le cas ou la courbe C, , est remplacee par la courbe M. (Vou
le no 22.)

(**) La coincidence des points doubles de Cm,,,, ne
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avons trouvée pour y dans le n° 29 (*), n par 2(m — 1),
d’ par o, et t/ par 3 (m— 2); ce qui donne

qa+ L= % [(z + 4y + 30)m —(4y + 60)].

En égalant les deux expressions de ¢« + f3, on trouve
(z-+4y + 30 —18)m — (4y + 60 —i8) = o.
m étant arbitraire, on doit avoir séparément,

4y + 30=18,
() x4y +3e=1
2y +3v =9

* 33. Les équations (I) du n° 30 et (II) du n° 32 suffi-
sent a déterminer les coefficients x, y, z, u, v, s, qui
doivent étre entiers et positifs. Sous cette condition la
seconde équation (II) n’est satisfaite que par
ry=3, ¢v=1.
Puis les autres équations donnent (*¥),
z=3, 2=6, u=s=—o2.
Par la substitution de ces valeurs dans les expressions
trouvées au n° 29, on obtient la solution (**¥) suivante:
(p=y"=3n+d =3m~+1t,
(rra) z V=p'=V'=p"=2QB8r+d)=2(3m+t'),
((Cn)?s Cary s Cing oy ) = [(#" mymy = p” (o -+ myn) + p'nyny,
vVmomy, —+ 9" (mon,+ man) +v' non, ]
[(C"'»n)z’ Pis P’]E (¢ ¥),
{(Cm,n)l’ P ! ]E (I‘”v v'),
[(Cm,n\J?7 L, 12]5 (P’m’ v,

11 d)

(*) Voirla note précédente,
(**) ¥y =o donnerait v =3, puis u = 0, ce qui justifie la remarque
faite dans la note du n° 29.

***) M. Cremona I'a trouvée d’une autre maniére (Comptes rendus
(4

des séances de I’Académic des Sciences, 7 novembre 186/ ).
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Lorsque C,, , est une courbe générale de I'ordre m, les
formules (11a) sont remplacées par
w=v"=3m(m—1),
(r1e) :

[ V= f"”: = p.’": 6m (m — l).

Pourm =2, p/' =v" =6, v = p" = v'=p" = 12.

34. Il faut retenir pour la solution d’autres problémes
les valeurs des coefficients x, y, z, u, v et s. Dans I'ex-
pression de A ces coefficients appartiennent aux différentes
espéces de coniques infiniment aplaties que nous avons
énumérées au n® 29, et dans l'expression de w ils
doivent appartenir aux différentes espéces de coniques a
point double, qui y sont corrélatives; ce qui donne licu
aux propositions suivantes :

Pour un systéme de coniques qui ont un contact du
second ordre avec une courbe donnée C, ,, et des con-
tacts du premier ordre avec deux autres courbes C,, .,
ct Gy, 0,y il faut compter, dans le nombre d :

Trois fois, toute conique infiniment aplatie passant
par un point d’intersection de C,, , et C,, ., tangente
a C, , et limitée au point d’intersection et au point de
contact;

Trois fois, toute conique infiniment aplatie, tangente
a C,, . en un point de rencontre avec une des deux autres
courbes, limitée & ce point et & la troisiéme courbe ;

Six fois, toute conique infiniment aplatie, renfermée
dans une tangente commune & C,, , et a l’une des deux
autres courbes, limitée au point de contact avec C,,, et
a la troisiéme courbe;

Deux fois, toute conique infiniment aplatie, renfer-
mée dans une tangente d’inflexion de C,, ,,, limitée par
Copyo €t G, 5

Une fois, une conigue infiniment aplatie, limitée a un
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point de rebroussement de C,,, et @ un point de ren-
contre de C,, ., avec G, , 3
Deux fois, toute conique infiniment aplatie, lLimitée
’ P ’
@ un point de rebroussement de C,, ,, tangente a l'une

et limitée & lautre des deux courbes C,, ,, et C,, .3

Et, dans le nombre o :

Trois fois, toute conique & point double, composée
d’une tangente commune a C,, , et C,,,, et de la tan-
gente & C, , en l'un des points ot elle est rencontrée
par la premiére droite ;

Trois fois, toute conique & point double, composée
d’une tangente commune & C, , et a l'une des deux .
autres courbes, et d’une tangente a U'autre menée par
le point ou la premiére droite touche C,, 3

Six fois, toute conique a point double composée de la
tangente & C,,, en l'un des points d’intersection avec
l’une des courbes C,, ., et C,, ,, et d'unetangente menéc
par le méme point & lautre;

Deux fois, toute conique ayant un point double en un
point de rebroussement de C,, , et composée de tangentes
menées par ce point aux deux autres courbes;

Une fois, toute conique & un point double composée
d’une tangente d’inflexion de C,, , et d’une tangente
commune aC,, , et C, ,;

Deux fois, toute conique a point double composée
d’une tangente d’inflexion a C, ., et d’une tangente
menée & l'une des courbes C,, ,, et C,, ., par un point
de rencontre de Uautre avec la premiére drotle.
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VIII. — Détermination des caractéristiques des systémes
de coniques qui ont un contact du second ordre et
deux du premier ordre avec deux ou avec une seule
courbe données.

35. Ces systémes sont :
lo [(Cm,n)z, 2Cm|,n|];

2° [(C.n)? Cons Gy, s dont les coniques ont deux
contacts avec la courbe C,, ,, ’un du second et 'autre du
premicr ordre, et un contact du premier ordre avec C,, .

3° [(Co,n)? 2GC,,.] dont les coniques ont avec G,
trois contacts 'un du second ct les deux autres du premier
ordre.

Les théorémes du n° 34 sont encore vrais pour ces sys-
témes, ou deux ou trois courbes données coincident;
mais outre les coniques singuliéres nommées dans les
énoncés de ces théorémes, il y en a d’autres qui sont
propres aux deux derniers systémes.

36. On trouve pour le systéeme [(C,..)* 2C,..,)
»—=3.dyn+3mm,(m, — 1)+ 6.nn,(m, — 2)

g m{m—1)

“+1.d'd, + 2.d" n,(m, — 2),
o= 3.tym~+ 3.nn(n,—1) + 6.mm(n, — 2)

+oo.d" CRT T e+ 2.8'mn,— 2).

Puis, on trouve, comme a 'ordinaire, les valeurs de
¢ ct v qui, réduites au moyen des formules de M. Pliicker,
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deviennent

(12a) (*) p=(3r+d')(m}+2mn —5m, + ),
v=3r+d') (n'+2mn —5n +d),

qu’on peut substituer dans la relation
(12D) [(Cm,n)? 2Cn, 0, ) = (g5 v)-

Si C,.,. et C,, ., sont des courbes générales des ordres
m et mg, on doit remplacer (12a) par

3 2
(12 ;z::-';m(m—l)m.(m.—x)(ml ~+3m, — 8),

v =3 m(m—1)m(m—1)(m! -+ m —5).
Pour m == m, = 2, on trouve p. = v = 12.

37. Dans le systeme [(C,..)*, C.,uy C.. s, ], on trouve,
a coté des coniques infiniment aplaties nommées au
n° 34, d’autres qui sont renfermées dans les tangentes
d’'inflexion de C,, , et limitées aux points d’inflexion et

2

a C,, . . Introduisons-les dans 'expression de 2 avec le
coefficient x, et nous aurons
Y= 3.mm(n— 2) 4+ 3.[mm(m — 2) + 2dm,)
-+ 6.[nn,(m—2) + 2tm ]+ 2.8 (m— 3)m,
“+1d' mm + 2[d (n—3)m +d'n (m—2)]+.x.t'm,.
Puis, le principe de dualité donne :
w==3.nn(m—2)+ 3.[nn (n— 2) + 2tn,)

+6.[mm,(n — 2)+ 2dn] + 2.d’' (n — 3) n,
+ 1.0 (nn, +2.[(t'm — 3)n,+t'm (n — 2)] +z.d'n,.

(*) Ces formules résultent aussi des formules (4) et (11) au moyen de
méthodes données par MM. Chasles et Cremona (Comptes rendus dcs
séances de I’ Acadcmic des Sciences, 22 aoit et 7 novembre 186/ ).
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En substituant ces expressions dans les formules (1)
et (2) dun®1, on trouve
p=p"m +p'n,

v = v"m, -+ 'u’n, .

Nous nous contentcrons, pour le moment, de déterminer
p” et v'. Leurs expressions, au moyen des formules de
M. Pliicker, seront
p'=3(m=+n)(m—+n—4)+ (' +d)(m+nr—i2)
2
-+ 'g (-Z' _— 5) t,,
V=3(m+n)m+n—4)+ ({+d)(m—+n—12)
+ 3 (z—5)d.

Or, on prouve, comme a I'ordinaire, que

[J.” =N [(Cm,:z)2, Co,ny P> l] =';
donc

xr=25.

En introduisant cette valeur dans les expressions de
¢l @, ct continuant la détermination et la déduction de
metv, on trouve la solution suivante du probléme actucl:

o' =3(emn+n+4m—ion)+2(m+n—14)d,
(13a) (") {pW'=v=2Bnrn+d)(m~+n—12)+ 24 (m-+n),
v/ =3 (mP+2mn —1om —+ 4nr)+(m +2n —14)t';

(*) Les formules (13a) donnent la simple relation
/J.'— W=md'—nt'.

La dissymetrie des valeurs de u" et »' n’est quapparente, car sclon la
formale (1V) de 1a premiére note du n° 11

In+d'=3m-+1".
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[(Can)? Cans Cmpn, = (p"my =+ p'niy ¥m +'n,),
(138) [{(Can)? Capns P]= (¢, V'),
[(Cm,n)?’ Cm,rn l] == (f"”a ””)’

Lorsque C,, , est une courbe générale de 1'orde m, on
doit remplacer (13 a) par

p'=3m(m—2)(m*+2m— 1),
(13¢) "=V =6m(m—2)(m—3),
v=3m(m—2)(2m*+m—7).

!

Pour m = 2, on trouve p' = p’=v' =V =o.

38. Pour le coefficient x qui appartient dans A a la
nouvelle espéce de coniques infiniment aplaties, etdans &
aux coniques corrélatives 4 point double, nous avons
trouvé la valeur 5. Donc :

Pour un systéme de coniques qui ont deux contacts
avec une courbe C,, , l'un du second et I’autre du pre-
mier ordre, et un contact du premier avec une autre
courbe donnée C,, , on doit compter:

Dans le nombre 1 : Cinq fois, toute conique infiniment
aplatie renfermée dans une tangente d’inflexion de
C.,. et imitée au point d’inflexion et & C,, . ;

Et dans le nombre o : Cing fois, toute conigue ayant
un point double en un point de rebroussement de C,, , et
composée de la tangente de rebroussement et d’une
tangente a C,, .

Ces théorémes sont encore vrais si C,, . et G, ,, coin-
cident.

39. Le systéme [(C,,.)? 2C,,.] nc contient de co-
niques singuliéres que cclles qui sont nommées aux
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n° 34 et 38. Donc :
A=3.d(rn—4)+3.2d(m—3)+6.2t(m— §)

(m=3)m—4) |\ ra
2

+2.d'(n—3)(m—4)+5.0'(m—3),
o=3.t(m—4)+3.2¢(n —3)+6.2d(n—4)

+a2d' ("'—3)("—_4)
2

+2.8(m—3)(n—4)+5.d'(n— 3),

+ 2.0

+1.t

d’ou
p=(2m+nrn—1)[6t+d'(n—3)]
+[(m—n)(m+n—>5)+¢t](3n+d — 36)
+12(m—n)(m+n—3),
(14a) ¢ , ‘
v={(m+a2n—q)[6d+¢(m— 3)]
+[{rn—m)(m +n—5)+d](3m~+1¢ — 36)
+12(rn—m)(m+n—3);
(140) [(Cm, ) 2Cn,n)]= (g, v).

Lorsque C,,, . est une courbe générale de 'ordre m, on
trouve

(14¢) ‘y.: % m(m — 2)(m — 3)(m®* + 6m* — gm — 46),

v=3m(m — 2)(m— 3)(m® + f4m* — 8m — 23).

Pour m = 2 oum = 3 on trouve p = v —o.

(La suite prochainement.)



