
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

H.-G. ZEUTHEN
Nouvelle méthode pour déterminer les
caractéristiques des systèmes de coniques
Nouvelles annales de mathématiques 2e série, tome 5
(1866), p. 385-398
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1866_2_5__385_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1866, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1866_2_5__385_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


( 385 )

NOUVELLE METHODE POUR DÉTERMINER

LES CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES
(voir page 289) ;

PAR M. H.-G. ZKUTHEN (DE COPENHAGUE).

VII. — Détermination des caractéristiques a"un sys-
tème de coniques qui ont un contact du second ordre
avec une courbe donnée et des contacts du premier
ordre avec deux autres courbes.

29. Désignons par (Cm?n)r la condition d'un contact
de Tordre r avec la courbe Cm?n; le système actuel sera
représenté par [(Cm?,,)% C,B|,B|, Cm2?nJ. A ce système
appartient toute conique infiniment aplatie :

i° Passant par un point d'intersection de C„/|?„( avec
Cm2J„2, tangente à C,„,„ et limitée au point d'intersec-
tion et au point du contact;

2° Tangente à Crn}fl à son point de rencontre avec une
des deux auires courbes, et limitée à ce point et à la
troisième courbe ;

3° Renfermée dans une tangente commune à C,,hn et
à l'une des deux autres courbes, limitée au point de
contact avec C,n?n et par la troisième courbe 5

4° Renfermée dans une tangente d'inflexion de Cmyn

et limitée par les deux autres courbes :
5° Passant par un point de rebroussement de C,n>/1,

limitée à ce point et à un point de rencontre de C,B|)II|

avec Cm2,,,2 5
6° Passant par un point de rebroussement de Cm?n,

tangente à l'une des deux courbes Cm(?rXi et C,„2>l,2, termi-
Ann. de Wathèmat.,1? série, t. V. (Septembre i866. ) 25



( 386 )
née à l'autre de ces deux courbes et au point de rebrous-
sement.

Nous ne savons pas encore combien de fois on doit
compter chacune de ces coniques singulières dans le
nombre X, mais nous leur attribuons les coefficients indé-
terminés x,y, z, M, v et s correspondant respectivement
aux différentes classes que nous venons de nommer. Ces
coefficients seront entiers et positifs (*) ; on trouve alors :

> - x . / » , W 2 « -f-y {mmxm2 H- mm2mx) -h z (nnxm2 -f- nn2mx)

-\- u.t'mxm7-+-v .d' mxm2-{- s (dfnxm2-f- d1 n2mx)

z-zz [xn -f- lym -4- ut' -h vdf) mxm2•+- [zn -\- sdf ) (w,n2 -\- m2nx).

Si l'on transforme, au moyen du principe de dualité,
une figure contenant deux courbes qui ont un contact de
Tordre r ou ( r + i ) points consécutifs communs, les
courbes réciproques auront en commun r-f-|i tangentes
consécutives, c'est-à-dire un contact du même ordre. Si
Ton transforme le système actuel, le système réciproque
sera donc de la même espèce. Par conséquent on peut
(comme aux nos 11 et 12) trouver ZJ en permutant, dans
l'expression de 1, les lettres m et n, d et £, df et t''. On
trouve alors

m rzi [xm -f- ?.yn -h ud' -f- vt?) nxn2 H- {zm -f st') (m{n2 -y- m2n{),

(*) La supposition que les coefficients sont plus grands que zéro, im-
plique celle que le système contient vraiment toutes les classes nommées
de coniques infiniment aplaties. Nous ne profiterons de cette supposition
que pour la deuxième ou la quatrième classe, c'est-à-dire pour le coeffi-
cient y ou u; car alors les équations indéterminées que nous trouverons
n'accorderont la valeur zéro à aucun autre coefficient. Il suffit donc de
s'assurer : i° que le système ne contient pas d'autres coniques infiniment
aplaties que celles que nous avons nommées, et 2° qu'il en contient vrai-
ment de la deuxième ou de la quatrième classe. Ceci est bien évident,
notamment pour la quatrième.
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puis, au moyen des formules (i) et (2) du n° i,

v =r v'" /«, //?., 4- v" (w, /z2 -h m2nl ) -f- v' /?, nu

OÙ

p" — ~ [z(/w -f- 2/1} -4- ^ ( 2 ^ ' -h t'))y

2
f*//; = -5- (27/w -4- .r/z -f- vd' -h ut'),

j

v' r= -- (x//2 -f- iyn H- «<ir -f- p/ ;) ,

v" = ^ [S(2/ Î Ï -4- //) -4- j(rf '4- 2^')],

vw = ~ (2jm H- j7/i 4- ^ ' -{- ut'),

30. Pour le calcul des coefficients indéterminés on a
(voirie n° 13)

La première de ces équations donne

[ix — z) m -\- 2. {iy — z) n -h 1 (u — s) d' -f- [iv — s) t' — o,

o u , c o m m e d1 = 3m — 3 n -f- fc' ( * ) ,

[?,JC — z -h 6 ( u — s )] m -f- 2 [ 2 j — z — 3 ( u — s)]n

-f- [ 9.t> — .V -f- 2 ( U — ^ ) ] t' zzz O.

Comme les trois nombres /?/, M et t! ne peuvent être liés

(*) Voir la formule IV dans la première note du n ° l l .
2 5 .
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par aucune équation, leurs coefficients doivent être égaux
à zéro. On trouve donc

( I ) z — i x ~ i { i y — z) = 3 (s — iv) = 6 (u — s).

L'équation \£n' = v11 donne les mêmes résultats.
'Pour achever le calcul des coefficients inconnus, nous

déterminerons par d'autres moyens y! dans le cas parti-
culier où la courbe Cm?n étant de Tordre m a un point
multiple de Tordre m — i. Dans ce point coïncident
(m — i) (m — i) . ! i i i ,

points doubles, et la courbe ne contient
pas d'autres points doubles ni points de rebrousse-
ment (*). Par conséquent

et selon les équations de M. Plücker

n — i ( m — r ) , t — z ( m — i ) { m — 3 ) , t'z=z 2 [ m — 2 ) .

INous désignerons par M cette courbe singulière que
nous aurons à considérer aussi dans d'autres questions.
Alors nous ferons toujours usage du lemme suivant.

31. LEMME. — Un système de coniques qui ont un
contact de Cordre r avec une courbe M de tordre m
douée d'un point multiple de Vordre m — 1, si nous
désignons par q le nombre des points où une conique
coupe la courbe (**), par; a le nombre des coniques du

(*) Nous supposons qu'aucun des points doubles qui coïncident ne se
réduit à un point de rebroussement.

(**) q est en général égal à 2 m—(r-f-i) . Seulement dans le cas où les
coniques ont avec CTO n d'autres contacts que celui de Tordre r, il faut
encore soustraire de ce nombre-ci, les points d'intersection qui coïnci-
dent avec les autres points de contact. Du reste, nous n'avons donné à



système dont le contact a lieu en un point donné,
par j3 le nombre de celles qui coupent M en un point
donné, contient qoc-+-fi coniques dont le point de con-
tact coïncide avec un des q points d'intersection (si Ton
n'a pas égard à la coïncidence qui a lieu lorsqiiune
conique touche et coupe au point multiple différentes
branches de M.).

Pour le prouver, on joint le point multiple par une
droite X au point de contact 0 d'une conique, et par des
droites Y à ses points d'intersection p. Toute droite X
ou Y détermine un seul point 0 ou p et réciproquement.
La coïncidence d'un point de contact 0 avec un point
d'intersection p de la même conique dépend donc de la
coïncidence d'une droite X avec une droite correspon-
dante Y.

Or, à une droite X ou à un point 0 correspondent a
coniques du système, et par conséquent q<x points p ou qoc
droites Y, et à une droite Y ou à un point p correspon-
dent |3 coniques, et par conséquent (5 points 0 on |3
droites X. Donc (théorème II, p. ICJ5), q a -f- /3 droites X
coïncident avec des droites correspondantes Y, d'où l'on
conclut le lemme énoncé.

Si la conique dont un point de contact 0 coïncide avec
un point d'intersection p n'est pas infiniment aplatie,
Tordre du contact s'élève à r-+-1. Mais si elle est infini-
ment aplatie, les points 0 et p qui coïncident peuvent
appartenir l'un à l'une, et l'autre à l'autre des deux
branches coïncidant de la conique, et alors l'ordre du
contact restera le même.

32. Appliquons le lemme 31 au système (M, /?i,/>2, ps)»

notre lemme que la généralité nécessaire pour les applications, en omet-
tant par exemple le cas facile où les coniques ont plusieurb conlaclb de
l'ordre r.



où (*)

p— N(M— p,Pn p2, pz),

ou, selon la formule II du n°23,

p — N ( M , py Pi9pi9pi) — zX (MÔ, pt,p>, p3),

et, par conséquent,

7 a - f - p r ^ 2 ( w — 2)N (MÔ, />,,ƒ?,, />3)-+- N(M, ƒ?,/?,, ^2,7?3).

Or, d'après les formules (8) et ( 3 ) ( * * ) ,

N(MÔ, pl9 p2y ps)-= i,

N(M, p,pi9p79 p3) = am -4-«,

ou, comme « = 2 (m — i) (n° 30),

N(M,/?, p{, p7, p3) = 4m — i.

Par conséquent,
qcL -h p r_ 6 [m — ij.

Le système ne contient aucune conique infiniment aplatie.
g&-+•($ sera donc le nombre N[(M)2, pif ps,pB) des
coniques qui passent par pu p9, p3 et ont avec M un con-
tact du second ordre. On trouve pour le même nombre
une autre expression, en remplaçant danseelle que nous

(*) Y ou les notations du n° 23.

(**) La coïncidence des ~ points doubles de Cmn, ne

modifie pas les caractéristiques des systèmes, tant que les coniques
n'ont pas plus de deux contacts avec cette courbe; car alors on ne regarde
jamais a la fois plus de deux branches qui se coupent au même point.
Les formules précédentes, (6) et (7) exceptées, sont donc encore vraies
dans le cas où la courbe Cmn est remplacée par la courbe M. (Von
U n° 22.)



avons trouvée pour p' dans le n° 29 (*), n par 2 (m — 1),
d' par o, et l' par 3 (m — 2); ce qui donne

^a-4-p—^ [(X-4-4J -4-3O)W—(4J 4-6O)].

En égalant les deux expressions de qct -f-|3, on trouve

(x -f- 4 j H- 3 v — 18) m — (4r 4- tic — i8) — o.

m étant arbitraire, on doit avoir séparément,

-^4-4/4- 3P=T 18,

(n) 2 -h3p —

' 33. Les équations (I) du n° 30 et (II) du n° 32 suffi-
sent à déterminer les coefficients T,y, z, u, v, 5, qui
doivent être entiers et positifs. Sous cette condition la
seconde équation (II) n'est satisfaite que par

r = 3 . P = I.

Puis les autres équations donnent (**),

X =z 3 , Z m 6 , U mr ^ zr: 2 .

Par la substitution de ces valeurs dans les expressions
trouvées au n° 29, on obtient la solution ( ***) suivante :

( u! = v"' — 3 n -f- d' •=. 3 m -f- ^',

(*) Vo/Vla note précédente.

(**) y=.o donnerait v = 3, puis a = 0 , ce qui justifie la remarque
faite dans la note du n° 29.

(***) M. Cremona l'a trouvée d'une autre manière {Comptes rendus
des séances de l'Académie des Sciences, 7 novembre 1864).



Lorsque C/BjW est une courbe générale de l'ordre m, les
formules ( n # ) sont remplacées par

Pour m = 2, ^' = v//; = 6. v' — jx" = v"~ jxw = 12.

34. Il faut retenir pour la solution d'autres problèmes
les valeurs des coefficients .r, jy, s, /*, v et s. Dans l'ex-
pression de 1 ces coefficients appartiennent aux différentes
espèces de coniques infiniment aplaties que nous avons
énumérées au n° 29, et dans l'expression de u ils
doivent appartenir aux différentes espèces de coniques à
point double, qui y sont corrélatives 5 ce qui donne lieu
aux propositions suivantes :

Pour un système de coniques qui ont un contact du
second ordre avec une courbe donnée Cm „, et des con-
tacts du premier ordre avec deux autres courbes COT|jB|,
et C,n2in2 , H faut compter, dans le nombre 1 :

Trois fois, toute conique infiniment aplatie passant
par un point d'intersection de Cwi(j„( et Cm2?„2, tangente
à Cm}ll et limitée au point d'intersection et au point de
contact j

Trois fois, toute conique infiniment aplatie, tangente
à Cm n en un point de rencontre avec une des deux autres
courbes, limitée à ce point et à la troisième courbe ;

Six fois, toute conique infiniment aplatie, renfermée
dans une tangente commune à Cm?„ et à Vune des deux
autres courbes, limitée au point de contact avec C,,hn et
à la troisième courbe y

Deux fois, toute conique infiniment aplatie, renfer-
mée dans une tangente d'inflexion de C,n?n , limitée par

Une fois, une conique infiniment aplatie, limitée à un



( 393 )
point de rebroussement de C,,̂ n et à un point de ren-
contre de Cmi>H{ avec Cm2?„2;

Deux fois, toute conique infiniment aplatie ^ limitée
à un point de rebroussement de Cm>n, tangente à Vune
et limitée à l'autre des deux courbes Cm,,nj et Cm2?„2;

Et, dans le nombre or :

Trois fois, toute conique à point double, composée
d'une tangente commune à Cm|?n| et Cm2?„2 et de la tan-
gente à Cltt}n en Vun des points ou elle est rencontrée
par la première droite ;

Trois fois, toute conique à point double, composée
d'une tangente commune à C,„ „ et à Vune des deux
autres courbes, et d une tangente à Vautre menée par
le point où la première droite touche C,ll?n ;

Six fois, toute conique à point double composée de la
tangente à Cm>n en Vun des points d'intersection avec
Vune des courbes C,,,l>ni et C,W2?„2 et d'une tangente menée
par le même point à V autre $

Deux fois, toute conique ayant un point double en un
point de rebroussement de Cm;„ et composée de tangentes
menées par ce point aux deux autres courbes;

Une fois, toute conique à un point double composée
d'une tangente d'inflexion de Cm;rt et d'une tangente
commune à CmjjF1| et Cm2j„2 5

Deux fois, toute conique à point double composée
d'une tangente d1 inflexion à Cm>n, et d'une tangente
menée à l'une des courbes Cm,,«, et Cmî)tl2 par un point
de rencontre de Vautre avec la première droite.
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VIII. — Détermination des caractéristiques des systèmes

de coniques qui ont un contact du second ordre et

deux du premier ordre avec deux ou avec une seule

courbe données.

35. Ces systèmes sont :

2° [(C,n?n)\ C,n,„, C,„n„J, dont les coniques ont deux
contacts avec la courbe Cwtjn, l'un du second et l'autre du
premier ordre, et un contact du premier ordre avec C,,t|jWl ;

3° f(Cm>n)% 2Cm,n] dont les coniques ont avec CmjH

trois contacts l'un du second et les deux autres du premier
ordre.

Les théorèmes du n° 34 sont encore vrais pour ces sys-
tèmes, où deux ou trois courbes données coïncident5
mais outre les coniques singulières nommées dans les
énoncés de ces théorèmes, il y en a d'autres qui sont
propres aux deux derniers systèmes.

36. On trouve pour le système [(Cm;„)% 2Cmj?M()

À ~ - 3 .dtr/ -f- 3w/W| (/M, — 1) -f- 6,nnx (m, — 2)

-f- i.t' - - h 1 ,d'dx -4- i.d'/2, [nix — 2),
2

n -_ Z.tsm -\- 3.w/2,(/?i — 1) -4- Ç>.mm{[nx — 2 )

-f- 2.d' — - - ~ - -f- 1 A'tx H- 2 .* ' /w , (/*,— 2 ) .
2 '

Puis, on trouve, comme à l'ordinaire, les valeurs de
f* et v qui, réduites au moyen des formules de M. Plùcker,



deviennent

v = (3n 4- d') (n\ 4- im{ni — 5nt 4- </,),

qu'on peut substituer dans la relation

(12*) [(Cm,n)%2Cmi,„,]=(p,v).

Si Cm>„ et C/ftJjnj sont des courbes générales des ordres
mei mt, on doit remplacer (12a) par

(l2c)

3
- - — w (m — 1) m{ [m{ — 1) (m] 4 - 3/w, — 8 ) ,

2

v =- 3 m (m — 1) /ra, («1, — 1) (wjf 4- mx — 5).

Pour m = rrii = 2, on trouve ^ = v = 12.

37. Dans le système [(Cm?n)% Cm,n, CmijnJ, on trouve,
à côté des coniques infiniment aplaties nommées au
n° 34, d'autres qui sont renfermées dans les tangentes
d'inflexion de Cmj„ et limitées aux points d'inflexion et
à Cmi9nr Introduisons-les dans l'expression de 1 avec le
coefficient x, et nous aurons

\ =z 3.mml(n— 2) -+- 3.[mm{(m — 2) -h

-I- 6.[/2/?, [m — 2) -+- 2.(mt]-+- n.t'(m — 3)/w,

-4- id' mm{ -h 2 \d! (n — 3) m{ -4- d'n{ (m — 2)] -+-jc.t'm{.

Puis, le principe de dualité donne :

a r- Z.nnx [m — 2) H- 3. \_nn{{n — 2) -h it/it]

-h 6.[mmx{n — 2) -h 2dnt] 4- i.d' [n — 3 ) / Î ,

4- \.t'[nnx 4-2.[(f'w — 3)/z, -+-t'm{(n — 2)] -\-x.d'n{.

(*) Ces formules résultent aussi des formules ( 4 ) et (11) au moyen de
méthodes données par MM. Chasles et Cremona (Comptes rendus des
séances de l'Académie des Sciences, 22 août et 7 novembre i86/j).



En substituant ces expressions dans les formules (i)
et (2) du n° i , on trouve

Nous nous contenterons, pour le moment, de déterminer
fx" et v'. Leurs expressions, au moyen des formules de
M. Pliicker, seront

p " — 3 (m -+ -« ) (m - h / 2 — 4 ) -f- (tr -h d')(m -+• n — 12)

v' — 3 (m -f- /?) (/72 - { - « — 4 ) "+" (^"+" ^ ) {ni -\- n — 12 )

Or, ou prouve, comme à l'ordinaire, que

donc

En introduisant cette valeur dans les expressions de à
et GT, et continuant la détermination et la déduction de
{JL et v, on trouve la solution suivante du problème actuel :

n — ion) -4-2 (m-\-n —14) d',
( r?î -4- n — i2)-f-24(tf2-f-/z),

v" — 3 (m2-h 2 mn — i om -f- l\n) -f- («2 -h 2/2 — i/Ç)t';

(*) Les formules (i3a) donnent la simple relation

La dissymetrie des valeurs de //' et v' n'est qu'apparente, car selon la
formule (IV) de la première note du n° 11

3m- d' =



[(C„,,„)2, C . , . , €„„„,] = (>"

Lorsque COT̂ „ est une courbe générale de Torde m, ou
doit remplacer (i3a) par

p ' ' = 3 m (//* — 2 ) ( m 2 - h 2/w — 7 ) ,

* " = v ' = 6 /w( iw — a ) * ( / i i — 3 ) ,

v"=zZm [m — 2 ) ( 2 / H 2 -f-/w — 7 ) .

Pour m = 2, on trouve jx' = p./7 =̂= v' = vf/ = o.

38. Pour le coefficient x qui appartient dans X à la
nouvelle espèce de coniques infiniment aplaties, et dans xs
aux coniques corrélatives à point double, nous avons
trouvé la valeur 5. Donc :

Pour un système de coniques qui ont deux contacts
avec une courbe C„hll) l'un du second et l'autre du pre-
mier ordre, et un contact du premier avec une autre
courbe donnée Cm(> „(? on doit compter :

Dans le nombre 1 : Cinq fois, toute conique infiniment
aplatie renfermée dans une tangente a"inflexion de
Cm, n et limitée au point d'inflexion et à Cm(>ni;

Et dans le nombre u : Cinq fois, toute conique ayant
un point double en un point de rebroussement de Cm>n et
composée de la tangente de rebroussement et d'une
tangente à Cmi>nr

Ces théorèmes sont encore vrais si Cm)rt et Cmijn| coïn-
cident.

39. Le système [(Cm?rt)
2, aCmjR] ne contient de co-

niques singulières que celles qui sont nommées aux



n°5 34 et 38. Donc :

— 3) - * -6 .2 *(w — 4)

-f- i.d'{n — 3) (m — 4 ) -h 5.t'(m — 3) ,

.2^(/2 —4)

2 < /
f/i —3)(/i —4)

3)(« —4) -f-5.«*'(#! — 3),

d'où

-f- [(m — n) {in -h n — 5) -+- r](3« -+- //' — 36)

-hi2(/?2 — n)[m -+- n — 3),

— (m -h 2« — 7)[6rfH- r'(/?2 — 3J]

-f- [{n — in) (m -f- n — 5) -f- «*] (3/w -f-

- h 12(/2 — w ) ( / w -t- /z — 3 ) ;

f' — 36)

Lorsque C/njH est une courbe générale de l'ordre m, on
trouve

(•40
3

tiz=z - m[m — i)(in — 3) imz -4- 6/w3 — qm — 66),

v — 3m(m — 2) ( / i i— 3)(/?23 -f~4w2 — 8 w — 23) .

Pour ni = 2 ou m = 3 on trouve p. = v = o.

/r^ prochainement. )


