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THÉORÈMES RELATIFS
AUX COURBES ET AUX SURFACES DU SECOND ORDRE-,

PAR M. H. FAURE.

1. Considérons la fonction

(1) 7 = Aa2 -h Bp2 H- Cy' -4- . . . -f- Mfx2

de.s carrés des n variables a, |3, y,. . ., p , et posons

(2) V r—Aa ra + Bpr^ -4- €7,7 -f- . . . + Mp,pu

En donnant à ries n valeurs 1, 2, 3 , . . . , / ? , on aura » re-
lations semblables. Désignons par Vr, le résultat que l'on
obtient en remplaçant dans Vr les variables a, |3, y,. . . ,JU
respectivement par a„ |S„ y,,. . . , u5, et supposons que
V r j = o , lorsque les indices /* et s sont diiïérenls entre eux.

Ecrivons l'équation

(3) j '

les coefficients ars étant des constantes quelconques, nulles
lorsque les indices r et s sont égaux. Ces indices prenant
les valeurs de la suite 1, 2, 3 , . . . , « , si Ton représente
par A', B', C', . . . , M' les coefficients des variables a2,
J3%.. . , fji2 dans l'équation (3), on trouve

A' = À'
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d'où

- - f - - -f- . . . -+-—

r, — O,

en ayant égard à l'hypothèse V,, = o.

2. Désignons par V,, Je résultat que Ton obtient en
remplaçant dans Vr les variables a, (3,. . . , p par ar,
( 3 , , . . . , f/r, et supposons Vir = o.

Écrivons l'équation

(4) ? ' = ^ « r v ; = r o ,

les coefficients « r , è r V . . 5 étant des constantes.
Si l'on représente par A', B ' , . . . , M' les carrés des

coefficients des variables a, |3, . . . , p dans l'équation (4),
on trouve

d'où

en ayant égard à l'hypothèse V,, = o.

3. Applications géométriques. — Soit

/2 = 3 et f = Aa2 -h Bp2 -h C72.

L'équation cp = o représente une conique conjuguée à
un triangle abc pris pour triangle de référence, a, (3, y
étant les distances d'un point de la conique aux côtés de
ce triangle.
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L'équation Vr = o représente la polaire du point qui a

pour coordonnées ar, j3r, yr. En donnant à r les valeurs
i, 2, 3, nous avons trois droites déterminant un triangle
a b'V, et les conditions Vrj = o montrent que la conique cp
est également conjuguée à ce triangle.

Comme d'ailleurs l'équation (3) est celle d'une co-
nique circonscrite au triangle a b'c\ nous avons ce théo-
rème :

THÉORÈME I. — Lorsqu'une conique y est conjuguée à
deux triangles abc, db' c', si Von conçoit une conique <p'
circonscrite au triangle db'c', la somme des rapports
que Von obtient en divisant les coefficients des carrés des
variables dans <]/ par les coefficients de ces mêmes va-
riables dans <p est nulle.

D'après le n° 2, on voit que Vr = o est une tangente à
la conique conjuguée y, parce que Vrr = o.

En donnant à r les valeurs i, 2, 3, nous avons trois
tangentes à la conique cp déterminant un triangle db'c'.

La conique (4) étant conjuguée à ce triangle, nous
avons ce théorème :

THÉORÈME II. — Lorsqu'une conique <p est conjuguée
à un triangle abc et inscrite dans un triangle arb'cf, si
Von conçoit une conique <j/ conjuguée au triangle db' c',
la somme des rapports que Von obtient en divisant les
coefficients des carrés des variables dans cp' par les coef-
ficients des carrés des mêmes variables dans ç est nulle.

Si l'on a égard à la définition que nous avons donnée
de la caractéristique d'un point (p. 9) par rapport à une
conique, on pourra énoncer ces deux théorèmes comme
il suit :

THÉORÈME I. — Lorsqu'une conique <p est conjuguée
à deux triangles abc, db'c, si Von conçoit une conique cp'
circonscrite au triangle db1V, la somme des rapports



que Von obtient en divisant les caractéristiques des
points a, b, c par rapport àtf', par les caractéristiques
de ces mêmes points par rapport à q>, est nulle.

THÉORÈME IL — Lorsqu'une conique (f est conjuguée
à un triangle abc et inscrite dans un triangle a'b' c'y si
Von conçoit une conique d conjuguée au triangle a' b'c\
la somme des rapports que Von obtient, en divisant les
caractéristiques des points a,b,c par rapport à a/, par
les caractéristiques de ces mêmes points par rapport
à (f, est nulle.

Corollaires. — En désignant par r,r la caractéristique
du point r par rapport à la conique <p, par iz'r la carac-
téristique de ce même point par rapport à la conique a/,
nos devix théorèmes donnent

(A) _2 + _* + _i. = o .
7Ta 7?£ 7TC

Ce qui suit est le développement de cette relation.
i° Le théorème I nous montre que si la conique d cir-

conscrite au triangle dbfc' passe par deux des sommets
du triangle abc, par a et b par exemple (auquel cas
7t'rt = 7ï'b = o), elle passera aussi par le sommet c, puisque
d'après le théorème on a 7r'c = o. (CHASLES.)

La même considération appliquée au théorème II
montre que

2° Lorsqu'une conique est inscrite dans un triangle
a'b'd et conjuguée à un triangle abc, on peut circon-
scrire au triangle abc une conique conjuguée à a'b'c'.

Les polaires réciproques donnent cet autre théorème.
Lorsqu'une conique est circonscrite à un triangle a'b'c'

et conjuguée à un triangle abc, on peut inscrire dans ce
triangle une conique conjuguée à a'b'c'.

On sait qu'une hyperbole équilatère est conjuguée au
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triangle qui a pour sommets les points à l'infini sur un
cercle et le centre de l'hyperbole. Les théorèmes ci-dessus
donnent alors les suivants :

Lorsqu'une hyperbole équilatère est inscrite dans un
triangle, le cercle conjugué à ce triangle passe par le
centre de l'hyperbole.

Lorsqu'une hyperbole équilatère est circonscrite à un
triangle, la conique conjuguée à ce triangle qui a pour
foyer le centre de l'hyperbole est une parabole.

Dans les théorèmes généraux exprimés par l'équa-
tion (A), la conique ç/ peut représenter deux droites
conjuguées à la conique y. Dans ce cas la caractéris-
tique 7i'a doit être remplacée par le produit des distances
du point a aux deux droites. On a par conséquent ce
théorème :

3° Une conique (p étant conjuguée a un triangle abc,
si l'on désigne par dr, d'r les distances d'un point r à deux
droites conjuguées à la conique y, on a

dad'n dhd'b dccf
• 1 1 — O.

7TO TVf, 77C

Si les deux droites conjuguées coïncident, elles se con-
fondent avec une tangente à la conique, donc

4° Une conique cp étant conjuguée à un triangle abc,
si l'on désigne par da, db, dc les distances de ses sommets
a une tangente de <p, on a

1 d2 d? â2

TCa TZf, TXC

Par les sommets du triangle afbfc', menons une co-
nique touchant les deux côtés ab^ ac du triangle abc, et
désignons par Z»l5 ct les points de contact sur ces côtés
respectivement5 la relation (A) devient

i i bbx i ccs



Cette condition, d'après le théorème précédent, signifie
que la droite b^Ci louche la conique cp, donc, d'après le
théorème I,

5° Une conique ç étant conjuguée à un triangle a'b'V',
si par les sommets de ce triangle on mène une conique
touchant deux droites conjuguées à <p, la corde de contact
touchera la conique.

Comme cas particuliers, il résulte que
Si par le centre d'une hyperbole équilatère on mène

un cercle touchant deux droites conjuguées à l'hyperbole,
la corde de contact touchera l'hyperbole.

Une hyperbole équilatère étant conjuguée à un triangle,
si par des sommets on mène une conique ayant pour foyer
le centre de l'hyperbole, la directrice correspondante tou-
chera l'hyperbole.

La théorie des polaires réciproques donne ce théorème :
6° Une conique <p étant conjuguée à un triangle a'b'c',

si l'on inscrit dans ce triangle une conique (j/ passant par
deux points a, b conjugués à la conique CP, les tangentes
à la conique <j/ menées par les points a et b se couperont
sur la conique <p.

Si les points a, b sont à l'infini sur un cercle, on voit
que

Lorsqu'une hyperbole équilatère est conjuguée à un
triangle, les centres des cercles inscrits à ce triangle sont
sur l'hyperbole.

D'après le théorème II on arrive, par des considéra-
tions analogues, aux suivants :

y° Une conique <f étant inscrite dans un triangle a'b'c',
si l'on mène une conique conjuguée a'b'c' et touchant
deux droites conjuguées à <p, la corde de contact touchera
la conique <p.

8° Une conique 9 étant circonscrite à un triangle a'Vc',
si l'on mène une conique CJ/ conjuguée à a'b'c' par deux
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points a, b conjugués à la conique <p, les tangentes à la
conique CJ/ menées par les points a et b se couperont
sur (p.

Si les points b'', c' sont à l'infini sur un cercle, nous
trouvons que

Lorsqu'une parabole © a pour foyer Je centre d'une
hyperbole équi latère, si Ton mène à l'hyperbole deux
tangentes qui soient conjuguées à la parabole, la corde
de contact touchera la parabole.

Lorsqu'un cercle passe par le centre d'une hyperbole
équilatère, les tangentes menées d'un point du cercle à
l'hyperbole rencontrent cotte courbe en deux points con-
jugués par rapport au cercle.

Lorsqu'une conique c& est conjuguée à un triangle abc,
la caractéristique de l'un des sommets a est égal au rap-

abc , , . . , ,
port -7-5 en désignant par o le centre de la conique.

Deux coniques o et 0' sont conjuguées à un même
triangle abc déterminé par les points d'intersection des
côtés opposés et des diagonales du quadrilatère inscrit
dans les deux coniques 5 donc, en ayant égard à lobserva-
tion précédente et au théorème I,

90 Deux coniques ayant pour centres les points o et o',
si l'on peut inscrire dans la conique of un triangle conju-
gué à la conique o, on aura la relation

obe oca nab
_l . _ j _ Q

o'bc o1 ca 0'ab

dans laquelle a,b, c sont les points qui ont la même po-
laire dans les deux coniques.

D'après le théorème II, on voit que cette même rela-
tion existera si l'on peut circonscrire à la conique o un
triangle conjugué à la conique d.

Si Ton désigne par a. jS, y les dislances du centre o aux
Ann. de MathémaL,ie série,*. V (Juillet 18G6. ) 2O
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côtés du triangle abc par a', jS', / l e s distances du centre o
aux côtés du même triangle, ce théorème donne

Supposons que les coniques o et o' se touchent au point «,
les points a et b venant coïncider, la relation ci-dessus
devient

2a 7

v + y = °-
Or, en général, si P représente le produit des carrés des
demi-axes principaux d'une conique conjuguée à un
triangle, R le rayon du cercle circonscrit à ce triangle,
on a

pour la conique o (question 560), et

P' =2Ra'PY;

dans le cas où les coniques se touchent

P __ a27

p7" ? v '
D'autre part, si p est le rayon de courbure de la co-
nique o au point de contact a, p' le rayon de courbure de
la conique o' au même point, on a

p
L'égalité des rapports — donne

donne

L

donc, en vertu du théorème précédent,

ip' -h p =z o.
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Lorsque deux coniques o et o' se touchent, si l'on peut

inscrire dans la conique o' un triangle conjugué à o (ou
circonscrire à o un triangle conjugué à o'), le rayon de
courbure de la conique o au point de contact sera le
double de celui de la conique o' au même point et dirigé
en sens contraire.

Désignons par au <z2, bu &2, cu r2 les points d'inter-
section de la conique cp avec les côtés du triangle res-
pectivement opposés aux sommets «, &, c, soient A, B, C
les demi-diamètres de cp parallèles à ces mêmes côtés.
Ajoutant un accent à ce qui est relatif à la conique cp', la
relation (A) devient

ab\ . ab'2 B2 ba\ . ba7 A2
 TT,

ab,.ab% B7"2 + ba{ . ba2 Â7"2 + ^T = °

en laissant subsister le dernier terme tel qu'il est.
Supposons que le triangle abc ait son côté ab à l'in-

fini, de sorte que c devienne le centre de la conique <p,
ca, cb deux de ses diamètres conjugués. La relation pré-
cédente se réduit à

(B) £ + £, = -:
en remarquant que TTC = — i.

Les théorèmes I et II donnent cet énoncé.
io° Etant données deux coniques (p et CJ/, celte dernière

étant circonscrite à un triangle conjugué à o (ou con-
juguée à un triangle circonscrit à y), si Ton désigne
par A, B deux demi-diamètres conjugués de cp, par A', B'
les demi-diamètres de y' parallèles aux premiers, on a
la relation précédente dans laquelle 7rc est la caractéris-
tique du centre de cp par rapport à <j/.

Si cp est un cercle on a ces théorèmes :
n ° La somme des carrés des inverses des demi-axes
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principaux d'une conique <p' circonscrite à un triangle
(ou conjuguée à un triangle) est égale à la caractéris-
tique du centre du cercle conjugué au triangle (ou du
centre d'un cercle inscrit au triangle), par rapport à <p'
divisé par le carré du rayon du cercle.

Si au contraire <p' est un cercle, on a ces théorèmes :
12° La somme des carrés des demi-axes principaux

d'une conique conjuguée à un triangle (ou inscrite dans
un triangle) est égale a la puissance de son centre par
rapport au cercle circonscrit (ou conjugué) au triangle.

Rerrmrque. — Ces deux théorèmes ont été proposés
en questions dans les Nouvelles dnnales, nos 524 et 562.
Le numéro de juin 1864 (p. ^5^) contient une solution
de la question 562, mais quelques inexactitudes de l'au-
teur ramènent à une erreur dans un coefficient numérique.
Je ferai la même observation à l'égard de la question 561.
dont l'énoncé modifié ( 1864, P- 2^3) est inexact. L'é-
noncé qui figure tome XX, i re série, page 56, est exact.

Dans la relation (H) remplaçons TCC par sa valeur, on

A2

B'2

Si Ton élimine A' et IV de ces deux relations, on a ces
théorèmes :

i3° Étant donnés une conique CJ> ayant pour centre le
point c et deux de ses demi-diamètres conjugués A, B,
si une conique <p', circonscrite à un triangle conjugué à cp
(ou conjuguée à un triangle circonscrit n <p), rencontre ces
deux diamètres respectivement aux points an a2, //l5 V2,
on aura la relation

A2 B 2 __
^ cat . ca\ cb', . cb'
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Si la conique (f est un cercle, on voit que : si par un

point fixe c on trace deux droites rectangulaires rencon-
trant une conique, l'une aux points Û1? a2, Tau ire aux
points &,, Z>2, on a la relation

= const.

La valeur de la constante résulte du précédent théo-
rème. Si c est le centre de la conique, on retrouve un
théorème connu.

Lorsque dans la relation (B) ou suppose que la co-
nique <p' passe par le centre de cj, nous dirons que :

Lorsqu'une conique <f' passe par trois points conjugués
à une conique <p (ou bien est conjuguée à un triangle cir-
circonscrit à <p) et par son centre, si Ton désigne par A, B
deux diamètres conjugués de cy et par A', B' les diamètres
qui leur sont parallèles dans (j/, on a la relation

Cette relation montre que si l'une des coniques est un
cercle, l'autre est une hyperbole équilatère, ce qui donne
quatre théorèmes plus ou moins connus.

L̂a même relation (B) donne le théorème suivant :
Lorsqu'une conique y' concentrique à une conique <f

passe par trois points conjugués de celle-ci (ou est con-
juguée à un triangle circonscrit à CJ>), si Ton désigne
par A, B deux diamètres conjugués de tp, par A', B' les
diamètres de (ff de même direction que les premiers, on
a la relation

A2 B2

& + & + *=*'

La relation (C) donne :
Lorsqu'une conique <j>' passe par les extrémités d'un



diamètre de la conique cp et trois points conjugués de
celle-ci (ou est conjuguée à un triangle circonscrit à (j?),
elle rencontre le diamètre A conjugué au premier en
deux points au a9 tels que

2.calca2 =z A%

c étant le centre de <p; A la longueur du demi-diamètre.

4f. Pour n == 4, on a deux théorèmes généraux ana-
logues à ceux démontrés plus haut (p. 3oi) :

THÉORÈMES III ET IV. — Lorsqu'une surface <p du se-
cond ordre conjuguée à un tétraèdre abcdest conjuguée
à un second tétraèdre a'b'c'd' (ou inscrite dans ce té-
traèdre), si Von conçoit une surface (pf du même ordre
circonscrite au tétraèdre a'b'cf d/ [ou conjuguée à ce té-
traèdre) , la somme des quotients que Von obtient, en divi-
sant les caractéristiques des points a, b, c, d par l'apport
à (p', par les caractéristiques de ces mêmes points par
rapport à <p, est nulle.

En désignant par 77a, rJa les caractéristiques du som-
met a, par rapport aux surfaces ^ eï; ?'? nous écrirons
donc

Nous nous bornons à énoncer les théorèmes déduits
de cette relation, en suivant le même ordre que pour les
coniques.

i° Toute surface du second ordre qui passe par sept
des sommets de deux tétraèdres conjugués, passe par le
huitième.

2° Toute surface du second ordre CJ/ conjuguée à un
tétraèdre af b'c'd', circonscrit à une surface ç du second
ordre, et qui passe par trois des sommets d'un tétraèdre
conjugué à <p, passe par le quatrième sommet.



La théorie des polaires réciproques donne deux autres
théorèmes :

3° Une surface du second ordre ç étant conjuguée à un
tétraèdre abcd, si l'on désigne par pa, pa les distances du
sommet a à deux plans conjugués par rapport à cp, on a

4° Une surface du second ordre cp étant conjuguée à un
tétraèdre abcd, si l'on désigne par pa la distance du som-
met a à un plan tangent à cp, on a

5° Une surface du second ordre cp étant conjuguée à un
tétraèdre, si par les sommets de ce tétraèdre on conçoit
une surface du second ordre touchant les arêtes d'un
trièdre conjugué à cp, le plan passant par les points de
contact touchera la surface cp.

6° Une surface du second ordre cp étant conjuguée à un
tétraèdre, si Ton inscrit dans ce tétraèdre une surface du
second ordre cp', tangente aux trois côtés d'un triangle
conjugué à 9, les plans tangents à la surface cy' menée par
les trois points de contact se couperont sur cp. (Réci-
proque du précédent.)

7° Une surface du second ordre cp étant insciile dans
un tétiaèdre, si l'on conçoit une surface du second
ordre cp\ conjuguée à ce tétraèdre et touchant les arêtes
d'un trièdre conjugué à cp, le plan passant par les points
de contact touchera la surface cp.

8° Une surface du second oidre cp étant circonscrite à
un tétraèdre, si Ton conçoit une surface du second
ordre cp'conjuguée à ce tétiaèdre et touchant les côtés
d'un triangle conjugué à 9, les plans tangents aux points
de contact menés à la surface cp' se couperont sur cp.
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9° Deux surfaces du second ordre étant données, si

l'on désigne par a, (3, 7, § les distances du centre de l'une
d'elles <p aux faces du tétraèdre conjugué à la fois aux deux
surfaces, par a', jS', y', df les distances du centre de la se-
conde q/ à ces mêmes plans, on pourra inscrire dans la
surface 2/ un tétraèdre conjugué à y, si l'on a la relation

Cette même relation aura lieu si l'on peut circonscrire
à <f un tétraèdre conjugué à y'.

io° Etant données deux surfaces du second ordre <p
et <p', cette dernière étant circonscrite à un tétraèdre con-
jugué à (p (ou conjugué à 1111 tétraèdre circonscrit à <p), si
l'on désigne par A, B, C trois demi-diamètres conjugués
de cp, par A', IV, C' les demi-diamètres de <j/ parallèles aux
premieis, on a la relation

A2 B2 C' ___ ,

A^ + B7"' + C7"2 ~ ^^

dans laquelle TÎd est la caractéristique du centre d de cj
par rapport à ç'.

Si 9 est une sphère on a ces théorèmes :
i i ° La somme des carrés des inverses des demi-axes

principaux (ou de trois demi-diamètres rectangulaires)
d'une surface o' circonscrite à un tétraèdre (ou conjuguée
à ce tétraèdre) est égale à la caractéristique du centre de
la sphère conjuguée au tétraèdre (ou du centre d'une
sphère inscrite au tétraèdre) par rapport à cp' divisé par
le carré du rayon dj la sphère (*).

Si, au contraire cj/ est une sphère :

(*) Ce théorème revient à celui donné par M. Painvin dans la ques-
tion 760, que M. Faure ne connaissait pas quand il nous a envoyé son
article au mois de novembre dernier. P.



i i ° La somme des carrés des demi-axes principaux
d'une surface du second degré conjuguée à un tétraèdre
(ou inscrite dans un tétraèdre) est égale à la puissance de
son centre par rapport à la sphère circonscrite (ou con-
juguée) au tétraèdre.

Remarque. — Un tétraèdre n'a pas en général de
sphère conjuguée, il faut pour cela que ses arêtes oppo-
sées soient rectangulaires; le point de rencontre de ses
hauteurs est le centre de la sphère conjuguée. Les théo-
rèmes dans lesquels figurent une sphère conjuguée sont
donc relatifs à un tétraèdre dont les hauteurs se ren-
contrent.

i3° Etant donnés une surface du second ordre <p ayant
pour centre le point d et trois de ses demi-diamètres
conjugués A, B, C, si une surface du second ordre <p' cir-
conscrite à un tétraèdre conjugué à cf (ou conjuguée à un
tétraèdre circonscrit à y) rencontre ces diamètres respec-
tivement aux points a1? «2, i l 5 &2, c l5 c2, on a la relation

A2 B' C2

dax. da2 db{. db2 dc(. dc2

II serait facile de multiplier davantage ces applications
de nos deux théorèmes généraux; ce qui précède suffit
pour montrer le parti que Ton peut en tirer.


