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THEOREMES RELATIFS
AUX COURBES ET AUX SURFACES DU SECOND ORDRE;

Par M. H. FAURE.

1. Considérons la fonction
(1) p=A? +Bf +Cy'+...+Mp
des carrés des n variables a, 3, y,. .., @, et posons
(2) Vi=Aaa+ BB B +Cy9+...+Mpp

En donnant a rles n valeurs 1, 2, 3,...,n, on aura n re-
lations semblables. Désignons par V,, le résultat que 'on
obtient en remplagant dans V, les variables a, 3, 7,. . ., 1
respectivement par a,, 5,, 7., .., t, €L supposons que
V..=o, lorsque les indices r et s sont différents entre eux.

Ecrivons I'équation
(3) ¢ = Za”V,VS:O,

les coeflicients a,, étant des constantes quelconques, nulles
lorsque les indices 7 et s sont égaux. Ces indices prenant
les valeurs de la suite 1, 2, 3,...,n,si 'on représente
par A', B/, C/,..., M’ les coefficients des variables «*,
f%,..., u* dans I'équation (3), on trouve

Al = A E apsop %, B = B? 2 g Befos. .,

M — M 2 Ay Pr sy
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d’ou

A/ B’ M’

N R Za,,(Aa,a,+B§,p,+ o Mpp,)

= 2 ar V., =0,

en ayant égard a 'hypothése V,, = o.

2. Désignons par V,, le résultat que 'on obtient en
remplagant dans V, les variables «, 3,..., u par «,,
By - -, ttr, €t supposons V,, = o.

Ecrivons 'équation -

(4) c‘p’zza,V,’ = o,

les coefficients a,, b,,..., étant des constantes.

Si Pon représente par A/, B/,..., M/ les carrés des
coefficients des variables a, 3,. . ., u dans I’équation (4),
on trouve

N=48 Nasl, B=Babl..., W=M 3 ap,

d’ou
A B M
X+E+...+ﬁ:Za,(Aaf_+Bﬁ:+ C o+ Mp?)

= Z a,V,,: o.

en ayant égard a I'hypothése V,, = o.
3. Applications géométriques. — Soit
n=3 et o¢=Aa*+ Bf?+ Gy’

L’équation ¢ = o représente une conique conjuguée a
un triangle abc pris pour triangle de référence, a, f3, y
étant les distances d’un point de la conique aux cotés de
ce triangle.
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L’équation V, = o représente la polaire du point qui a
pour coordonnées «,, f3,, y,. En donnant a r les valeurs
1, 2, 3, nous avons trois droites déterminant un triangle
a'b'c’, etles conditions V,, = o montrent que la conique ¢
est également conjuguée a ce triangle.

Comme d’ailleurs I'équation (3) est celle d’une co-
nique circonscrite au triangle 2'd'c’, nous avons ce théo-
réme :

Trtorkme I. — Lorsqu’une conique ¢ est conjuguée &
deux triangles abc, a'b'c, si I'on concoit une conique ¢
circonscrite au triangle a'b'c/, la somme des rapports
que Uon obtient en divisant les coefficients des carrés des

variables dans cP’ par les coefficients de ces mémes va-
riables dans ¢ est nulle.

D’aprés le n° 2, on voit que V, = o est une tangente a
la conique conjuguée ¢, parce que V,, = o.

En donnant a r les valeurs 1, 2, 3, nous avons trois
tangentes a la conique ¢ déterminant un triangle a'b'c’.

La conique (4) étant conjuguée a ce triangle, nous
avons ce théoréme :

Tutorime II. — Lorsqu’une conique ¢ est conjuguée
& un triangle abe et inscrite dans un triangle a'b'c, si
I’on concoit une conique ¢’ conjuguée au triangle a'b'c/,
la somme des rapports que l’on obtient en divisant les
coefficients des carrés des variables dans ¢’ par les coef-
JSicients des carrés des mémes variables dans ¢ est nulle.

Si I'on a égard 4 la définition que nous avons donnée
de la caractéristigue d'un point (p. 9) par rapport a une
conique, on pourra énoucer ces deux théorémes comme
il suit :

Tatorkme 1. — Lorsqu'une conique ¢ est conjuguée
a deux triangles abe, a'b/' ¢’ sil’on concoit une conigue ¢/
circonscrite au triangle d'b'c, la somme des rapports
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que l'on obtient en divisant les caractéristiques des

points a, b, ¢ par rapport & ¢/, par les caractéristiques
de ces mémes points par rapport & ¢, est nulle.

Tatorime II. — Lorsqu’une conique ¢ est conjuguée
a un triangle abc et inscrite dans un triangle o' b'c, si
Uon concott une conique ¢ conjuguée au triangle o't o/,
la somme des rapports que 'on obtient, en divisant les
caractéristiques des points a, b, c par rapport a ¢/, par
les caractéristiques de ces mémes points par rapport
a 9, est nulle.

Corollaires. -— En désignant par =, la caractéristique

8 P q
du point r par rapport a la conique ¢, par 7 la carac-
téristique de ce méme point par rapport a la conique ¢,
nos deux théorémes donnent

T Th T
(A) — -+ — 4+ —==o.
Ta 6 Te
Ce qui suit est le développement de cette relation.
1° Le théoréme I nous montre que sila conique ¢’ cir-
conscrite au triangle @'b'¢’ passe par deux des sommets
du triangle abe, par a et b par exemple (auquel cas

’

n =, = 0), elle passera aussi par le sommet ¢, puisque
d’aprés le théoréme on a 7, = o. (Cuasces. )

La méme considération appliquée au théoréme II
montre que

2° Lorsqu’une conique est inscrite dans un triangle
a'b'c et conjuguée a un triangle abc, on peut circon-
scrire au triangle abc une conique conjnguée a a'b'c’.

Les polaires réciproques donnent cet autre théoréme.

Lorsqu’une conique est circonscrite 4 un triangle a'?' ¢’
et conjuguée a un triangle abc, on peut inscrire dans ce
triangle une conique conjuguée a a'b'c'.

On sait qu’une hyperbole équilatére est conjuguée au
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triangle qui a pour sominets les poiuts a 'infini sur un
cercle ctle centre de 'hyperbole. Les théorémes ci-dessus
donnent alors les suivants :

Lorsqu'une hyperbole équilatére est inscrite dans un
triangle, le cercle conjugué a ce triangle passe par le
centre de 'hyperbole.

Lorsqu’une hyperbole équilatére est circonscrite & un
triangle, la conique conjuguée 4 ce triangle qui a pour
foyer le centre de I'hyperbole est une parabole.

Dans les théorémes généraux exprimés par I'équa-
tion (A), la conique ¢/ peut représenter deux droites
conjuguées a la conique ¢. Dans ce cas la caractéris-
tique 7, doit étre remplacée par le produit des distances
du point @ aux deux droites. On a par conséquent ce
théoréme :

3° Une conique ¢ étant conjuguée a un triangle abe,
si I'on désigne par d,., d les distances d’un point r & deux
droites conjuguées a la conique ¢, on a

dd,  dyd,  dod.
+ 2 =

== 0.
Ta T Te

Si les deux droites conjuguées coincident, elles se con-
fondent avec une tangente a la conique, donc
4° Une conique ¢ étant conjuguée a un triangle abe,
- L. >
si 'on désigne par d,, d;, d, les distances de ses sommets
4 uue tangente de 9, on a
2 2 2
G d 4
Ta b Te
Par les sommets du triangle @'d'c’, menons une co-
nique touchant les deux cotés ab, ac du triangle abc, et
désignons par by, ¢, les points de contact sur ces cotés
respectivement; la relation (A) devient

J—
1 1 bb, 1 cc

p— prmmm—

o Th g}, e
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Cette condition, d’aprés le théoréme précédent, signifie
que la droite b,c, touche la conique ¢, donc, d’aprés le
théorémeI,

5° Une counique ¢ étant conjuguée a un triangle @'%'¢/,
si par les sommets de ce triangle on méne une conique
touchant deux droites conjuguées a ¢, la corde de contact
touchera la conique.

Comme cas particuliers, il résulte que

Si par le centre d’une hyperbole équilatére on méne
un cercle touchant deux droites conjuguées a I’hyperbole,
la corde de contact touchera hyperbole.

Une hyperbole équilatére étant conjuguée a un triangle,
si par des sommets on méne une conique ayant pour foyer
le centre de I'hyperbole, la directrice correspondante tou-
chera 'hyperbole.

La théorie des polaires réciproques donne ce théoréme:

6° Une conique ¢ étant conjuguée a un triangle o'/,
si l'on inscrit dans ce triangle une conique ¢/ passant par
deux points a, b conjugués a la conique ¢, les tangentes
a la conique ¢/ menées par les points a et b se couperont
sur la conique g.

Si les points a, b sont a I'infini sur un cercle, on voit
que

Lorsqu’une hyperbole équilatére cst conjuguée a un
triangle, les centres des cercles inscrits a ce triangle sont
sur 'hyperbole.

D’aprés le théoréme II on arrive, par des considéra-
tions analogues, aux suivants :

7° Une conique ¢ étant inscrite dans un triangle a’'4'c’,
si 'on méne une conique conjuguée a’d'c’ et touchant
deux droites conjuguées a ¢, la corde de contact touchera
la conique ¢.

8° Une conique ¢ étant circonscrite a un triangle a'd'c’,
si 'on méne une conique ¢’ conjuguée a @'b'c’ par deux
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points @, & conjugués a la conique ¢, les tangentes 4 la
conique ¢’ menées par les points @ et b se couperont
sur 9.

Si les points &', ¢ sont & I'infini sur un cercle, nous
trouvons que

Lorsqu'une parabole ¢ a pour foyer le centre d'une
hyperbole équilatére, si 'on méne 4 I’hyperbole deux
tangentes qui soient conjuguées & la parabole, la corde
de contact touchera la parabole.

Lorsqu’un cercle passe par le centre d’une hyperbole
équilatére, les tangentes menées d'un point du cercle a
I’hyperbole rencontrent cette courbe en deux points con-
jugués par rapport au cercle.

Lorsqu’une conique ¢ est conjuguée 4 un triangle abe,
la caractéristique de I'un des sommets a est égal an rap-

port ﬂ, en désignant par o le centre de la conique.
obc

Deux coniques ¢ et ¢ sont conjugudes & un méme
triangle abe déterminé par les points d’intersection des
cotés opposés et des diagonales du quadrilatére inscrit
dans les deux coniques ; donce, en ayant égard a l'observa-
tion précédente et au théoréme I,

9° Deux coniques ayant pour centires les points o et o/,
si I'on peut inscrire dans la conique o un triangle conju-
gué a la conique o, on aura la relation

obc oca oab

—_— —, = 0,
o'bec o ca o’ ab

dans laquelle a, b, ¢ sunt les points qui ont la méme po-
laire dans les deux coniques.

D’aprés le théoréme 1II, on voit que cette méme rela-
tion existera si 'on peut circonscrire a la conique o un
triangle conjugué 4 la conique o'.

Si I'on désigne par «. 2, 7 les distances du centre o aux

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. V. (Juillet 18G6.) 20
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cotés du triangle abc par o', (7, o' les distances du centre o’
aux c¢Otés du méme triangle, ce théoréme donne

o

- + 97 -+ 1; == 0.

« By
Supposons que les coniques o et o’ se touchent au point a,
les points a et b venant coincider, la relation ci-dessus
devient

Or, en général, si P représente le produit des carrés des
demi-axcs principaux d’une conique conjuguée a un
triangle, R le rayon du cercle circonscrit a ce triangle,
ona

P = 2Rafy

pour la conique o (question 560), et
P, — ZRd'ﬁ"y,;
dans le cas ou les coniques se touchent

P aly

P a:"'y'.
D’autre part, si p est le rayon de courbure de la co-

nique o au point de contact a, P le rayon de courbure de
la conique o' au méme point, on a

. P pa
P = pa?, P':p'm’3 et E;———m

P
1. égalité des rapports donne

S

— =~
7, PI a/
donc, en vertu du théoréme précédent,

2p’ +p=o.
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Lorsque deux coniques o et o' se touchent, si I'on peut
inscrire dans la conique o' un triangle conjugué 4 o (ou
circonscrire & o un triangle conjugué a o'), le rayon de
courbure de la conique o au point de contact sera le
double de celui de la conique o’ au méme point et dirigé
en sens contraire.

Désignons par a,, as, by, b,, ¢, ¢, les points d'inter-
section de la conique ¢ avec les cdtés du triangle res-
pectivement opposés aux sommets a, b, c, soient A, B, C
les demi-diamétres de ¢ paralléles a ces mémes cotés.
Ajoutant un accent a ce qui est relatif a la conique ¢/, la
relation (A) devient

ab, .ab, B* bd, .bd, A* T,
It =il E . e L
ab, .ab, B? ba,. ba, A"? x,

en laissant subsister le dernier terme tel qu'il est.

Supposons que le triangle abc ait son c6té ad i I'in-
fini, de sorte que ¢ devienne le centre de la conique ¢,
ca, cb deux de ses diamétres conjugués. La relation pré-
cédente se réduit a

A? B2 '
(B) AT E T
en remarquant que N, —=—1.

Les théorémes I et II donnent cet énoncé.

10° Etant données deux coniques ¢ et ¢/, cette derniére
étant circonscrite & un triangle conjugué a o (ou con-
juguée a un triangle circonscrit a ¢), si I'on désigne
par A, B deux demi-diamétres conjugués de ¢, par A/, B'
les demi-diametres de ¢’ paralléles aux premiers, on a
la relation précédente dans laquelle m, est la caractéris-
tique du centre de ¢ par rapport a ¢'.

Si ¢ est un cercle on a ces théorémes :

11° La somme des carrés des inverses des demi-axes

20.
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principaux d’une conique ¢ circonscrite & un triangle
(ou conjuguée a un triangle) est égale a la caractéris-
tique du centre du cercle conjugué au triangle (ou du
centre d’un cercle inscrit au triangle), par rapport a ¢/
divisé par le carré du rayon du cercle.

Si au contraire ¢’ est un cercle, on a ces théorémes :

12° La somme des carrés des demi-axes principaux
d’une conique conjuguée a un triangle (ou inscrite dans
un triangle) est égale a la puissance de son centre par
rapport au cercle circonscrit (ou conjugué) au triangle.

Remurgque. — Ces deux théorémes ont été proposés
en questions dans les Nouvelles Annales, n° 524 ct 562.
Le numéro de juin 1864 (p. 257) contient une solution
de la question 562, mais quelques inexactitudes de 'au-
teur’aménentaune erreur dans un coeflicient numérique.
Je ferai la méme observation a I'égard de la question 561.
dont I'énoncé modifié (1864, p. 253) est inexact. L’é-
noncé qui figure tome XX, 1™ série, page 56, est exact.

Dans la relation (B) remplacons «, par sa valeur, on
aura

A? B*  cd,.cd, A? B: cb', . cb,
o= D, =
A B: Al? Al B B:

Si Von élimine A’ ct B de ces deux relations, on a ces
théoremes :

13° Etant dounés une conique @ ayant pour centre le
point ¢ et deux de ses demi-diameétres conjugués A, B,
si une conique ¢, circonscrite 4 un triangle conjugué a ¢
(ou conjuguée a un triangle circonscrit i 9), rencontre ces
deux diamétres respectivement aux points a,, @, b, b',,
on aura la relation

A? B?

+
’ ! g
cd, b .cbt,

(€) ca', .
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Si la conique ¢ est un cercle, on voit que : si par un
point fixe ¢ on trace deux droites rectangulaires rencon-
trant une conique, 'une aux points a,, a,, 'autre aux
points b,, b,, on a la relation

I 1

- 4+ ——— — const.
ca,.ca? cb,.ch,

La valeur de la constante résulte du précédent théo-
réme. Si ¢ est le centre de la conique, on retrouve un
théoréme connu.

Lorsque dans la relation (B) on suppose que la co-
nique ¢’ passe par le centre de ¢, nous dirons que :

Lorsqu’une conique ¢/ passe par trois points conjugués
a une conique ¢ (ou bien est conjuguée a un triangle cir-
circonscrit a @) et par son centre, si I’on désigne par A, B
deux diamétres conjugués de ¢ et par A, B' les diamétres
qui leur sont paralléles dans ¢/, on a la relation

A? B?
e

Cette relation montre que si 'unc des coniques est un
cercle, 'autre est une hyperbole équilatére, ce qui donne
quatre théorémes plus ou moins connus.

L.a méme relation (B) doune le théoréme suivant :

Lorsqu’une conique ¢’ concentrique a une conique ¢
passe par trois points conjugués de celle-ci (ou est con-
juguée a un triangle circonscrit 4 ¢), si Uon désigne
par A, B deux diamétres conjugués de ¢, par A, B les
diamétres de ¢ de méme direction que les premiers, on
a la relation

A? B?
;‘T, —+ —ﬁ’—? -+ 1 = 0.
La relation {C) donne :
Lorsquw’unc conique ¢’ passe par les extrémités dun
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diamétre de la conique 9 et trois points conjugués de
celle-ci (ou est conjuguée a un triangle circonscrit a 9),
elle rencontre le diamétre A conjugué au premier en
deux points a,, a, tels que

2¢a,ca, = A?,
c étant le centre de 9, A la longueur du demi-diamétre.

4. Pour n = 4, on a deux théorémes généraux ana-
logues a ceux démontrés plus haut (p. 3o1):

Tatorimes III er IV. — Lorsqu’une surface ¢ du se-
eond ordre conjuguée a un tétraédre abed est conjuguée
a un second tétraédre a'b'c'd’ (ou inscrite dans ce té-
traédre), si l’on concoit une surface ¢’ du méme ordre
circonscrite au tétraédre a'b’c¢'d’ (ou conjuguée & ce té-
traédre),la somme des quotients que I’on obtient, en divi-
sant les caractéristiques des points a, b, ¢, d par rapport
a o', par les caractéristiques de ces mémes points par
rapport & ¢, est nulle.

En désignant par 7,, 7, les caractéristiques du som-
met a, par rapport aux surfaces ¢ et ¢', nous écrirons
donc

h,
Ta

Nous nous bornons a énoncer les théorémes déduits
de cette relation, en suivant le méme ordre que pour les
coniques.

1° Toute surface du second ordre (ui passe par sept
des sommets de deux tétraédres conjugués, passe par le
huitiéme.

2° Toute surface du second ordre ¢’ conjuguée a un
tétraédre a’b’c’d’, circonscrit 4 une surface ¢ du second
ordre, et qui passe par trois des sommets d'un tétraédre
conjugué a ¢, passe par le quatriéme sommet.
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La théorie des polaires réciproques donne deux autres
théorémes :
3° Une surface du second ordre ¢ étant conjuguée a un
tétraédre abed, si 'on désigne par p,, p,, les distances du
sommet @ a deux plans conjugués par rapport a ¢, on a

!
pﬂ Pn
pRILN
T
4° Une surface du second ordre g étant conjuguée a un
tétraédre abced, sil’on désigne par p, la distance du som-
met @ & un plan tangent 4 ¢, on a
2
~ 7

Ta

5° Une surface du second ordre ¢ étant conjuguée a un
tétraédre, si par les sommets de ce téiraédre on congoit
une surface du second ordre touchant les arétes d'un
triédre conjugué a g, le plan passant par les points de
contact touchera la surface ¢.

6° Une surface du second ordre ¢ étant conjuguée 4 un
tétraédre, si 'on inscrit dans ce tétraédre une surface du
sccond ordre ¢, tangente aux trois cotés d’un triangle
conjugué a g, les plans tangents 4 la surface ¢’ menée par
les trois points de contact se couperont sur ¢. (Réci-
proque du précédent.)

7° Une surface du second ordre ¢ éiant insciite dans
un tétraédre, si 'on congoit une surface du second
ordre ¢'. conjuguée a ce tétraédre ct touchant les arétes
d’un triédre conjugué a ¢, le plan passant par les points
de contact touchera la surface ¢.

8° Une surface du second oidre ¢ étant circonscrite a
un tétraédre, si l'on congoit une surtace du second
ordre ¢/ conjuguée a ce tétraédre et touchant les cotés
d’un triangle conjugué a ¢, les plans tangents aux points
de contact menés a la surface ¢’ se couperont sur ¢.
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9” Deux surfaces du second ordre étant données, si
P'on désigne par a, (3, 7, 0 les distances du centre de I'une
d’elles ¢ aux faces du tétraédre conjugué a la fois aux deux
surfaces, par o/, 8, 7/, 0’ les distances du centre de la se-
conde ¢’ & ces mémes plans, on pourra inserire dans la
surface ' un tétraédre conjuguné a g, si 'on a la relation

B "/ J
— —’r— b—— + = -+ = = 0.

Cette méme relation aura lieu si 'on peut circonscrire
a ¢ un tétraédre conjugué a ¢’.

t0° Etant données deux surfaces du second ordre ?
ct ¢, cette derniére ¢tant circonscrite a un tétraédre con-
jugué a ¢ (ou conjugué a un tétraédre circonscrit & q)), s1
I'on désigne par A, B, C trois demi-diamétres conjugués
de ¢, par A’, B’, C' les demi-diamétres de ¢/ paralléles aux
premiers, on a la relation

Ar B¢
i -+ B -+ (7} = my

dans laquelle 7, est la caractéristique du centre d de ¢
par rapport a ¢'.

Si ¢ est unc sphére on a ces théorémes :

© La somme des carrés des inverses des demi-axes

principaux (ou de trois demi-diamétres rectangulaires)
d’une surface ¢/ circonscrite a un tétraédre (ou conjuguée
a ce tétraédre) est égale a la caractéristique du centre de
la sphére conjuguée au tétraédre (ou du centre d’une
sphére inscrite au tétraédre) par rapport a ¢’ divisé par
lc carré du rayon d: la sphére (¥).

Si, au contraire. ¢’ est une sphére :

() Ce théoréme revient a celui donné par M. Painvin dans la ques-
tion 760, que M. Faure ne connaissait pas quand il nous a envoyé son
article au mois de novembre dernier. P.
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12° La somme des carrés des demi-axes principaux
d’une surface du second degré conjugude a un tétraédre
(ou inscrite dans un tétraédre) est égale a la puissance de
son centre par rapport a la sphére circonscrite (ou con-
juguée) au tétraédre.

Remarque. — Un tétratédre n’a pas en général de
sphére conjuguée, il faut pour cela que ses arétes oppo-
sées soient rectangulaires; le point de rencontre de ses
hauteurs est le centre de la sphére conjuguée. Les théo-
remes dans lesquels figurent une sphére conjuguée sont
donc relatifs & un tétraédre dont les hauteurs se ren-
contrent.

13° Etant donnés une surface du second ordre ¢ ayant
pour centre le point d ét trois de ses demi-diamétres
conjugués A, B, C, si une surface du second ordre ¢’ cir-
conscrite a un tétraédre conjugué a ¢ (ou conjuguée a un
tétraédre circonscrit a 9) rencontre ces diamétres respec-
tivement aux points ay, as, by, by, ¢4, 5, 0n a la relation

A? B’ c:
da day * dby.db, " dey.de,

Il serait facile de multiplier davantage ces applications
de nos deux théorémes généraux; ce qui précéde suffit
pour montrer le parti que I'on peut en tirer.




