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QUESTION D’EXAMEN;

Par M. A. P,
Eléve de 'Ecole Polytechnique.

Les six normales menées par un point & une surface
du second degré se trouvent sur un céne du second
degré.

Cet énoncé constitue un théoréme, car cinq droites
suffisent pour déterminer un cone du second degré.

Remarque. — Le diamétre passant par le pied d’'une
normale & la surface est le conjugué du plan tangent en
ce point. On en déduit cet énoncé nouveau :

Les six normales & une surface du second degré,
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mences parun point, se trouvent sur le céne des droites
issues de ce point et telles qu’clles remcontrent le dia-
métre conjugué aux plans qui sont perpendiculaires a
ces droites.

Le cone est du second degré, car il coupe un plan prin-
cipal de la surface suivant une courbe du second degré.

Les constructions employées en Géométrie descriptive
pour trouver les traces d’une droite nous fournissent les
éléments de la démonstration qui s’appuie du reste sar
les principes généraux de I'homographie et sur les deux
lemmes suivants:

Lemue 1. — La projection d’un diamétre sur un plan
principal et la trace du plan diamétral conjugué sont
deux diamétres conjugués de la section principale.

Lemue II. — Dans le plan d'une conique, le lieu des
intersections d’ur diamétre avec la droite perpendicu-
lairc a son conjugué, issue d’un point fixe, est une hy-
perbole équilatére passant par le centre de la conique et
par le point fixe et dont les asymptotes sont paralléles
aux axes de la conique proposéee.

Je prends pour plans de projection deux plans princi-
paux de la surface; soient A, I'axe situé sur la ligne de
terre; B, le second axe horizontal ; €/, 'axe vertical; M,
m, m' le point fixe et ses projections; L, [ et // une droite
et ses projections. Cette droite passe par le point M; elle
rencontre le diaméire conjugué du plan P, qui lui est
perpendiculaire. Soient p et p/ les traces de ce plan, qui
sont respectivement perpendiculaires 2 Zetal'. D, d, d
représentent le diamétre conjugué de P et ses projections.
D’aprés le lemme I, d est conjugué de p dans le plan
horizontal, et d'conjugué de p’ dans le plan vertical. Les
droites D et L se rencontrent par hypothése en N, qui se
projette en n et 7' intersections de (letd) et de (2 et d).
D'aprés le lemme II, le point n décrit dans le plan
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horizontal. une hyperbole équilatére S passant par le
peintm et par le centre de la surface, ayant ses asymp-
totes paralléles a la ligne de terre A et au second axe B.
Le lien du point »’ est une hyperbole analogue §', si-
tuée dans le plan vertical. La ligne nn' coupe la ligne
de terre en v et lui est perpendiculaire en ce point. Les
deux faisceaux [ et nv, issus tous deux de deux points de
Phyperbole S (ces points sont m et le point i I'infini dans
la direction B), se coupanten n sur cette hyperbole,
sont homographiques. De méme, /' et n/v sont homogra-
phiques, vn et vn' le sont entre eux ; donc les faisceaux
I et I’ sont homographiques. La trace « de la ligne L sur
le plan horizontal s’obtient en prolongeant !’ jusqu’a la
ligne de terre en &' et élevant la perpendiculaire o/ jusqu’a
sarencontre avec I'. Les faisceaux I’ et o/a sont homogra-
phiques. Donc «o’ et I/ forment deux faisceaux homogra-
phiques. Leur pointde rencontre décrit donc une conique.
Le cone auquel appartient la droite L est donc du second
degré; il contient les six normales, ce qui démontre le
théoréme.



