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NOTE SUR LES FONCTIONS DE STURM;
Parn M. Pu. GILBERT,

Professeur a 1'Université de Louvain.

Soit
X=x"+pax"+...4+p,—o0

une équation de degré n; soient a, b,..., I ses racines, et
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Ri=a 2" + 2" 49 2" 4. ..+
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n fonctions de degré n— 1 se déduisant toutes de la pre-
miére Ry, laquelle n’est autre chose que la dérivée X,
de X, par la suite d’équations

Ri=xR)— # X,

R,_ =zR, — 2, X,

...... DRI

B =R, — w0 X,

Toutes ces fonctions R; se calculeront donc avec une
grande rapidité, et I'on a d’ailleurs

R;:foax.

Cela posé :

1° On aura en général

x; = E o,

En d’autres termes, les coefficients oy, oy,..., a,_, sont
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les sommes des puissances semblables des degrés o, 1,...
n—1 des racines de l’équation proposée.

2° En appelant X, X,, X,,...; X, les fonctions de
Sturm, ou plutét celles de M. Sylvester, qui n’en diffé--
rent que par des facteurs constants positifs, nous, aurons

X, =R, = g™ + Box™2 oL+ 1,
t @yy PBox™ P4 .+ ),

[y Bra" ™2+ .40 |

X, = ,
%oy Puy Yo" AL

Xo= | ay, Biy 702 +...4+ % [,...
%3y ?‘1) 7.1.2'""3—{—...—{-—)\?

et enfin

Upey y ?’n~l 9 Tu—iye ooy Au—y

Ces formules fournissent un moyen facile a retenir, et
tres-rapide dés que l'on a un peu I’habitude du calcul
numérique des déterminants, pour obtenir les fonctions
sturmiennes par de simples multiplications. Elles per-
mettent méme, aussitdt que les fonctions R; sont calcu-
lées, d’écrire immédiatement le terme affecté d’une puis-
sance quelconque de x, dans l'une quelconque des
fonctions X;, indépendamment de tous les autres termes.
Les formes diverses données par MM. Sylvester, Cayley,
Brioschi, Hermite se déduisent sans peine des formules
précédentes, ainsi que les expressions des facteurs par
lesquels il faut multiplier les fonctions X; pour passer
aux fonctions de Sturm.

3° Le dernier terme H de U'équation aux carrés des
différences des racines de ’équation X = o, ou le pro-
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duit de ces carrés, se déduit aussi du calcul des fonec-
tions R;, puisque I'on sait (Journal de Liouville, 1. VII,
p. 368) que ce dernier terme ne différe pas de la der-
ni¢re fonction X, de M. Sylvester. On a donc

- @, Boy.ros Ao

Qp—iy pn——n R

Appliquons cette méthode a 1'équation du troisiéme
degré
x4 px? + qx +r—o;

il vient immeédiatement

Ry =32* + 2px + ¢,

R, =— px* — 29z — 37,
R,=(p*—2q)2*+ (pg — 3r)x + pr,
d’ou
3% —p P —29 3 »p 29
H=| 2p, —2q, pg—3r | =1 2p, 29, pg—+3r
g, —3n pr q, 3r, apr

=18pgr— 277 + p'q* + fp'r — g
De méme, I'équation du quatriéme degré
x4 px’ +qx' +rr 4 s=o
nous donnera
o= 4a*+3pax* + 2qx + T,
R,=— pa®— 2qx* — 3rz — {s,
R,=(p*—29) @ + (pg — 3r) &' + (pr — fs) = + ps,
Ri=[(pg —3r)—p (p*—29)]&"+[pr—bs—q(p—29)]+
+[ps —r(p —29)] = — s(P* — 29).
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En formant le déterminant H et opérant les réductions
bien connues, il vient de suite
4, p» 24, 3r
3p, 29, pg+3r, 2pr+4s
2q, 3r, 2pr+4s, 3ps-—+qr
ry  4s, 3ps, 2gs

H=—

il reste donc simplement a développer ce déterminant.
Ce procédé pour calculer le dernier terme de 1'équa-
tion aux carrés des différences semble offrir sur les autres
(SerreT, Algébre supérieure, 2° édit., p. 30 et 452) I'a-
vantage d’étre facile  retenir, de s’appliquer directement
aux équations numériques, et de ne point exiger que I'on
forme d’abord ce terme, pour toutes les équations de
degré inférieur a n, avant d’arriver a Uéquation de

degré n.
(Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 12 février 1866.)



