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NOUVELLE METHODE POUR DÉTERMINER
LES CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES (•);

PAR M. H.-G. ZEUTHEN (DE COPENHAGUE).

I. — Exposé de la méthode.

1. Nous adopterons dans ce travail les notations de
M. Chasles, et nous supposerons connus les principes de
sa méthode, tels qu'ils ont été exposés ici même dans le
numéro de mai (p. ip,3).

Nous désignerons par A le nombre des coniques d'un
système [^ v) qui se réduisent à une droite double limitée
à deux points, et par u le nombre des coniques de ce
système qui ont un point double ou qui se composent de
l'ensemble de deux droites. On aura donc [voir p. 196)

"X =z 2.U — v ,

CT=r 2V — p,

d'où l'on déduit pour les caractéristiques d'un système
les expressions suivantes :

— i(2 CT-f->).

(*) Ce Mémoire est extrait d'une thèse écrite en danois et inttiulée : Nou-
velles contributions à la théorie des systèmes de coniques. In-8 de 98 pages.
Copenhague, i865. L'auteur a bien voulu, à notre demande, traduire la
partie de cette thèse qui contient ses recherches personnelles.

Ann. de Malhèmat., Q« série, t, V. (Juin 1866. ) 16



La détermination des caractéristiques d'un système dé-
pend donc de celle des nombres À et GJ des coniques sin-
gulières qu'il contient.

2. Pour déterminer les nombres à et GT, il s'agit de
trouver : i° sur quelles droites sont situées les coniques
infiniment aplaties, et quels points sont doubles dans les
autres coniques exceptionnelles 5 20 quelles coniques sin-
gulières de la première espèce sont situées sur chacune
des droites trouvées, et quelles coniques singulières de
la seconde espèce ont à chacun des points trouvés un
point double; 3° combien de f ois chacune des coniques
singulières quon a trouvées est comptée dans les nom-
bres 1 et zs.

Les deux premières questions demandent la détermi-
nation d'une droite et de deux points situés sur cette
droite, ou d'un point et de deux droites passant par ce
point. Les quatre conditions du système suffisent pour y
répondre.

La dernière question, où l'on cherche à déterminer le
coefficient avec lequel chaque conique singulière entre
dans 1 ou GJ, offre de plus grandes difficultés. Nous com-
mencerons par les systèmes simples dont les caractéris-
tiques sont bien connues, pour nous préparer à vaincre
les difficultés auxquelles donnent lieu les systèmes plus
compliqués.

IL — Détermination des caractéristiques des cinq sys-
tèmes élémentaires »

3. On peut déterminer ces caractéristiques par notre
méthode, en sachant seulement qu'il n'y a qu'une seule
conique qui passe par cinq points donnés.

Nous désignerons par p la condition de passer par un
point donné, et par / celle de toucher une droite*, les



systèmes élémentaires seront donc

(>•> P-, Pi, /> 4 )=(p' , V)

/ ' , ÜJ', A'7, or", etc., désigneront respectivement les valeurs
de 1 et de cr relatives à ces divers systèmes.

4. Le système (p^ /?2J Pz, P>>) ne contient, en général,
aucune conique infiniment aplatie 5 l'sera donc égala o.
On peut faire passer trois couples de droites par quatre
points donnés, et le système contient, par conséquent,
trois coniques à point double. On aura donc cr '= 3:r,
x étant un nombre entier et positif. Les formules (1)
et (2) d u n ° l donnent

Or on sait que y! = 1, puisque x̂' est le nombre des co-
niques qui passent par cinq points donnés. Donc aussi
x = 1 et v ' — 2 , et

S. Le système (/?!, ^2 , p^, l) ne contient aucune co-
nique infiniment aplatie 5 donc V* = o.

Si la droite /?t /?2 rencontre la droite / au point o, les
deux droites p, p2 et O)t?3 composeront une conique à point
double qui satisfait aux conditions du système. Il y en a
deux autres qui résultent d'une permutation des points
donnés. Par conséquent

y étant un coefficient encore inconnu.
16.



La substitution des valeurs trouvées de W et o" dans
les formules (i) et (2) donne

Or [Lf/ est le nombre des coniques qui passent par quatre
points donnés, et touchent une droite donnée, soit
N (p l7 pu pz, pw-, ')• Mais nous avons exprimé par v' ce
dernier nombre. Donc y!' = v/ = 2, et, par conséquent,

6. Au système [pu pf, lu /8) appartient une conique
infiniment aplatie, savoir la droite qui joint les deux
points donnés, et limitée aux points où elle rencontre les
droites données, et une conique à point double composée
des droites qui joignent aux points donnés le point de ren-
contre des droites données. Donc

z et u étant les coefficients qui indiquent combien de fois
les coniques singulières entrent respectivement dans Vff

et danser'"^).
En transformant le système actuel au moyen du prin-

cipe de dualité, on revient à un système de même espèce.
On aura donc Xw= tjw, et par conséquent z = u.

Les formules (1) et (2) donnent maintenant

Or
^ = 11 (/>,,ƒ>„/>„ /,, /,) = v" = 4.

Donc

* = « = 4 » » " = 4 » et (ƒ>. . />«>' . , '0 = (4 .4 ) -

(*) Les équations A'"= « et xsm=u n'apprennent rien sur X"' et vf".
Nous ne les écrivons ici que parce que nous aurons besoin des coefficients
s et u indépendamment de cette question.



7. Au système (p, /,, /a, /s) appartient la conique in-
finiment aplatie située sur la droite qui joint le point p
au point de rencontre des droites lt et /8, et limitée à ce
dernier point et au point où elle rencontre la droite l3. Il
y aura dans le système encore deux coniques aplaties
analogues, mais aucune conique à point double. Donc

Au moyen des formules (i) et (2) on trouve donc

p.lV = 2 f', v t T r - r c .

Or

par conséquent
V = 2 , v l T r_- '2,

et

8. Au système (/,, /2, /s, /4) appartiennent trois co-
niques infiniment aplaties qui joignent deux des points
où les quatre droites données se rencontrent deux à deux 5
mais ce système ne contient aucune conique a point
double. Donc

et, par conséquent,

Or
f**=]!*(/>f /,, /„ /„ /4) = v ^ = . a ;

donc
# = 1 , ^ = 1 , et (/,, /„ /„ /4) = (2, 1).

Les caractéristiques des deux premiers systèmes élé-
mentaires étant trouvées, celles des deux derniers au-
raient pu être obtenues au moyen du principe de dualité.



9. Nous avons trouvé pour les coefficients x9 y, z, u,
v, s les valeurs

xzzzs — i, y — v — i, z — u z= 4»

ce qui donne lieu aux propositions suivantes dont nous
allons bientôt faire usage.

On doit compter :
Dans les nombres i qui correspondent aux systèmes

élémentaires : une fois, toute conique infiniment apla-
tie, joignant deux points où quatre droites données se
rencontrent deux à deux, et limitée à ces points; deux
fois, toute conique infiniment aplatie passant par un
point donné et par le point de rencontre de deux droites
données, et limitée à celui-ci et au point où elle rencontre
une troisième droite donnée ; quatre fois, toute conique
infiniment aplatie passant par deux points donnés, et
limitée aux points où elle rencontre deux droites don-
nées;

Et dans les nombres cy qui correspondent aux mêmes
systèmes : une fois, toute conique singulière composée de
deux droites qui joignent deux à deux quatre points don-
nés ; deux fois, toute conique ayant un point double au
point d'intersection d'une droite donnée et de la droite
qui joint deux points donnés, et composée de celle-ci et
de la droite qui joint le point double à un troisième
point donné; quatre fois, toute conique ayant un point
double au point d'intersection de deux droites données,
et composée des droites qui joignent ce point d'intersec-
tion à deux points donnés.

III. — Détermination des caractéristiques d'un système
de conique qui touchent quatre courbes données.

10. On peut regarder le mouvement d'une conique
variable qui touche continuellement une courbe donnée



à volonté., comme composé d'une suite de rotations au-
tour des points successifs de contact, ou comme une suite
de glissements, sur les tangentes en ces points. On voit
par là que les coefficients des coniques singulières du
système actuel, qui ne dépendent que de la variation
instantanée d'une conique qui satisfait sans cesse aux
conditions données, sont Jes mêmes que ceux des coniques
singulières des systèmes élémentaires. Les théorèmes du
n° 9 donnent donc lieu aux suivants :

On doit compter :
Dans -le nombre 1 relatif à un système de coni-

ques qui touchent quatre courbes données : une seule
fois, toute conique infiniment aplatie joignant deux
points où les quatre courbes se rencontrent deux à deux
et limitée à ces points; deux fois, toute conique infiniment
aplatie touchant une courbe donnée^ passant par un
point de rencontre de deux autres des courbes données
et limitée à ce point et à la quatrième courbe (*) •, quatre
fois, toute conique infiniment aplatie touchant deux
courbes données et limitée par les deux autres ;

Et dans le nombre ÜT relatif au même système : une
fois, toute conique singulière composée d'un couple de
droites dont Vune touche les deux courbes données,
Vautre les deux autres; deux fois, toute conique ayant
un point double àVun des points ou une courbe don-
née rencontre une tangente commune à deux autres,
et composée de cette droite et d'une tangente par le
point double à la quatrième courbe; quatre fois, toute
conique ayant un point double à un point de rencontre
de deux courbes données, et composée de deux tangentes
menées par ce point aux deux autres courbes.

*) C'est-à-dire a l'un «les points où elle rencontre une quatrième courbe.



11. Dans ce qui suit, nous désignons par C^n la condi-
tion de toucher une courbe de l'ordre m et de la classe n
ayant d points doubles, <V points de rebroussement, t tan-
gentes doubles, et t'tangentes d'inflexion (*).INous appel-
lerons aussi la courbe elle-même Cmjn. Les différentes
courbes seront distinguées par des indices. Le système qui
nous occupe sera donc représenté par

(C C C C \
\ OTJJ"IS ^r/ijjin,1» *-Âin9}ni') ^•Jm4fn^)*

Pour trouver les nombres de coniques singulières qui
appartiennent aux différentes classes nommées dans le

(*) Ces nombres qui sont entiers et positifs satisfont encore à trois
équations indépendantes l'une de l'autre qu'on peut écrire de la manière
suivante :

(I) n=zm(m— i) — 2d— 3<i',

( I I ) m = n ( n — i ) — i t — Z t',

(III) i(d— t) = (m — n)(m H-n — 9 ) .

On peut remplacer une de ces trois équations par la suivante qui en ré-
sulte

(IV) d' — £' = 3(m — n).

Au lieu des équations (III ) et ( IV), on emploie souvent

d' = 3n(n — 2) — 6t — 8/',

qui, avec (1) et (II) fournit le système d'équations qui portent le nom de
M. Plücker (System der analytischen Geometrie,p. 241-270; Berlin, i835).
Les équations (III) et (IV), dont l'usage nous sera plus commode que ce-
lui des deux dernières équations de M. Plücker sont déduites de son sys-
tème d'équations.

Dans ces équations, un point multiple de l'ordre r compte pour

— points doubles, une tangente multiple de l'ordre r pour

tangentes doubles.
Dans la discussion actuelle, il ne sera question que du degré m et de

la classe R des courbes. C'est pour les discussions suivantes que nous
avons introduit les autres nombres.



( 249)
n° 10, il faut se rappeler que deux courbes des ordres mr

et ms ont rnr.ms points de rencontre, et que deux courbes
des classes nr et ns ont nr.nt tangentes communes.

Le nombre des coniques infiniment aplaties de la pre-
mière espèce (nommée dans le n° 10) sera donc

tît\ m2. tn$ /??4 -f- w t /7?3. m2 mt -f- W| mA. m2 m* '==: 3 . /wt tn2 /WS /W4.

Celui des coniques infiniment aplaties de la deuxième
espèce, sera

//?, m2.n3 W4 -f- W| /w 2 . « 4 . /w 3 -f- m, W 3 . / Î 2 . / W 4 H- w, /w3 . / /4 . /7i ,

-4- Wj /w4. «2. /w3 -I- /Wj /w4. /23 . /w2 H- /w2 /wâ. « , w 4

-+- m2m$.nh.mx -4- m7mitnx .m, -f- /w2 w4 ./73./w,

- t - w 3 / w 4 . « j . w 2 -4- /w3 /??4. /z2 /W|

rr: 3 2 /7î ( /Wa /W3 W4 •

Celui des coniques infiniment aplaties de la troisième
espèce sera

n7.m3.mA -f- nx n^.m^m^ -f- n{ /z4.

-f- n2n3.ml.mi-
Jr n^n^mi mz -f-

Par conséquent,

De même on trouve, au moyen des théorèmes du n° 10
sur les coniques à point double,

-f-

La valeur de u résulte de celle de A par une permuta-
tion des lettres m et n, ce qui est aussi une conséquence
du principe de la dualité. Car en transformant par ce
principe le système actuel, on trouve un nouveau système



de coniques qui touchent les quatre courbes homologues
aux courbes données.

En substituant les valeurs trouvées de X et de vs dans
les formules (i) et (2) du n° 1, on trouve

H- 2 2w, n7n3 nk -4-

H— 4 2/w, /7Ï2 W3 #/, -f- 42Wi n%n$ fik -f- 2w, n2nzn4

Ces v a l e u r s de /UL e t v sat is font d o n c à la r e l a t i o n (*)

Les formules (3a) sont encore vraies lorsque l'une des
courbes données se réduit à une droite ou à un point,
m et n prenant respectivement les valeurs de 1 et de o
ou de o et de 1.

Lorsque C,„;„ est une courbe générale de l'ordre m,
c'est-à-dire une courbe de cet ordre dépourvue de points
doubles et de points de rebroussement, n prend, selon la
formule I de M. Pliicker (**), la valeur m [m — 1).

Ces substitutions donnent lieu à beaucoup de corol-
laires.

IV. — Détermination des caractéristiques d'un système
de coniques qui ont un contact double avec une
courbe donnée et des contacts simples avec deux
autres.

12. Désignons par 2C„l?n la condition d'un contact

C*) Les formules (3) résultent de la formule générale et du corollaire
du théorème LXXV, donnés par M. Chasles dans les Comptes rendus de
i Académie des Sciences, du 1 e r août i8C>4*

(**) Voir Favant^dernière note



( )
double avec Cm>tl, alors le système sera représenté par

Les théorèmes du n° 10 ont encore lieu dans ce cas-
ci, où deux des quatre courbes coïncident. Seulement il
faut regarder les points et les tangentes doubles de CmjW

comme des points communs et des tangentes communes
aux deux courbes qui y coïncident, et l'on doit se rappe-
ler qu'une tangente de Cm?n rencontre encore la même
courbe en m — 2 points, et qu'on peut, par un point de
la courbe, y mener n — 2 tangentes, outre celle qui la
touche en ce point.

Cependant le système actuel contient encore d'autres
coniques singulières. Lorsqu'une conique infiniment
aplatie est tangente à la courbe Cm>n, quatre points
d'intersection coïncident au point de contact, dont deux
appartiennent à chacune des deux branches coïncidentes
de cette conique singulière; mais les deux points d'inter-
section de l'une des branches sont séparés de ceux .de
l'autre, et la courbe Cm,n n'est en général touchée que par
l'une. Un seul cas fait une exception, celui où la tangente
de Cm?„ qui renferme la conique infiniment aplatie est
une tangente d'inflexion. Alors la conique singulière peut
être regardée comme la limite d'une conique dont les
deux branches qui tendent à coïncider, ont chacune avec
Qn,n un contact et une intersection qui tendent à coïnci-
der au point d'inflexion (*). On voit donc que toute co-
nique infiniment aplatie située sur une tangente d'in-
flexion de Cm?n et limitée par les deux autres courbes
données appartient au système. Nous supposerons que le
nombre de ces coniques singulières dans l'expression de 1

(*) Si la conique est réelle, Cmn, avant l'inflexion, coupe l'une de»
branches de cette conique et touche l'autre; puis, après l'inflexion, elle
touche la première et coupe la seconde.



est multiplié par le coefficient x que nous déterminerons
plus tard (*).

Il n'est pas nécessaire de chercher séparément les co-
niques à point double du système, puisque le principe de
dualité peut servir à déterminer ex, si l'expression de A
est connue ; car le système qu'on trouve en transformant
par ce principe le système actuel sera de la même espèce.
Seulement les courbes que doivent toucher les coniques
seront remplacées par leurs réciproques. On trouve donc
u qui est le A du nouveau système, par une permutation
dans l'expression de A des lettres metn^d et t, d1 et t'.

Pour plus de clarté, nous écrirons séparément les dif-
férentes parties de A avec leurs coefficients respectifs :

>> — i (dm, m2 -!- mm{. mm7 )

-4~ 2 \dn, m7 - h dn% mx H- mm,. ( n — 2 ) ni?

-i-mm, .n7[m — 1) -f- mm7(n— 2 ) / « ,

-i- mm-2• W| ( m — 1 ) - h ms m7n(m — 1)]

1 4-1 tm\ mi ~*~ nn* {m — 2 ) w*

m (m •— 1 )~i
-+- nrii (m — 2) /w, H- nt n7 I

4- x.t' mx m2.

( * ) On doit chercher avec soin s'il n'y aurait pas, dans les systèmes dont
on s'occupe, plusieurs coniques singulières autres que celles qui se présen-
tent par elles-mêmes. Dans le système actuel, on pourrait croire en trou-
ver renfermées dans les tangentes aux points de rebroussement de Cmn

et limitées par Cm H et COTj B>; mais alors, selon le principe de dualité,
les coniques ayant des points doubles aux points d'inflexion deC^,,, au-
raient avec elles un contact double, ce qui n'a pas lieu évidemment.

Du reste, quand on ne sait pas décider si une certaine espèce de co-
niques singulières appartient à un certain système, on doit introduire
dans l'expression de X ou de rs leur nombre multiplié par un coefficient
indéterminé qui doit être entier et positif.



En faisant la permutation indiquée, on trouve

ts = \(t,ntn, H- nnx.nn2)

-4- i\tmx n2 -f- tm2 nx -+- nnx(m — 2) n7 -4- nn{mt{n — 1)

-h nnt(m — 2)^,-4- nn2 mx{n — 1) -4-/1, n2m [n — 2)]

-f-4- dnxn2^- mm{[n — i)n2

. n(n — i ) l
-+- mm2(n — 2)/*, -f- m{ml ~ '- I

-f- x.d'nt n2.

Les trois premiers termes de rs représentent les coni-
ques à point double mentionnées dans le n° 10. Le der-
nier terme représente les coniques qui ont des points
doubles aux points de rebroussement de C,„o„, et qui sont
composées chacune d'une tangente à Cmi}lti et d'une tan-
gente à C,rt^nj. Cette nouvelle espèce de coniques à point
double, correspond à la nouvelle espèce de coniques apla-
ties que le système actuel contient. En réduisant les ex-
pressions trouvées, on aura

>v — mxm2 (m
2 -+-6mn — Sm —l±n -f- d -h /±t -h x.t')

-f- 2 (/w, n2 -+- m2 nx ) (nt7 -h imn — m — ^n -f- d)

-f- inx n2.m (m — 1),

& ~ nxn2 (n7 -h 6mn — 8 « — ^m -f-1 -f- l±d -+- x.d')

-h 2 [mx n2 -\- m2/îi ) (n2 -4- imn — n — I\m -4- t)

-4- 2 m , m2n {n — 1).

En substituant ces expressions dans les formules (1) et
( 1) du n° 1, on trouve

~h p.'nt n2j

) -f- v'nxn2y



où

f*' — Ô (4 / w 2

JA" — - (2/W2-|-6ffl« -+-/!'—6/W 9 ) ,

p'" — -~(m*~\-6mn -f-/22 — Sm — 5n + %f •+-jet'-+- d),
ó

v " TT (/w2-^~ 6/7//I-+-«2— 5/w - 8w -f- t -+- ^d-hûrtl'),

v" r^ - (/?22 -f- 6tnn -f- 2/z2— 9^/ — 6n -f- it ~<\- d),

vw =r - (m2-h6rnn -f- 4«2— 8/w — 8/7 -f- 4^ "+~ •r^' -+- ^ j -

13. Pour avoir la signification de {/, ^;/, JÜLW, V', V"

et v/;', remplaçons successivement CmijBl et Cmïj„2 par-
deux points, par un point et une droite et par deux
droites.

Cm,,n, e t Q».,/.- s e réduisant à deux points, on a

/W,— //fj—O Ot « ,=- / î 2 rr: l ,

et, par conséquent,

u:=z:p', y — v'.

CW|jni se réduisant à un point, C,n2>Wj à une droite, on a

/W, rr; /?j.r=^ O e t /?! = A/?2 = I ,

et, par conséquent,

Cm,,», otCmijnt se réduisant à deux droites, on a

mx z=z m-i^=z 1 et /z ,=r w 2 = o

et, par conséquent,



{JL\ /X", etc. sont donc les caractéristiques des systèmes
de coniques qui, satisfaisant à la condition d'un double
contact, satisfont en outre aux conditions élémentaires de
passer par des points et de toucher des droites, M. Chasles
appelle aussi ces systèmes élémentaires.

Cette circonstance sert à la détermination du coeffi-
cient x, car

La première de ces équations s'écrit

m"1 H- 6mn -f- n7— 5 m — Sn -h t -{- /^d -\- xd'

mr 2/w2 -f- iymn -f- n% — \> m — Q/i -f-1 -f- 7.d
ou

xd' — m (m — i) — n — 2.d.

Or, selon l'équation (I) de M. Plücker (p. 248),

3d' — m (m — 1) — n — id.

Par conséquent,

L'équation i>"=.p!" donnerait le même résultat.

14. En substituant x = 3 dans les expressions trou-
vées dans le n° 12 pour f/, p" etc., et réduisant au moyen
des formules de M. Plücker, on trouve

p' — 2 m [m -h n — 3) -h t,.

p" z=z v' = 2 #M ( m -f- 2 « — 5 ) -f- 2 / ,

p.'" rr: y" rzr 2 /̂  ( 2/W -f-/? — 5) -\~ idy

v'"— 2«(w -f- n — 3)-h d.

Pour donner à ces expressions la forme la plus simple,
nous y avons gardé les quatre nombres m, «, d et t dont
chacun dépend des trois autres.



( 256 )

Les valeurs (4a) satisfont aux relations suivantes

(4*)
(*)

( nx) -4- v'

Dans le cas où CwljB est une courbe générale de Tordre m,
d = d ' = o, et, selon les formules de M. Plücker,

n — /w(/w — i), t=-m(m—2)(m'—9), tf—3m(m—2),
2

les formules (4a) seront remplacées par

f i ' ~ -m (m — i)(m2-f- 3 m - 6 \

(4 c) <' t*-"=v"— m (m — i)(m2-{- 3m — 8),
i .m(m— i)(/w3-f- //? — 5) ,

— 1) (m2— 3).

m = i donne ( i ' = ^ = uw = v ' = v/; = vw = o ;

m = 1 donne ,*'= ^ = ^ == v ' = v ; /= vw = 4.

15. Dans le n° 13 nous avons trouvé pour le coeffi-
cient x la valeur 3 ; ce qui donne lieu aux théorèmes
suivants :

On doit compter dans le nombre i relatif à un sys-
tème de coniques^ qui ont un double contact avec une

(*) M. Cremona a résolu le même problème. Le savant géomètre y em-
ploie, à côté d'autres moyens, le nombre X du système (2Cmjl, pit ƒ/,). La
différence de ses résultats et des miens n'est qn'apparente, les uns pou-
vant se déduire des autres au moyen des équations de M. Plücker {voir
les Comptes rendus de l'Académie des Sciences, du 7 novembre 1864)•



courbe Cm>„ et des contacts simples avec les deux autres
courbes Cmiynt et Cmt>n%:

Trois fois, toute conique infiniment aplatie située sur
une tangente d'inflexion de Cm>„ et limitée parles deux
autres courbes ;

Et dans le nombre m relatif au même sjstème •
Trois fois, toute conique ayant un point double con-

fondu avec un point de rebrous sèment de Cm}Tl, et com-
posée de deux tangentes menées parce point aux deux
autres courbes.

V. — Détermination des caractéristiques des autres sys-
tèmes de coniques qui ont avec deux courbes données
des contacts du premier ordre, simples, doubles ou
multiples.

16. Nous aurons à trouver les caractéristiques des

systèmes suivants :
(iCm)Tl, 2Cmi?ni) dont les coniques ont des doubles

contacts avec les courbes Cm}Tl et Cmijrt l (*) ;
( 3 Cm?/O Cmj }Tli) dont les coniques ont un contact triple

avec CTÔ n, et un contact simple avec Cm i ? n i ;
(4Cm;>n) dont les coniques ont avec Cm>n un contact

quadruple.

Ces systèmes ne contiennent de coniques irrégulières
que celles qui sont nommées dans les nos 10 et 15, avec la
seule différence qu'à présent plusieurs courbes ont coïn-
cidé. Pour déterminer les nombres X et /x, nous n'aurons
donc qu'à employer les théorèmes contenus dans ces nu-
méros.

(*) MM. Chasles et Gremona ont donné le moyen d'exprimer les carac-
téristiques de ce système au moyen de celles des systèmes élémentaires de
coniques qui ont avec Cm „ et Cm nt séparément an double contact {Comptes
rendus y 22 août et 7 novembre 1864 )>
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17. On trouve pour le système (2 Cm>n, 2Cmi)Ml)

ci "' + 5 J
», (^i — 2) -W,/W(rt — 2)-H/2/2,(/?i — ^)\ni— 0

-+- nn{ (/>?, — i){n — 1)]

y d \-mm {n — i){nx—2.)

En substituant ces expressions dans les formules (1)
et (2), on trouve après une réduction assez longue (*) :

z=: —

« [ ( « — 0 — m (m —1 )}[*,(«, — 1)— mi(ml — 1)]

- h [ m {m -h 2H — 5 ) -h t][m{{mx -h 2 « , — 5) -4- tt],

- m ( w — i ) w , (m, — 1)

(*) Cette réduction et d'autres qui suivent se font au moyen d«s écpia~
ions de M. Plücker (page 248) et ont pour but de donner aux expres-



La signification de ces valeurs de p et de y s'exprime
par le symbole suivant,

(5b) (20*,», a Ç ^ J s ^ » ) .

Si Cm>n et Cmi?ni sont des courbes générales des ordres m
et 77zl5 on sait que

n=m(m — Î) , dz=zo, t t^z-m {m — 2) (//z*—- 9),

,2= W,(/T?,— 1) - \ — 9);

les formules (5#) seront donc remplacées par les sui-
vantes :

I

X [m (m -f-,

v rzr — m (m— I )
2 V

X

3) —

1)

3w, — 8)

Pour m = 1 oum t =: i ,o i i trouve ^ =r v = o.
Pour 7TZ= /w, =z 2, on trouve^ = v = 6 (*).

18. Pour déterminer les nombres X et u du système
(3Cm?n, Cmijrtl), on doit se rappeler qu'une tangente dou-
ble rencontre encore la courbe Cm?n en m — 4 points, une

sions trouvées la forme qui me semble la plus simple et la plus com-
mode. Comme elles ne contiennent rien de nouveau, je me borne à indi-
quer leurs résultats. On peut voir la justesse de ces résultats en substi-
tuant les expressions trouvées dans les équations

2 fx—v = X e t 2v — /z = ty.

(*) Dans ce cas particulier, le système se divise en trois système! par-
tiels dont chacun a ses caractéristiques égales à 2. (PONCELET, Traité des
Propriétés projectives, n05 457 et suiv., dans la nouvelle édition ; voir aussi
Ciusw** TraUé des Secifùns coniques, n° 497 ).
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tangente d'inflexion en m — 3 points, et qu'on peut, par un
point double de C^n, faire passer n—4 tangentes, et par
un point de rebroussement n— 3 tangentes, outre celles
qui ont ces points pour points de contact. On trouve donc

> = i ,dmm{

n{(m — 2)-+- mmx(n — 2) (m — 3)J

,Y. ,. (w—2)(/w —3)1
-4-4. *(/?!—4)/«,-*-««/ ^ '

-h3.t'(m — 3)ml9

1 Annx

-4- i\t{m — 4)«i -H tm{{n — i)-\- nnt (m — 2.)(n — 3) ]

«•— 4)^1 + « w , — ;

En substituant ces expressions dans les formules (i)
et (2 ) , on trouve, après réduction,

v = v " . / W , - f - v ' , / 2 , ,

OÙ

I r
-[2/w-4-6/w2/2 — n3— 3om2—

-4- 2(rf-W)[3(/W-f-*)-- 20]j

^ + 2/23-+- l3/7l2— l8/W/l

4 2 / w •+* 84«



En posant d'abord m^^=z o, w t = i , et ensuite mi= i ,
wt = a, on remplace la courbe successivement par un
point et par une droite. Dans le premier cas, les carac-
téristiques du système deviennent p.' et v', dans le second
JJL" et v". On aura donc

3COT,tt, C m i , n i )^(p"/w 1 -hfA' /z l , v"/w,-4- v'/i.)

Si C^„ est une courbe générale de Tordre m, les for-
formules (6a) se réduiront, par la substitution de

n = m (m — i), d= o, t = -m (m — 2) (m*— 9), aux

suivantes :

1

(6c)

Pour m = 2 on aura u'= ^ / / = v r = v'7== o.
Pour 771= 3 on aura ^ = i 2 , ^ ' = v / = 24, v ' /=48(*) .

19. On trouve pour le système (4C,„jn),

( l t 4 ) ( , 4 ) + 4 > ( " " 4 ) ( — 5 )

"=; v'=z -m[m — d)(/7i4-4-5/w3— 23/w'—25m -+-90),

=~m(m-- 2) (2/w4-f-4w3"~- 28m2— HAW-f-63).

| 3

(*) Dans ce cas, le système se divise en trois autres où /*'= 4> ]**= v '= ^
et vw = i6 (voir un Mémoire de M. Hesae dans le Journal de Crelle,
t. XXXVI, p. i43etsuiv.).



( 2Ô2 )

d'où

-h (n —- 3) (// — 4)(^2— w — «)
+ 4r(/W2— II/M

(7«)
' r r : - j ( /72 — 3)\m — 4/1 ^ — m — n)

-4- i{n — 3)(/2 — 4) (w2— m — n)

-\-it{m2— i i m -f- 28) -+- ^cl(n-— 11 n H- 28)

el

Si C,/J?„ est une courbe générale de Tordre z/z,

= - y /w( m — 2) (m — 3)(mb -+- c)w4 — 15m3

_^_ 77-f-io5o),
(Ie) r

= : — m(m — 2) (m — 3 )(m1 -f- qm* — 27 m*

Pour m = 2. ou //i = 3 t on aura jx = v = o.
Pour m = 4<) on aura (x== 126, v = 252 (*}.

(*) Dana ce cas, le système se divise en soixante-trois autres (voir un
Mémoire de M. Hesse dans le Journal du Creilc, t . XLIX, p. 279). Lesco-
nique9 d'un système partiel, dont les caractéristiques sont 2 et 4, appar-
tiennent à un même réseau du premier ordre, ce qui donne lieu à plu-
sieurs analogies avec les droites tangentes à une conique (ce que j 'ai
monlré dans le Journal de Mathématiques de Copenhague, p. 154 ; 1863).

[La suite prochainement.)


