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CONCGOURS D’ADMISSION
A L’ECOLE IMPERIALE POLYTECHNIQUE EN 1865.

COMPOSITION MATHEMATIQUE,
Par M. Pauvr MOESSARD. .

On donne dans un plan une parabole. On considére
une circonférence passant par le foyer de cette para-
bole. On propose d’indiquer les régions du plan ou
doit se trouver le centre de la circonférence pour que
cette courbe ait successivement avec cette pal'a.bolc quatre
points réels communs, quatre points imaginaires com-
muns, deux poinis réels et deux points imaginaires
communs. On étudicra la forme et les propriétés de la
courbe qui sépare les deux premiéres régions de la troi-
sieme.

Je prends pour origine des coordonnées le foyer de la
parabole fixe; pour axe des x I'axe de cette parabole, et
pour axe des y une perpendiculaire élevée au foyer.

Soit 2p le paramétre dc la parabole; son équation
sera

y:—2p (x—i— 15)):0‘

L’équation d’un cercle ayant pour centre le point dont
les coordonnées sont a et b, et passant a I'origine, est
z2r 4 y* —oaxr — 2by —o.
L’équation générale des coniques passant par Pinter-

section des deux courbes est donc

.z’—i—y’—za.r-—zbj—i—)\[y’—zp (I+§)] —=o,
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ou bien
Z 4y (1 +2) —2(a+pl)z—20y —pr=o.

Je vais exprimer que cette équation représente un
systéme de deux droites qui seront alors les sécantes com-
munes aux deux courbes. Pour cela jexprime que le
centre de cette conique est sur la courbe. J'écris les équa-
tions du centre, et ce que devient I'équation de la co-
nique quand on tient compte des ¢quations du centre ; j’ai
ainsi

r—a— pl=o,
Ja+Xx)—b=o,
x(a+ p))+ by +p*=o.

Il faut éliminer x et y entre ces équations; en rem-
placant x ety par leurs valeurs dans la troisiéme, jai

(@a+pr;P(a+2)++xp*(1 +12) =o,

équation dont les trois racines me donneront des sys-
temes de sécantes communes.

Cherchons la condition pour que les racines de cette
équation soient toutes trois réelles.

Je 'ordonne :

PR +2p(p+a)l+ (p+a)Pl+a*+ b —o.

Je fais maintenant disparaitre le terme en A%. Pour
cela je diminue toutes les racines de cette équation du
tiers de la somme de ses racines, c’est-a-dire de la quan-

tité toujours réelle — 2r(p _:— ) ou— 2p+a)
3p 3p
Je remplace donc A par p. — ﬂ%;_ a),

Soit f (1) = o la premiére équation. I’y fais A = p. 4/,
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et j’ai

Slp+h)=f(h)+ pf (k) +p

SO )
1.2. s 1.2.3

Je calcule ces différents coefficients :

Sih) =— 8(p+a) +8(p+a)3“&3j_—ﬂ’+a’+bz
29p 9P p
_ —2(p+a)P+a2qp(a’+ b‘),
27pP
S(h)y=— (——~—-—p_§u)27
S (h)=o,

et
£ (h) = ~+ 6p2.
L’équation en p sera donc

—+ a)? 2(p+a)P—27p(a*+ b*)
p,y,*(p Lk, ( ) 78 W
7P

Formons la condition de réalité des racines de cette
équation ; c’est

—4, M -+ 27 [2 (l}+a)3-—‘ 27,) (a’ —+ b?)]:

27.p° 272p* <o

ou
—4(p+eaf+[2(p+aP—ajpla+ )} <o,

ou bien encore
[4(p+af—29p(a+b67)][—27p(a" + b7)]<To.

Le second facteur est toujours négatif (*); donc la

(*) Plusieurs éléves ont remarqué qu’en égalant ce facteur a zéro, on
obtient le foyer qui peut étre considéré comme faisant en quelque sorte
partie du lieu, en regardant ce point comme un cercle de rayon nul et
doublement tangent a la parabole. Mais la suppression de cc facteur com-
mun ne peut avoir ici aucune importance. P.
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condition se réduit a
(1) 4(p+a)y—29p(a+b)>o.
Si I'on avait
blp+ay—27p(a+b)=o,

la parabole et le cercle seraient tangents, puisque, I'équa-
tion en A ayant deux racines égales, deux des systémes de
sécantes comnmunes se réduiraient a un seul. Si donc nous
construisons la courbe

f{p+ryP—27p(a*+y')=o,

elle séparera les denx régions du plan ou doit se trouver
le centre pour que les racines de I'équation en % soient
toutes réelles, ou qu’il n’y en ait qu'une de réelle.

Je résous I’équation par rapport a y :

Gip—+zP—2qpxt [t — 1bpxt 4+ 12p*x + fp?
27p - 27p

‘y? -
Cherchons a décomposer le numérateur en facteurs du
premier degré, si faire se peut.
Si j’égale a zéro la dérivée de ce numérateur,

22— Spxr + 2p*=o,
I)
2
Or, 2p annule le numérateur de la valeur de y*; donc

les racines de cette équation sont 2p et

x— 2p est facteur double de ce numérateur, et, en effec-
tuant la division, on trouve comme troisi¢me facteur
4x +p.
Donc
(42 +p)(z —2p)
27p

2

Cette courbe est symétrique par rapport a 'axe des x.
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Pour x inférieur a — %, y* est négatif ct y imagi-

naire; pour T = ——%,y: o, et en ce point (C) la tangente

est paralléle a Paxe des y.
mente , et, pour xr =0 $ — 1 p? et comme
y augme s €L, P y Y 27p ,

i . 20A
OA=p,je pOSeOB:Wg-

Puis, pour x = 2p, y = o, et la courbe a un point
double ; s0it OD = ap.

Les (coefficients angulaires des) tangentes en ce point
sont

-+ y —
lmx—-zp pour x-=2p,

1
c'est-a-dire =+ 7;

Puis, x devenant infini, y devient aussi infini.

Comme, dans I’équation (de la courbe), les termes du
plus haut degré se réduisent a x?, les branches infinies
tendent a devenir paralléles a I'axe des y. Du reste, leurs
asymptotes sont transportées a l'infini; ce sont des
branches paraboliques.

Voyons maintenant quelles sont les propriéiés de cette
courbe et des régions qu’elle sépare.

Nous savons que quand le centre du cercle sera sur
cette courbe, le cercle sera tangent a la parabole. Pour
le point C, il est manifeste que le cercle n’aura avec la
courbe que deux points d’intersection réunis en un
scul ; donc tous les autres points des branches CD de la
courbe seront centres de cercles tangents a la parabole et
ne la coupant pas d’ailleurs. En D le cercle sera bitangent
a la parabole, et, pour tous les autres points des branches
infinies partant du point D, les cercles seront tangents
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a la parabole et la couperont en deux autres points dis-
tincts.

Les points de cette courbe sont donc tels, que la lon-
gueur d'une normale menée de 'un d’eux a la parabole est
égale a la distance de ce point au foyer, et en appelant la
longueur de cette normale la distance du point a la para-
bole, cette courbe est le lieu des points également distants
d’une parabole et de son foyer.

Voyons maintenant pour quelles parties du plan les
racines de ’équation en A seront réelles toutes trois.

Pour le point O, x = 0, y = o, la condition (1) est sa-
tisfaite; donc, pour ce point et pour tous ceux qui sont
dans la région hachée, les trois racines de I’équation en A
sont réelles. Pour tous les points du plan compris dans
cette région, les cercles auront donc quatre points réels
ou quatre points imaginaires communs avec la courbe, et
pour tous les points situés en dehors, les cercles auront
seulement deux points réels communs avec la parabole.

Distinguons maintenant les parties de cette région qui
correspondent a quatre points réels ou a quatre points
imaginaires communs. Pour le point O, le cercle en ques-
tion n’a aucun point réel commun avec la parabole; il en

est donc de méme pour tous les points compris dans la
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boucle CD. Au contraire, les points compris entre les
deux branches infinies donneront des cercles ayant quatre
points réels communs avec la parabole.

Donc, en résumé :

1° Pour les points compris dans la boucle CD, les
cercles ne rencontreront pas la parabole.

2° Pour les points situés sur la boucle méme, les cer-
cles seront tangents et ne la couperont pas autrement.

3° Pour tous les points compris dans I'espace laissé
en blanc, les cercles ne rencontreront la parabole qu’en
deux points.

4° Pourles points situés sur les branches de courbe ED,
DG, les cercles seront tangents a la parabole et la cou-
peront en deux autres points.

5° Enfin, pour les points compris entre ces deux bran-
ches, dans I'angle curviligne EDG, les cercles couperont
les paraboles en quatre points.

Note du Rédacteur, — Cette copie a mérité la note 19. Plusieurs autres
éléves, sans avoir aussi bien [ait dans 1’ensemble, ont noté plusieurs
choses dignes de remarque. Quelques-uns ont employé les coordonnées
polaires, qui conduisaient plus immédiatement a une equation simple.

Quant aux propriétés de la courbe, partie vague et mal limitée de la
question, on en trouvera quelques-unes dans le travail suivant. P.




