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SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 736;

Par M. H. VIOLLAND,
Eléve de I’Ecole Normale.

Soient M un point d’une courbe et M, le point cor-
respondant de sa transformée par rayons vecteurs réci-
proques par rapport a un point O; n, ny les longueurs
des normales & ces deux courbes comprises entre les
points M et M, et une perpendiculaire @ OM menée par
le point O; enfin p et p, les rayons de courbure aux
points M et M. On a

n n,
(N1coLaipEs.)

Soient r, r, les rayons vecteurs des deux points; la
longueur n de la normale au premier point est

n— r— dr\:
- do
Le rayon de courbure p au méme point est donné par la

formule
. dr\? *i
[’ - (‘a) ]

dir’
T
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donc
rtig4 o (ir—)z——r-{fi
do do?

o (¥ )2
do

7

K]

n .
PO“I' trouver = ] remarquons que les deux pomls
Il

étant transformés par rayons vecteurs réciproques,

A.I
re=—
r
Différentiant deux fois
dr, . k* dr
49— rde’
d’r‘__'zl‘3 dr\?* Kk dr
d6r —  \do) ~ rder’
remplacant les quantités r dr, dir, ar leurs valeurs
pras 1 v 29 dag P ‘

dans P'expression de la normale et du rayon de courbure
au point M, on trouve, toutes réductions faites,

d*r

donc
2rt + 2 dr )
n n, (de .,
P e 2 d_’t\ ‘ ’
«()
C Q. F. D.

Note. — Solutions analogues par MM. Bauquenne, candidat a 1 Ecole
Normale; Cornu, Richard, éléves de 1’Ecole Normale; Mirza-Nizam; F.
Richard, Lerosey et Chambard, éléves du collége Chaptal; Ribaucourt,
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Grassat, eléves de I'Ecole Polytechnique; Merce Busco; M. Joseph Sacehi,
professeur a Milan. M. Albert Parel remarque qu'il suffit de démontrer
la question pour deux cercles Démonstration géométrique, par les li-
mites, par M. Niewenglowski, éléve de YEcole Normale. M. Fouret, éléve
de I’Ecole Polytechnique, démontre la proposition en s’appuyant sur ce
quesi C et C, sont les centres des deux cercles, N et N, les extrémites des
normales et I le point de rencontre des normales, le rapport anharmo-
nique des points N, M, C, I est égal au rapport anharmonique des points
N,, M,, C, 1, et, qu'en outre, les normales sont également inclinées sur
les rayons vecteurs. Par une autre démonstration, il trouve que si ¢ et ¢,
sont les angles de contingence en M et M,, on a

e+e, = 24d0.
Pour le cas d'un point double d’une anallagmatique, on a
T 2
—=2.
[ T

A Poccasion de 1a méme question, M. Chemin, aussi eléve de I’Ecole Poly-
technique, cherche les relations qui existent entre les arcs et les rayons
de courbure de deux courbes dont I'une est la podaire de l'autre. 11
trouve ainsi, en deux points correspondants,

r 1 ? 4
ds' == ~ ds, -—I:m.__f/;
r rooan

les Tettres accentuecs se rapportent a la podaire. b.

Questions 137 et 738
(voir 2° série, t. HI, p. 418);

Par MM. DELAUNAY er DE VIARIS,

Eléves du lycée Saint-Louis.

737. On peut inscrire a un cercle donné une infinite
de triangles dont les hauteurs se croisent en un point
donné. Trouver, par la Géométrie, la commune enve-
loppe des cotés de ces triangles.

Lemue. — 8¢ du point de rencontre des hauteurs d’un
triangle on abaisse des perpendiculaires sur les cotés et
qu'on prolonge chacune d’elles d’une quantité égale a
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elle-méme , les points ainsi obtenus sont sur le cercle
circonscrit au triangle.

Démonstration facile.

Soit G le centre du cercle et H le point donné. Me-
nons du point H une sécante quelconque, rencontrant la
circonférence aux points A et P. Au milieu de HP, éle-
vons une perpendiculaire a cette ligne qui rencontre la
circonférence aux points B et C: d’aprés le théoréme
précédent, le triangle ABC répond a la question. Il y en
a donc une infinité.

Joignons OP, soit M le point d’intersection avec le
coté BC; si nous menons HM, le lemme précédent nous
donne OM + MH = OM + MP = R. De plus, BC fait
des angles égaux avec les droites MO, MH; donc BC en-
veloppe P'ellipse qui a pour foyer les points O et H et le
cercle donné pour cercle directeur.

138. Une elitpse et Uun de ses cercles directeurs étant
traces, il existe une infinité de triangles simultanément
inscrits au cercle et circonscrits & Uellipse; le point de ren-
contre des hauteurs est le méme pour tous ces triangles.

Cette question est une réciproque de la précédente.
Soit O le centre du cercle directeur, H l'autre foyer de
Pellipse. Menons une tangente quelconque a Dellipse;
soient B et C les points ou elle rencontre la circonfé-
rence. Du foyer H abaissons une circonférence sur BC et
prolongeons-la d’une quantité égale a elle-méme. D’apreés
une propriété connue du cercle directeur, le point P ainsi
obtenu est sur ce cercle, soit A Fautre point ou elle ren-
contre la circonférence. Dans le triangle ABC, AHP est
une hauteur d’aprés le lemme précédent, et le point
de rencontre des hauteurs de ce triangle est le point H.
Les cotés AB et AC sont donc tangents (théoréme pré-
cédent) a l'ellipse qui a pour foyer les points O et H ¢t
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pour cercle directeur le cercle donné. Ceci démontre les
propositions indiquées.
Note.—Les questions 737 et 738 ont été résolues par MM. Hatté, Niéby-

lowski, Viant, Tannery, Braga, Calabre, Muzeau, Elliot, Emperauger, La-
baille et P. Cagny, Grimaldi, Laisant, Nievenglowski, Lacauchie, Dastarac.

Mémes questions;

Par. MM ARIES er MARMIER,

Eléves de I’Ecole Sainte-Geneviéve (classe du P. Joubert).

Lemme. — A tout triangle correspond une ellipse
ayant pour foyers le point de concours des hauteurs et le
centre du cercle circonscrit, et tangente aux trois cotes
du triangle ainsi qu a ceux du triangle conjugué (¥).

Soient ABC le triangle considéré, (O) le centre du
cercle circonscrit, (O') le point de rencontre des hauteurs,
a, 3, y les pieds des médianes, p, ¢, r les pieds des hau-
teurs.

Je considére D'ellipse ayant pour foyer le point de
concours (O') des hauteurs et tangente aux trois cotés
du triangle. Le lieu des projections du foyer (O') sur ses
tangentes est le cercle passant par ses trois projections
P, ¢,  : donc cest le cercle des neuf points du triangle.
Si, par les deuxiémes points de rencontre de ce cercle
avec les cotés, on éléve des perpendiculaires, ces perpen-
diculaires vont concourir en un méme point (O), qui est
le centre du cercle circonscrit au triangle. C’est donc le
deuxiéme foyer de I'ellipse.

Le grand axe de cette ellipse est égal au rayon du
cercle circonscrit au triangle.

(*) Le triangle conjugue au triangle ABC s'obtient en abaissant du
point O des perpendiculaires sur les cotés du triangle et prolongeant ces
perpendiculaires de longueurs égales (voir 2°© série, t. II, p. 133). P.
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De méme au triangle conjugué A’B'C’ correspond une
cllipse ayant pour foyers le point de concours (O) des
hauteurs et le point () centre du cercle circonscrit a ce
triangle qui touche les trois cdtés A’B’, A’C/, B'C’ et
la longueur de son grand axe est égale au rayon du
cercle circonscrit au triangle A’B'C/. Mais les triangles
conjugués ABC, A'B'C’ sont égaux; donc les rayons des
cercles circonscrits sont égaux; donc le grand axe de
cette deuxiéme ellipse est le méme que le grand axe de
la premiére.

Les deux ellipses étant homofocales et ayant lcurs
grands axes égaux coincident; on a donc le lemme
énoncé.

Remarque. — Ce qui précéde suppose que le point de
concours des hauteurs et le centre du cercle circonscrit
au triangle ABC soient intérieurs 3 ce triangle, c’est-a-
dire que tous les angles du triangle soient aigus.

Dans le cas ou le triangle est rectangle, 'ellipse se ré-
duit 4 son axe, qui est la médiane du triangle rectangle
correspondant a I'’hypoténuse. -

Quand le triangle a un angle obtus, il existe une hy-
perbole tangente aux trois cotés du triangle, et ayant
pour foyers le point de concours des hauteurs et le centre
du cercle circonscrit au triangle.

Il existe une infinité de triangles incrits dans un cercle
donné, ayant pour centre le point (0/) et pour point de
concours des hauteurs un point donné (O).

Je méne un rayon quelconque O’A du cercle donné,
je joins le point A au point O, par le milieu M de la ligne
OO’ je méne une paralléle au rayon O'A, et soit p’ son
point de rencontre avec la droite OA. Les deux triangles
OAQ/, Op'(Y sont toujours semblables. Le point A, ex-
trémité de la droite OA, décrit un cercle; donc le point p/,
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milieu de cette droite, décrira aussi un cercle qui aura
pour centre le point M et dont le rayon sera la moitié du
rayon du cercle donné.

Je prolonge la droite OA jusqu’a son deuxiéme point
de rencontre avec la circonférence; par ce point, j’éléve
une perpendiculaire a la droite Ap, et soient B et C
les points de rencontre de ceite perpendiculaire avec la
circonférence donnée. J'achéve le triangle ABC. Le cercle
des neuf points de ce triangle passe par le point p, il
passe par le point a, milieu du c6té BC, ce point appar-
tient au cercle décrit du point M, car Ma=Mp' a cause
de l'égalité des triangles O'aM, OpM; son rayon est la
moitié du rayon du cercle circonscrit au triangle; donc
il se confond avec le cercle précédemment décrit du
point M comme centre.

Il est évident, d’ailleurs , que ce triangle a pour point
de concours des hauteurs le point O, puisque Op’ =p'A.

On peut donc construire une infinité de triangles cor-
respondants aux données. Les ellipses correspondant a
tous ces triangles coincident comme étant toutes homo-
focales et ayant méme grand axe, ce qui donne le premier
théoréme de M. Serret.

Soit une ellipse donnée : d'un point A de son cercle
directeur, je lui méne deux tangentes, qui rencontrent
aux points B et C ce cercle directeur. Je dis que la
droite BC est aussi tangente a l'ellipse. En effet, au triangle
ABC correspond une ellipse tangente aux trois cotés du
triangle, ayant pour foyer le centre (0’) du cercle direc-
teur et pour longueur du grand axe la longueur du rayon
de ce méme cercle. Cette ellipse et I’ellipse donnée ont
le méme foyer, grand axe de méme longueur et deux tan-
gentes commuues. Si du foyer commun (') j’abaisse des
perpendiculaires sur les deux tangentes communes, les
pieds g et r de ces perpendiculaires appartiennent au
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cercle lieu des projections des foyers sur les tangeutes
correspondant a chaque ellipse. Les deux cercles relatifs
aux deux ellipses ont donc deux points communs et méme
rayon; donc ils coincident, donc les deux ellipses coin-
cident, et par suite le coté BC est tangent a lellipse
donnée. On a donc le deuxiéme théoréme de M. Serret.

Geénéralisation de ces théorémes.

A tout tétraédre donné dont les hauteurs concourent
en un méme point (0’), correspond un ellipsoide de révo-
lution ayant pour foyers le point (') et le point de con-
cours (O) des normales menées a chaque face par son
centre de gravité : cet ellipsoide est tangent aux quatre
faces du tétraédre et a celles du tétraédre conjugué (*): la
longueur de son demi grand axe est le tiers du rayon de
la sphére circonscrite.

Je considére un ellipsoide de révolution tangent aux
quatre faces du tétraddre et ayant pour foyer le point de
concours (¥ des hauteurs. J’abaisse de ce point des per-
pendiculaires sur les quatre faces. Les pieds de ces per-
pendiculaires déterminent une sphére qui est la sphére
des douze points du tétraédre. On sait que le centre M de
cette sphére est au milieu de la ligne OO’ et que son
rayon égale le tiers du rayon de la sphére circonscrite au
tétraédre.

Cette sphére se confond évidemment avec la sphére
lieu des projections des foyers sur les plans tangents &
Iellipsoide, comme ayant quatre points communs. Son
centre M est donc le centre de Pellipsoide. Le deuxi¢me
foyer de Iellipsoide s’obtient en prolongeant la droite O’ M
d’une longueur MO = O'M. Le point O, que l'on ob-
tient ainsi, est précisément le point de rencontre des nor-

(*) Voir t. 11, p. 135.



(176)
males élevées a chaque face par son centre de graviié.
Les points O et (Y étant réciproques 1'un de V'autre
dans les deux tétraédres conjugués, il s'ensuit que I'el-
lipsoide correspondant au tétraédre conjugué se confondra
avec le premier ellipsoide, comme ayant les mémes foyers
et le méme grand axe.

Remarque. — Si I'un des diédres du tétraédre dont
les hauteurs concourent en un méme point était obtus,
il existerait un hyperboloide de révolution a une nappe
ayant pour foyers le point de concours des hauteurs et
le point de concours des normales élevées a chaque face
par son centre de gravité, tangent aux quatre faces du
tétraédre donné et a celles de son conjugué.

1l existe une infinité de tétraédres inscrits dans une
sphére donnée dont les hauteurs concourent en un méme
pointdonué () : Penveloppe des faces de ce tétraédre est
un ellipsoide de révolution, ayant pour foyers le point (O’)
et un deuxiéme point fixe (O), et pour demi grand axe le
tiers du rayon de la sphére donnée.

Ce point fixe est obtenu en joignant le point de con-

cours des hauteurs au centre K de la sphére circonscrite

. KO’
ct prenant sur cette droite une longueur KO = 5

Je méne un rayon quelconque KA de la sphére donnée,
jejoins le point A au point (O'). Du point M, milieu de
00/, je méne une paralléle a la droite KA, et soit p le
point ou elle rencontre la droite AQ'. Les deux triangles
KO'A, MO'p’ sont toujours semblables. Le point A dé-
crit la sphére donnée ; le point p’ décrit une autre sphére
dont le centre est M et le rayon le tiers du rayon de la
sphere donnée.

Je prolonge la droite O’A jusqu’a son deuxiéme point
de rencontre p avec la sphére; j’éléve en ce point un plan
perpendiculaire dladroite O’p. Ceplan coupela sphére (K)
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suivant un cercle. Le triangle de base du tétraédre doit
étre inscrit dans ce cercle, et de plus le point de concours
des hauteurs de ce triangle est le point p; car ou sait
que dans un tétraédre dont les hauteurs se rencontrent,
la projection d'un sommet sur la face opposée est le
point de concours des hauteurs de cette face.

Remarquons quesi du paint (O) nous abaissons une per-

!
pendiculaire O« sur ce plan, ladistanceOa =0'p’'= 0—; ’
d’aprés un théoréme connu. Donc la sphére (M) passe
par le point .

La sphére des douze points d’un des tétraédres dont
les hauteurs se coupent au point O, doit donc passer par
les points , p, p' et avoir un rayon égal au tiers de celui
de la sphére (K); donc la sphére des douze points se con-
fond avec la sphére (M). Donc tous les tétraédres inscrits
dansla sphére (K) et ayant pour sphére des douze points
la sphére (M), sont tels, que leurs hauteurs concourent
au point O. Donc il y en a une infinité. Si nous consi-
dérons un de ces tétraédres, a ce tétraédre correspond un
ellipsoide de révolution tangent aux quatre faces, et ayant
pour foyers les points (O) et (), le demi grand axe de
cet ellipsoide étant égal au tiers durayon delasphére (K);
or les ellipsoides correspondant a tous ces tétraédres se
confondent, comme étant de révolution homofocale et
ayant méme grand axe.

Ann. de Mathémai., 2¢ série, t. V. (Avril 1866.) 12
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Question 739
( voir 2° série, t. 11, p, 48);

Pae M. NIEBYLOWSKI,

Fléve de Mathématiques spéciales au lycée Bonaparte.

Equation d’une suiface du second degré passant par
trois droites. On peut mettre les équations des trois
droites données sous la forme suivante :

1®droxte .... gig’
2¢ droite. . ... % gi‘;’.
- ’
30 droite. .| A%+ BB +Cy +Dd=o,

Ad'+ Bp'+ Cy'+ D& =o.
L’équation de la surface du second degré est

Ac+BB _ Ad + BB
Cy+ D&~ Cy +D&”’

A, B, C, D désignent des fonctions du premier degré
en x, y et z, et o, 3, 7,0, a', 'y ', 0" sont des con-
stantes. (E. BarsiEr.)

L’équation d’une surface du second degré passant par
la deuxié¢me et la troisiéme droite est
AC(Ae+ BB+ Cy—+DJ)
+pC(Ac' + BB + Cy' +~ D)
+vD(Aa+ Bf +Cy+ D9J)
+ D (A’ + B’ + Cy’ + D&) =o;

(1)

A, 1, v étant des indéterminées, on peut encore écrire

(A\C+ vD) (Az+ BB+ Cy +Dg)

(2) + (€ + D) (A’ +Bf +Cy +D¥)=o.
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Exprimons que cette surface contient la droite
A=o,
B—= o,
il vient
(AC+yD)(Cy+DJ)+ (pC+D)(Cy + D) =0
ou
(7 + 7 )C + (v + ') D* 3+ (30 + vy + pd' + ¢')CD = 03
d’ou

dy + py' = o,
v+ d'=o,
. A8 + vy + pd' + 9 =03
d’ou
67 !
V:—E', P.:’-;—-, )\T*——-.;—'

Substituons dans I'équation (2), il vient
(Cy' +D&) (Ax + BB + Cy + D3)
— (Cy +DJ)(Ad +Bf +Cy' + Dd')=o.
L’équation peut encore s’écrire
AC (ay’ — yo’) + AD (¢’ — 0x')
+ BG(fy' — yB') + BD (B" — 9f’) = o.
Or précisément, si I’on chasse les dénominateurs de 1'é-
quation
Az+BB _ Ad' +Bp
Cy+D3 Cy +Dd&’

on arrive aux mémes résultats; donc 'équation de la sur-
face du second degré passant par les trois droites don-
nées est
Ac+BB  Ad'+Bp'
Cy+D8  Cy—+D&
C. Q. F. D.

Note. — Solutions analogues de M. Armand Lévy, éléve du lycée de
Metz, et de M. Hatté, éléve du lycée Charlemagne,

12,
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Question T40

(volr 2* série, tome IV, page 429);

Par M. G. DE VIGNERAL.

Deux cercles étant donnés, on inscrit dans [’un d’eux
un quadrilatére dont les cétés coupent la corde com-
mune en quatre points. Il est possible d’inscrire dans
U’autre cercle une infinité de quadrilatéres dont les cétés

passent par les mémes points de la corde commune.
(E. Barsier.)

e et fdésignant les points communs aux deux cercles
Oet O et a, b,c, dles points on les cdtés d’'un quadri-
latére inscrit dans le cercle O coupent la corde com-
mune, les six points a, b, ¢, d, e, f sont en involution.

Or on peut mener d’une maniére quelconque dans le
second cercle O trois cdtés d'un quadrilatére inscrit, ces
cotés étant assujettis a passer par les points a, b, ¢; soit
A’ le point o1 le quatriéme cdté coupe la corde commune,
les six points a, b, ¢, d’, e, fsont en involution, mais les
six points, a b, ¢, d, e, f'y sont aussi, ce qui exige que d
et d’ soient confondus.

Note. — Autres solutions de MM. Rousset et Arnoye, eléves du lycée
Charlemagne ( classe de M. Berger); Marquez Braga, du lycée Saint-Louis;
Armand Lévy, du lycée de Metz; Albert Dastarac, éléve de 1'Ecole Cen-
trale; Niébylowski, du lycée Bonaparte. M. Marmier, de ’Ecole Sainte-

Goneviéve, remarque que le théoréme est vrai pour deux coniques quel-
conques.



