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DEMONSTRATION NOUVELLE ’UN THEOREME DE GAUSS
RELATIF AUX SERIES;
Par M. Euvcine ROUCHE.

Une série a termes positifs est convergente, lorsque le
rapport
[
n

d'un terme aun précédeﬁt reste, a partir d’'un certain
rang, inférieur 3 un nombre fixe moindre que l'unité;
elle est divergente si ce rapport reste, a partir d'un
certain rang, supérieur a 'unité. Mais on ne peut rien
aflirmer lorsque le rapport considéré, ayant 'unité pour
limite, ne finit pas par rester toujours au-dessus de sa
limite.
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Gauss a donné pour lever ce doute une régle tres-
simple relative au cas ou le rapport

Uns-t
U,

sexprime par une fraction rationnelle de n. Ce cas,
trés-fréquent dans la pratique, n’est pas si particulier
qu’on le croirait & premiére vue, si 'on oubliait de re-
marquer qu'il n’est nullement question ici des valeurs
de u, et de u,,, mais seulement de leur rapport.

Puisque ce rapport a, par hypothése, P'unité pour k-
mite, le numérateur et le dénominateur de la fraction
rationnelle qui I'exprime doivent étre des polyndmes
ayant méme degré et méme premier terme; et dés lors,
en divisant haut et bas par le coeflicient de ce premier
terme, on voit que le rapport considéré doit étre de la
forme

2
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A étant entier et positif.

Cela posé, voici a quoi se réduit, en derniére analyse,
le théoréme de Gauss :

Pour qu’une série U, telle que le rapport d’un terme
au précédent a la forme (1), soit convergente, il faut et
il suffit que la différence A — a soit plus grande que
Uunié.

En raison de sa simplicité et de son wtilité pratique,
cette régle devrait figurer dans les Eléments. Mais la
démonstration de Gauss, bien qu’elle ne repose que sur
des principes faciles (voyez le Traité de Calcul diffé-
1entiel de M. Bertrand), offre une certaine longueur qui
explique peut-étre pourquoi ce théoréme n’est pas plus
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répandu. Voici une démonstration trés-simple que quel-
ques collégues m’ont engagé a publier.

I

Commencons par établir un lemme, qui n’est au fond
qu'un cas particulier du théoréme général :

p €tant un nombre fixe, entier et positif, la série V,
telle, que le rapport d’un terme au précédent s’exprime
par la formule

(2) Vngt _n—-p-—.z’
o n—p+1

est convergente lorsque x est positif, et divergente lors-
que x est nul ou négatif.

En effet :

D’abord, pour x = o, la série, ne différant pas de la
série harmonique, est divergente

Supposons donc x différent de zéro. La relation (2)
donne

2o,= (R—p)v,—(~ +1—p)os.
En changeant successivement n en n — 1, n — 2,..., p,
ajoutant et désignant par S, la somme
Op + Vpyi ...t 0p,

on trouve
I.Sn:— (” -+ 11— {})"n+ly

ou, en exprimant v,., en fonction de v, a I'aide de la
relation (2),

(—x)(1—z)(2—2)...(n — p — )
1.2.3...(n—p+1) !

Sp=e(1—=z) ('—E) N (;_;‘_;7)>

Or, a mesure que » croit de plus en plus, cetie somme

x.S,—=— (n+1—p)up

d’ou
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tend évidemment vers zéro lorsque x est positif et croit
indéfiniment lorsque x est négatif. Donc, etc.

II.

Cela posé, pour démontrer la régle de Gauss, il nous
suffira de comparer les séries U et V, a 'aide de ce théo-
réme bien connu:

[ une séri est convergent ‘on ait, a partir
8¢ une série V est convergente et qu
d’un certain rang,

Uy < Onet
—_ 2
Uy Yn

la série U sera convergente; et si, la série V étant di-
vergente, on a, a partir d’un certain rang, ’

Unyy Yn1

b
iy On

la série U sera divergente.
Considérons donc le rapport

Ungr |, Vg

“y On

W (a—p41)nt+ (b— pa + a)n* !

_71“"4-(A-p-—z)n}-f—(B—pA——Ax)n)_'+...

ou

(A—a—1—2)n’+~[B—b—a+Az—p(A—a)n) "' +...

PR

Désignons la derniére fraction par R et distinguons
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trois cas, suivant que la quantité
A—a—1

est positive, négative ou nulle.

Dans le premier cas, laissons arbitraire le nombre en-
tier ct positif p, et prenons pour x un nombre positif in-
férieur a

A—a—1.

A partir d’une certaine valeur de n, on aura alors évi-
demment R > o, le rapport (3) sera donc moindre que 1;
et comme, x étant positif, la série V est convergente, la
série U le sera aussi.

Daus le second cas, laissons encore p arbitraire et pre-
nons x égal a zéro. A partir d’une certaine valeur de n,
on aura alors R <C o3 le rapport (3) sera donc plus grand
que 1; et comme, x étant nul, la série V est divergente,
la séric U le sera aussi.

Entfin, dans le dernier cas, prenons x égal 4 zéro, nous
aurons

(B——b——a——p)n)""—l—...

R = 3 .
At

Si donc nous prenons pour p un nombre entier et posi-
tif supérieur a
B—b—a,

nous aurons, a partir d'une certaine valeur de n, R <o;
le rapport (3) sera donc supérieur a 1 ; et comme, x étant
nul, la série V est divergente, la série U le sera aussi.



