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NOTE SDR LES CONES DU SECOND ORDRE;
PAR M. MIRZA-NIZAM.

I.
RELATIONS QUI EXPRIMENT QUE LE CÔNE A SOIT TROIS

PLANS TANGENTS, SOIT TROIS GÉNÉRATRICES RECTANGU-

LAIRES.

L'équation générale des cônes du second degré dont le
sommet est (xuy^ zx) peut s'écrire de la manière sui-
vante :

-4-2 B'(a? — * , ) (z — zx) -4- 2B"(.r — xx) {y — y{)=o.

Les équations d'une génératrice sont de la forme

oc Ö y

a., (3, y étant les cosinus des angles que fait cette droite
avec les trois axes supposés rectangulaires. Cette droite
devant se trouver sur le cône, on doit avoir

(i) Aa'-4- A'j32-h AV-4- 2B?7 + 2B'a7 + 2Bf/ap = o.
En exprimant que deux autres droites [a, |3, y), {a.1, j3', y')
se trouvent sur le cône, on obtient deux autres relations
qui ne diffèrent de la précédente que parce que a, |3, y
sont successivement remplacés par a', ^ y ' et a'7, (3/;, yf/.
Ajoutant ensuite ces trois relations, en ayant égard aux
six relations

x'3 -f- a"2 — j ? a ^ _f_ a ' p' _|_ a
/ 7 (S" 3 ^ O^

p'2 -f- p//2 = i , ay H- a r 7 ' H- o:"y" = 0,

'" " " — i , p7-4-p'7'-4-p /y7 / / = o,
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qui expriment que les axes sont rectangulaires, ainsi
que les trois génératrices, on obtient pour cette somme

(a) A-f-A'-f-A" = o.

Telle est la relation cherchée.

Remarque. —La relation (a) montre que si le cône
a un système de trois génératrices rectangulaires, il en a
une infinité; car pour un pareil système, il faudra ré-
soudre par rapport à (a, /3, y), (a', (3', y'), [et.11, (3", y")
les équations (2) et les trois relations analogues à (1). Or
l'une de ces relations peut être remplacée par la rela-
tion (a) qui ne contient pas les variables. On a donc
huit équations à neuf inconnues 5 donc il y a une infinité
de systèmes de trois génératrices rectangulaires.

La même remarque s'appliquerait aux trois autres cas
que nous avons à traiter.

Cherchons maintenant la relation qui exprime que le
cône a trois plans tangents rectangulaires. Pour cela, sup-
posons d'abord la surface rapportée à trois axes parallèles
à ses axes principaux, son équation sera

A (x - *, y -f- A' (y - j { Y H" A" {z - zt )
2 = o.

Son plan langent aui*a une équation de la forme

(3) a{x-x')

a, fi, y étant les cosinus des angles de Taxe de ce plan
avec les trois axes de coordonnées et x\ y\ z1 les coor-
données du point de contact. Ces dernières vérifient par
conséquent l'équation de condition

(4) A ( ^ - ^ + A /(y-r.)1H-A / /(S
/~z l)>=o.

Or l'équation du plan tangent au point x',y\ z1 est

A(J7—xx) (x
f—x{) -hA' [y —yx) (r'—ys) •+• A"(s — z,) {z'— zt)=zo;
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on doit donc avoir

x' — x, y — yx

G
L'équation de condition (4) devient donc

Telle est la relation qui exprime que le plan (3) est tan-
gent au cône. Prenant maintenant deux autres plans
(a', |3', / ) , (a", |3", y") et exprimant qu'ils sont tangents
au cône, on obtiendra deux autres relations analogues ;
ajoutant ces trois relations en ayant égard à ce que les
trois plans sont rectangulaires, on obtient

ou bien
AA' +AA" + A'A"z=:o.

On voit donc que si le cône est rapporté à trois axes pa-
rallèles à ses axes principaux, la relation cherchée ex-
prime que la somme des produits deux à deux des coeffi-
cients de XE, r% 22 est nulle.

Or, dans le cas où les axes sont quelconques, par un
changement d'axes, on ramènera l'équation à la même
forme 5 seulement les coefficients de x2, y*, z* seront les
trois racines de l'équation en S

(A - S) (A' — S) (h!' — S) — (A — S) B2— (A' — S) B'2

et la somme des produits deux à deux des trois racines de
cette équation égalée à zéro donnera la relation cherchée
dans ce cas. La somme des produits deux à deux des ra-



eines de cette équation étant

AA' -f- AA" -f- À' A" — B2 — B'2 — B"2,

la relation cherchée est

(p) (AA' — B">) -f- (AA" — B") -+- (A'A" — B2) = o.

IL

RELATIONS QUI EXPRIMENT QUE LE CONE A TROIS GÉNÉRA-

TRICES, OU TROIS PLANS TANGENTS PARALLÈLES A TROIS

DIAMÈTRES CONJUGUÉS, OU TROIS PLANS DIAMÉTRAUX

CONJUGUÉS D'UN ELLIPSOÏDE.

Prenons les trois axes de l'ellipsoïde pour axes de
coordonnées : l'équation de cette surface sera

x2 y* z2 __

l'équation du cône sera

A (x - *, )2 H-A' {y - J ^ H - A ^ Z - Z , ) 2 + 2B(<r-/1)(z-21)
H- 2B' {x — x{ ) (z — z.) -4- 2B"(.r — xx) [y — jrl) = o.

Transformons ces deux surfaces homographiquement e»
prenant pour formules de transformations

, ' = ï , /=•;, z'=z-,
a b c

l'ellipsoïde se change dans la sphère
x" -h ƒ>•-*-s'2 = i ,

et le cône proposé dans le cône

,_ s)

c /



( io 9 )

Alors, exprimer que le premier cône a trois génératrices
parallèles à trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde,
c'est exprimer que le second cône a trois génératrices
rectangulaires.

La condition pour que le cône ait trois génératrices pa-
rallèles à trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde est
donc, d'après l'équation (a),

(7) A^ + A'^ + A ' c ^ o ,

a, £, c étant les demi-axes de l'ellipsoïde. De même,
d'après la relation ((3), la formule

(ÀA' — B//2) a*b* -h ( AA" — B'2) a*c2 -+- ( A'A" — B2) £2c2 = o

ou bien

A A' — B"2 AA" — B/2 A' A" — B2

exprime que le cône donné a trois plans tangents paral-
lèles à trois plans diamétraux conjugués de l'ellipsoïde

Remarque. — Les relations (y) et ($) supposent que
les axes des coordonnées sont les axes de l'ellipsoïde.

III.

APPLICATIONS.

Applications de la relation (a).

Première application. — Résolvons le problème
connu :

Trouver le lieu des sommets des trièdres trirectangles
dont les arêtes sont tangentes à une surface à centre
donnée.

Prenons trois axes rectangulaires passant par le centre



de la surface dont l'équation est

f[x9 jr9z) = A,.r2 -f- A', j 2 -f- A'; s' -f-

-4-

Soit (#!, y l9 2!) un point du lieu. Le cône ayant pour
sommet ce point et circonscrit à la surface contiendra les
trois arêtes du trièdre trirectangle$ donc les coefficients
de l'équation de ce cène vérifieront la relation (a). La
relation est donc l équation du lieu, puisqu'elle a lieu
entre xu y^ zx et les quantités connues.

L'équation de ce cône est

dans laquelle f (.r, y, z, t) est le premier membre de
l'équation de la surface donnée, rendu homogène en rcm-

plaçant x, y, z par -•> -, - et multipliant par t\

On obtient l'équation (c) en cherchant l'équation gé-
nérale des surfaces doublement tangentes à la surface
f (x, y7 z) = o suivant le plan polaire du point
[xu y^ zt), et exprimant que cette surface passe par le
point (#!,ƒ!, *i).

Les coefficients de l'équation (c) sont, en désignant
par A, A','A'7, B, B', B/; les coefficients de x\ y\ z\
%yz, ixz, ixy,

A = A l / ( * l , r . , * . ) - j / ; t
î ,

B =



La relation (a) est donc, dans ce cas,

(A, -f- A > A ' ; ) ƒ (*„ƒ„ z.) - i ( / ^ + / ; i 2 + / ^ ) = o .

Telle est l'équation du lieu. C'est une surface du second
degré. Ordonnant par rapport aux variables et enlevant
les accents, on a

.r'[(A,A'1-BV) + (A1A:-B'/)]
-f- j2[(A t A', - B",2) H- ( A', A'; - Bî)]
+ z 2 [ ( A i A ' ;_ B ' t 2 ) + ( A ' i A »_ B 2 ) ]

-4-2 (B, A, — B'X)yz -4- 2 (A,B', — B.B") xz

-4- i ( A'; B", — B,B',) xj -f- F (A, -f- A', -4- A^) = o.

C'est une surface concentrique à la surface donnée et
qui a les mêmes axes, car si on avait pris pour axes de
coordonnées les axes de la surface donnée, on aurait
Bj = B', = B", = o, et l'équation du lieu se réduirait à

A, (A', -f- A';).r* -f- A', ( A, -f- A",)y2 -4- A", (A, -h A[) z2

H- F (A, -h A', +A';j = o

qui est l'équation d'une surface rapportée à ses axes.
Nous n'avons pas pris tout d'abord ce système de coor-

données, parce que nous aurons besoin de F équation (c)
dans ce qui va suivre.

Deuxième application. — Cherchons comme seconde
application de l'équation (oc) le problème suivant :

Trouver le lieu des sommets des trièdres tnrectangles
dont les arêtes passent par une conique.



Soient
E = A,*2 -+- A', j 2 -4- A" z2 — i = o,

P z= v.x -4- PJT -+- 7 z = O,

les équations de la conique, a, p et y ayant la même si-
gnification que précédemment.

Soit (#!, / 1 , i?i) un point du lieu; le cône ayant ce
point pour sommet et passant par la conique contiendra
les trois génératrices du trièdre tri rectangle qui a son
sommet au même point : les coefficients de l'équation du
cône vérifieront donc la relation (a); cette relation est
donc l'équation du lieu.

Or, l'équation du cône ayant son sommet en (#,, ƒ l5 zx)
et passant par la conique, est

,)2[A,P, (P, — 2our,) -4- E,a2]

- r .KA ' .P . lP . - sp rO + E.p2]

- Zly [A'; P, (pt - 272l) H- E I 7
2]

j 1 ) -E i p 7 ]
^.) —E,a7]

Ei et Pt étant ce que deviennent E et P lorsqu'on rem-
place x, y, z par .r,, j j , zx.

L'équation du lieu est donc, d'après la relation (a), en
ayant égard à la condition a2 -f- (32 -h y2 = 1,

P,[À,(P, — 2a.r1)-+-A/, (P, — 2pjr,)-+-A';(P,— 27z1)] + E1 — o

qui est une surface du second degré passant par la co-
nique donnée.

Si l'on avait pris le plan de la conique pour plan des xy,
ses axes pour Taxe des x et celui des y, l'équation du
lieu s'obtiendrait en faisant dans l'équation précédente
a = /3 = o, y = 1 et A"[ = o ; le lieu sera, en remplaçant
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P, par z et E, par Aj x* -f- A't j * — i ,

A,*» -f- A', ƒ» -f- (A, -4- A',) z2 — i = o.

Si nous n'avons pas pris tout d'abord ce système d'axes,
c'est parce que nous aurons besoin de l'équation de ce
cône sous la forme (c').

Remarque. — Nous avons fait remarquer que si le
cône contenait un système de trois génératrices rectangu-
laires, il en contenait une infinité. Donc chacun des
points des lieux cherchés.est le sommet d'une infinité de
trièdres tri rectangles répondant à la question.

Cette remarque s'appliquera également aux autres
problèmes que nous allons traiter.

applications de réquation (J3)«

PREMIÈRE APPLICATION. — Trouver le lieu des sommets
des trièdres trirect angles dont les f aces sont tangentes
à une surface à centre. (Théorème de Monge.)

Considérons le cône ayant son sommet en un point
quelconque du lieu et circonscrit à la surface. Ce cône a
trois plans tangents rectangulaires; ses coefficients véri-
fient donc la relation (/3); cette relation exprime donc
l'équation du lieu. Dans la première application de
l'équation (a), on a obtenu les coefficients de ce cône;
alors calculant les trois termes de (|S), on a

AA' -B»«=[*«J-+-F (X, A',-B^)]. ƒ(*.,ƒ.,*,),

A'A"- B' = [ * * ; + F(A' ,Al -Bi ) ] . / !* , ,ƒ„« , ) ,

en posant

k = A,A', A", + 2B,B', B'; — A.BJ — A', B',J - A* B^'.
Ann. de Mnihrmal., i' série, t. V. (Mars 1866.) 8



L'équation du lieu est donc, en enlevant les accents,

C'est donc une sphère concentrique à la surface donnée.
On voit que cette sphère a pour rayon la diagonale du pa-
rallélipipède construit sur les demi-axes de la surface,
car la surface rapportée à ses axes aurait pour équation

S*2 -h S'/2 -4- SV -f- F = o,

et la somme des carrés des demi-axes est

(S, S', S" étant les racines de l'équation en S). Or, on a,
d'après cette équation en S,

donc

_ A, A', — B^-f-A.A"-- B'2-f- Ar,A" — B\

=— -(A.A', — B'y
1
2-+-A!A"--B'1

2-+-A'lA'; — B2),

ce qui prouve ce qu'on a avancé.

DEUXIÈME APPLICATION. — Trouver le lieu des sommets
des trièdres trirectangles dont les f aces roulent sur une
conique.

On voit de même que pour avoir l'équation du lieu, il
faudra appliquer la relation (|3) aux coefficients de l'équa-
tion (c'). Des coefficients de cette équation on tire, en
représentant par A, A', Af/* B, B', B" ces coefficients,

AA' -B ' / 2 =: PÎ[(À', A", a2 4- A, A", p2 -f- A,A', f) z]
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AA" - B"=P;[(A', A', a»-f- A,A'p' + A.A'.y») jrj

-(A,7» + A'
A'A"— B2= Pf [( A', A'; a' -t- A,A", £> -f- A, A',7»)*?

L'équation du lieu cherché est donc

(A; Af; a» -+- A, A'; p>+A, A; 7>

une sphère concentrique à la conique, dont le rayon est
la diagonale du rectangle construit sur les deux demi-
axes de cette conique 5 car on sait que les axes de la sec-
tion de la surface

A, x1 -+- A\x* -f- A" z* — 1 = o
par le plan

QLX -j- py -+-yzz=o

sont donnés par l'équation en r2

r* (A', A' a5 -h A, A' p2 -f- A, A', f)
- /- [«'(A', + A1;) -f- p2 (A, + A') -f- y'(A, -4- A',)] + 1=0 ,

d'où l'on tire

-/, , . t=«a(A f
l+A<;)H-y(A,H-A<;) + 7>(At+Af

l)
A»2-f-A lA';p2-+-A lA;72

ce qui démontre ce qu'on a avancé.

Application de la relation (y).

PREMIÈRE APPLICATION. — Trouver le lieu des sommets
des trièdres dont les arêtes sont tangentes à une surface
à centre et parallèles à trois diamètres conjugués d'un
ellipsoïde*

Prenons les trois axes de Tellipsoïde pour axes de
8.



( )
coordonnées. L'équatioq de la première surface sera

/(*> X> z) — A,x2 -f- A', j 3 -+- A'; z2 -h iB{yz -h 2B'f .rz
4- ? B" ^ 4 - F n

et l'équation de l'ellipsoïde sera

Le cône ayant pour sommet un point du lieu et cir-
conscrit à la première surface, contenant trois généra-
trices parallèles à trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde,
les" coefficients de son équation doivent vérifier la rela-
tion (y). Or, on a trouvé déjà les coefficients de ce
cône (c) dans la première application de la relation (a ) ;
donc, remplaçant dans la relation (d) ces coefficients par
leurs valeurs, on a pour l'équation du lieu

*'[(A,A',— B';)é2 + (AlA'; — B't
2)c5]

•+-j'[(AlA'l - K') «>+(K K - B î ) ' 2 ]
4- 2*[(A, A' - B',2) Û2 + (A', A", - B2) b>]

-f- a (B, A, — B', B", ) a*yz -4- ?. (A', B', — B.B") ù2xz

-h 2 (A", B'; — BiB\)c7xy -4- F( A,Ö2 + A\ b2 -4- A"t c
2) = o

qui est une surface du second degré concentrique à la
surface donnée.

DEUXIÈME APPLICATION. — Trouver le lieu des sommets
des trièdres dont les arêtes passent par une conique à
centre donnée et sont parallèles à trois diamètres con-
jugués d^un ellipsoïde.

On peut transporter l'ellipsoïde parallèlement à lui-
même, jusqu'à ce que son centre coïncide avec celui de la
conique. Prenant alors pour axes de coordonnées les trois
axes de l'ellipsoïde, son équation sera
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La conique peut être considérée comme l'intersection
d'un plan passant par le centre et d'une surface à centre
du second degré, ayant les mêmes axes que l'ellipsoïde*
Par conséquent, pour avoir l'équation du lieu, il faudra
écrire la relation (d) entre les coefficients du cône (c')
qui a son sommet au point (xu yA, z^) du lieu et passant
par la conique. L'équation du lieu est donc

-4- E, (a2a2 -h />>2p2 -f- c2
7
2) = o,

qui représente une surface du second degré passant par
la conique donnée et par l'intersection de l'ellipsoïde
avec le plan représenté par le second facteur du premier
terme égalé à zéro.

Applications de la relation [3).

PREMIÈRE APPLICATION. — Trouver le lieu des sommets
des trièdres trirectangles circonscrits à une surface à
centre donnée et dont les faces sont parallèles à trois
plans diamétraux conjugués d'un ellipsoïde. (Généralisa-
tion du théorème de Monge et concours général de 1860. )

En prenant pour axes de coordonnées les trois axes de
l'ellipsoïde, on voit que pour avoir l'équation du lieu il
faudra exprimer la relation (d) entre les coefficients du
cône (c). L'équation du lieu est donc

Af
t—B"2 A, A",— B'2 Af

t A",— B2>

a* b* <* k\ c2 b' s 02

qui représente un ellipsoïde concentrique à la surface
donnée et homothétique à l'ellipsoïde donné.

DEUXIÈME APPLICATION. — Trouver le lieu des sommets
des trièdres dont les faces sont parallèles à trois plans
diamétraux conjugués d'un ellipsoïde et qui roulent sur
une conique à centre donnée.



En prenant encore les axes de l'ellipsoïde donné pour
axes de coordonnées, l'équation du lieu n'est autre chose
que la relation (â) entre les coefficients du cène (c').
L'équation du lieu est donc

_ A', y2 -4- A" p» A, y2-4- A" a2 A,ft2-f- A', a»
~~ «2 H ^ ' ? '

qui est un ellipsoïde concentrique à la conique donnée et
homothétique à l'ellipsoïde donné.

11 résulte de là que toutes les questions sur les Irièdres
se résolvent par une inarche analogue de calcul.


