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SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 398

( voir tome XVI1, page 390);

Par M. RaraerLe RUBINI.

Soient donnés un tétraédre quelconque abed et dans
son intérieur un point o tel, que les droites oa, ob, oc
déterminent un angle trirectangle; je prolonge les

5 }
droites oa, 0b, oc, od jusqi’en a', ¥, ¢, d' ot elles cou-
> , 00, ] s €
pent les faces opposées aux pointsa’, b, c',d'. On a

I 1 T I

I l’+xl’+ll’=1+|’.
!—)_(;+(—;l—' E—*—m ;Z+ac’ od ' od’

( MansHEIM.)

Prenons le point o pour origine et les droites oa, o0b,
oc, qui déterminent un angle trirectangle, pour direction
des axes des x, des y et des z positifs. Posant

I 1
—_—=m, ——=n, —=—p
oa ob > e

I’équation de la face abe sera
mx —ny 4 pz=—1.

Pour avoir les équations des autres faces, il suffitd’ob-
server que le quatriéme sommet d doit se trouver néces-
sairement dans 'angle triédre des x, y, z négatifs, pour
que le point o tombe, suivant ’hypothése, dans 'intérieur
du tétratédre. Soient donc — xg, — ¥4, — 2, les coordon-
uées de ce point o/, on aura pour équation des faces bed,
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acd, abd respectivement

L 1—ny — pz Yy _ 1 — mr — pz
4—;;_—‘ 1+nyo+pzo’ Z—— l+m.zn+pza’
Zy I— mx — ny
Z 1mr,ny,

De la nous déduirons, pour les valeurs absolues des dis-
tances a I'origine,

T, .

’ Ya ' 2y
= 9 ()I) —1 y 00 =< H
1 +n)yo+pz 1—-mxy+-pz, L—4-mxy—+ny,

(1) oa’

on a d’ailleurs
od=\z)+ y3+z;,

ct, pour avoir od’, il suffit d’observer que les équations
de la droite indéfinie b4’ sont

z __ Y

Zo Jo

B

Ces équations combinées avee les équations (1) donnent
pour I'ordonnée z du point 4’

z /2 F 72 27
=———"———— ct, parsnite, od’ =¥t
mx, = ny, + pz, mxy, + ny, =+ pz,

I)’aprés tout cela, on a
1 1 1

P
VT
ob  o0b oc  oc
To+yi+3,

= (14~ mury—- 1y o~ pz,)*

1 1 1\’
—< 1 rn.z'.,—i—nyo-i—pzo)z_(o_rl_l—;;l_’) ’

Vel yltzi o+ yi+ 2

C. Q. F. D.
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Question T11-1
Par M. AUDOYNAUD,

Professeur au lycée de Poitiers.

En désignant par x., y,, z. les coordonnées d’un
point a,, on a, pour un point quelconque O,

—_—1

Oa, 2 ¥y 3 1
—1
Oa, Zy, Y2 2 I
—2

Oa, Ty ¥ 3 1 = const.
——2

Oa, 2 ¥4 3 1
—_—

Oa; Ty s % 1

Lorsque les points a, sont sur une sphére, on sait que ce
détermunant est nul. (Faure.)

Supposons les axes rectangulaires, et soient «, 3, y les
coordonnées variables du point O; on a

(¢ — 2 )P+ (@——-J’r)’—-l—('y—z,)?::Oa,,
ou

———1
o +- B+ y*—2a2,— 28y, — 272+ R} — Oa, =o,
en appelant R, la distance du point a, a I'origine. On
obtient ainsi cinq équations en faisant successivement
r=tu, 2, 3, 4, 5, et I'élimination des quatre quantités
a’4 492, —a20, — 20, — 2y, donne

—2

Y 1z 5 = R} —0O0gq

2
1 x, 2 % R3—O0a,

2
1z ¥s 2z, Ri—Oa; =o,
2

1 x ¥y % RI—0a,

2

1 x, ¥, 3 Ri—0O0a



ou

i E)Fa—. ’ x oy z 1 R 2 oy 2z 1
O ! T, ¥ 2z Y R} x pn o2 1
6;; ’ ¥y, oz V= R} & oy oz oa
67, ’ Xy ¥i &1 R ¢ ¥y 2z 1
671; ’ Ty ¥, 2 1 R} = 7 2z 1

= G(Rf — R: 0y Rg":* - Rf %+ R-: ¢;) == const.

Yappelle v, le volume du tétraédre a,a,a,a;, v, celui du
tétraédre a, a;a, as....

Si les points @, sont sur une sphére et que l'origine des
coordonnées en soit le centre, R,, R,, R;, R,, Ry sont
égaux, et le dernier déterminant sera nul, puisqu’en met-
tant R* en facteur deux colonnes seront identiques.

Note. — MM. F. Richard, éléve du collége Chaptal (classe de M. Amiot),

Le Bel et Talayrach, du lycée Charlemagne, Rezzonico et le I'. Autefage,
S.J., ont donué une démonstration exacte, mais un peu moias simple.

Question T11-1V
Par M. J. DE VIRIEU,

Professeur a Lyon,

Une équation de ia forme

() | Fla)k + Fla et Fla o r)am .
+F(a+m—1)z +F(a+ m)=o,

dans laquelle F (a) désigne une fonction algébrique du
degré m— 2 au plus, a toujours des racines imaginaires.
(Faure.)
1. Soit m — s le degré de F (a), s$ 2, ’équation
(2) (#—1)"=+[F(@)r"+...+Fla+r)a"~"+...+Fla+m)|=o0

ne peut avoir de racines imaginaires qu’autant que
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I'équation (1) elle-méme en a : en développant les cal-
culs, on trouve que les coefficients des termes de degré
my (m—1),..., (m—s 1) sont les différences d’ordre
m — s+ 1 d’une fonction entiére de degré m — s, diffé-
rences égales 4 zéro.

L’équation (2), supposée ordonnée, renferme donc des
termes consécutifs nuls en nombre s5 2; doncelle a des
racines imaginaires.

2. En suivant la méme marche, on démontrerait la
proposition suivante :

Une équation algébrique, entiére, compléte et ordon-
née, a des racines imaginaires si certains coefficients con-
sécutifs forment une série dont les différences d’ordre
inférieur de deux unités au nombre de ses termes soent
nulles.

3. On en déduit une proposition énoncée au grand
concours de 1842, par M. Hermite, actuellement membre
de DInstitut :

Lorsque les coefficients de quatre termes consécutifs
Sorment une progression par différence, l'équation a
des racines imaginaires. ( Nouvelles Annales, 1™ série,

t. Ir, p. 385.)

Question 112

(voir 2° série, t. I1I, p. &44);

Par M. A. GRASSAT,
Eléve du lycée de Lyon.

Une ellipse E étant donnée, décrire une autre ellipse E'
concentrique et homothétique & la premiére, telle que,
st d'un point A pris arbitrairement sur E on méne
& E' deux tangentes AM, AN, rencontrant E en des
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points B, C, la droite BC soit tangenic & Dellipse E.
Cette condition étant remplie, démontrer que l’aire
du triangle ABC est invariable, ainsi que la somme des
distances de ses trois sommets ABC & un foyer de Uel-
lipse donnée E.

L’équation de la conique donnée étant

: 2y
(1) pr -+ 5 1=0
celle de Vautre sera
x! y?
'{? -+ .[7—’ — k= o,

et il suffit de déterminer k.

Or, a, 3 étant les coordonnées du point A, le systéme
des deux tangentes AM, AN est représenté par

ax ﬁy ’ 2— x? an ) az ‘32
(?"‘Z?_“)"(IF*F”")(ZE""F“”)

oun
2
(2) <%f+ E§)+k' 242 ("-‘—f—i—%Z)
2 1
— ;+%—Pyhdﬂ—m
puisque
aﬁ p?

Multipliant I'équation (1) par 1 —k* et ajoutant
P’équation (2), ona

ez  Br\*, , (2%, Br

ou

‘ax Br\? ar By
(F-l- F) —-—21"(;; -—-7’?—-1)-—4:0,

Aun. de Mathémat., 2¢ sénie, t IV, (Février 18G5.) 6
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(35 (3 e=or)

Yai donc ainsi un systéme de deux droites dont 1'une

M
bz

et

—I=o0

est la tangente en A A lellipse E 5 donc 'autre

Br

b +1—2k=o0

._|_

représente la droite BC. Pour qu’elle soit tangente a E/,
il faut I'identifier avec

dz Py
= T k=
ce qui donne
a_ B __2k—1
BT TR
Comme
al: 2
2 —
=0

on en tire, en éliminant ', 5/,
(2k—1) —4&*=o,
(2 —k—1)(2B+k—1)=0,
(2k +1){(kA—1)(2k —1)(hA4+1)=0
On ne peut prendre que les solutions positives, et
comme k =1 donne Dellipse proposée, il faut prendre
k= -;— Les axes de I'ellipse cherchée sont donc la moitié

de ceux de lellipse donnée. La droite BC a pour équa-
tion

gL
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sa distance du point A est

a? 2 X
L Y L
- 013_*_?’ —acpz_‘_;jta,
@ b

Les abscisses de ses points d’intersection avec U'ellipse E
sont données par I'équation

(3) bt bvax+f4f(b=—4p=)=o.
Alors la longueur de la droite BC est

1—aipi+bia2 R az . ,

¢ ——-—"u—.pz—[”- — (b —4?)]
__a'frs bt 3{1’[3"___305‘{3’ 4+ b

- a‘B? T a’'b? )

Si s est la surface du triangle ABC,
48 = I'§* =qga*t?,
2s = 3ab;

elle est donc constante et égale aux trois quarts du rec—
tangle construit sur les axes.

Quant & la somme / des distances des points A, B, C
a un foyer de I'ellipse E, elle est représentée par

c
:3a’:.':'.;(a+.1:’+x”),
x', £ étant les abscisses des points B et C.
Or, d’aprés I'équation (3),

a' ~ 2= &y
donc

! = 3a = const.
C. Q. F. D.
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Méme question (solution géoméirique);

Par M. Lfon D’APVRIL,
Eléve du lycée de Grenoble.

1. Concevons que lellipse donnée soit placée sur un
cylindre de révolution; dans le cercle, base de ce cylin-
dre, inscrivous un triangle équilatéral quelconque, et
dans ce triangle une circonférence. Le cylindre ayant
pour base cette circonférence et paralléle au premier cy-
lindre, sera coupé par le plan de l'ellipse donnée sui-
vant Vellipse cherchée.

2. Les triangles tangents a l'ellipse intérieure et ayant
leurs sommets sur P'ellipse extérieure sont équivalents,
car leurs projections sur le plan de la base du cylindre,
étant des triangles équilatéraux inscrits dans le méme
cercle, sont égaux.

3. Si l'on inscrit dans le second cylindre une sphére
tangente au plan de ellipse, le point F de contact sera le
foyer. Les troncs de prismes ayant pour base supérieure les
divers triangles inscrits dans Dellipse et pour base infé-
rieure les projections de ces triangles sur le plan du cercle
dc contact sont équivalents, comme ayant pour mesure
chacun la surface d’un triangle équilatéral multipliée par
la distance du centre de I’ellipse au centre du cercle. Or,
cette distance est d'une part égale au demi-grand axe
de I'ellipse, et d’autre part, en vertu de ce que nous
veuons de dire, au tiers de la somme des trois arétes
du prisme. Mais chacune de ces arétes est égalc a la dis-
tance du sommet du triangle au foyer de Iellipse. Donc,
la somme des distances des trois sommels d’un triangle
satisfaisant 4 la question & un méme foyer de I'ellipse, est
-constante et égale a trois fois ledemi-grand axe de I'cllipse.
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Note du Rédacteur. — La question T12 se rattache a la belle théorie des
polygones simultanément inscrits et circonscrits, due a M. Poncelet, —
Autre solution géométrique par MM. Le Bel et Talayrach, éléves du lycee
Charlemagne.

Question 713
( volr 2* série, t I, p. 444);
Par MM. DROUARD et YVER,
Eléves du Jycée Saint-Louis (classe de M. Vacquant).

On donne dans Uespace deux droites indéfinies L, L/,
non situées dans le méme plan, et un point O. Décrire
de ce point comme centre une sphére qui coupe les
droites L, L!, en des points A, B, A', B tels, que le 1é-
traédre AB A'B', qui a ces points d’intersection pour
sommets, soit équivalent & un cube donné C3.

Rappelons d’abord que le volume du tétraédre ABA'B’
est représenté paré— AB.A'B'hsin (L, L'), % étant la plus
courte distance des deux droiles. Soient rle rayon de la

sphére, et d, d' les distances du point donné aux deux
droites. On aura

AB=o\ri—d’, A'B' =2yri—d".
On a donc I’équation
(1) 2P —dr = d"hsin(L,L') = 3C,
ou, en élevant au carré et ordonnant,
(2) 4A3sin?(L, L") r‘l-—‘ 4h3sin* (L, L')(d?+-d'?) r?

+ 4h*d*d"*sin*(L, L') — gC* =o.

Pour que les valeurs de r* soient réelles, il faut que 'on
o h*sin*(L, L'} [9C® + 2*(d? — d'*)?*sin? (L, L' )] > o.

Cette condition est toujours satisfaite.
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Soit d* > d'*. d* est compris entre les deux valeurs
de r?, puisque d*, mis i la place de r* dans I'équation (2),
rend le premier membre négatif. La plus grande convient
seule. Cette racine est positive. Le probléme admet donc
toujours une solution, ce qu’on prévoyait a ’avance, et
il n’en admet qu’une.

Note. — Autre solution par M. Rezzonico et par MM. Le RBel et Talay~
rach,



