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THEOREME SUR LES DETERMINANTS
Par M. MIRZA-NIZAM.

M. Michael Roberts a énoncé dans les Nouvelles An-
nales (voir cahier de mars 1864, p. 139, question 694)
un théoréme sur un déterminant numérique, théoréme
qui a é1é démontré dans le cahier de septembre de la
méme année, p. 395 et 397, de deux facons différentes,
par M. Smet-Jamar (du lycée Louis-le-Grand) et
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MM. Cornu et Picquet (de l'institution Sainte-Barbe).
Ce théoréme n’est qu'un cas particulier du suivant :
Soit
flz)=>x"+a,x""' +.,.+ Az +a,

une fonction entiére de degré n en x. Désignons par
ay, gy QAgyen., o, les n racines de U'équation que lon
obtient en égalant & zéro cette fonction, et par f'(x)
la dérivée de cette fonction par rapport & x5 on aura

@ xrx... .,v5|
T oy X x
R=(—1)"|2xza..2 !:f(r)——xf’(x)
rxx o
Solution. — R s’éerit en effet
—_—a —Z —r... —
—_x —a —X... —X
R=| -2 —2 —a... —uax |-
-_—Z -—_x _— —_— 2,

Retranchons la derniére colonne de toutes les autres ; on
obtient

x — a o o —x
o z— o o.. —x

R= o o T — a —z
| —(x—an) —(2—a) —(2—an)e.. —ay

Divisons la premiére colonne par x — ¢y, la deuxiéme
par X —as,..., la (n —1)*" par (x—a,_,), la derniére
par x, et divisons aussi la derniére ligne horizontale par
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(x — a,), on obtient

1 o o.. —1
o 1 o... —1
o 0 T... —1
R=1=zf(x)
—1 —1 —1 1 I
£—a T—oay T—ay r xT—a

Ajoutant successivement chacune des colonnes a la der-
niére, on obtient

1 o 0. 0
o 1 o
(o] (] 1 (o]
R=2xzf(z)
—1 —1 —1 1 1
r—a, T—a I— a z r—a
i

qui se réduit au produit des éléments de la diagonale

R=a/) (3= Bts)

/

i
1 recevant toutes les valeurs de 1 a 7. Oron a

S =z) .
S(=x) _Zx—a;’

i

R=f(x)— =f' ()

donc

C. Q. F. v,

Cas particuliers. — On obtient le théoréme de M. Mi-
chael Roberts en faisant x =1 et remarquant que les
quantités qui ont été désignées ici par oy, o,..., @, Ont
été désignées par M. Michael Roberts par —a,, — 24,
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— 23...., — a,. On obtient une autre égalité en faisant
r=—1.
Remplagons x par I'une des racines simples «;, on ob-
tient

o o % o
i P (o oo ay;

(_ ])" 24} &y X ) —— R,‘fl (a,‘),
2% Xy e N

ou, en remarquant que tous les éléments de la i*™ ligne
horizontale sont égaux a o, on a

e a;
a; &g &
................... PR
ai % Wjef s o a
n J— "l
(_ 1 ) *‘f (a‘)

1 1 1 1
X % &gt X

F T
X %ie .. [-#%

Soit maintenant 3 une racine de I'équation f'(x)=o
ne vérifiant pas 'équation f (x) = o. On aura

a B B... B

o B... B
(—1P | B B a... B|=S(B)-

B B B %a

De I’équation démontrée, on tire
SE@)= (= | e | +af (),
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En décomposant semblablement f’(x), f”(x),
Sf"*(x) ct remplacant, on obtient la formule

a X . T B z... x
x
flx)=(—1) ! “+(— ) B x
r x % r x Bt
T T
4 (— )2 /I x4
A A fu—2
T ... X
L Tae. X
- (_._ 1)"_1’ P 4. ..
X Ta—p
hox .
+(—1)? "4 1.2, 0 (2 —p) 2,
x

ou ({31, Pay..., ._y) sont les racines de f'(x)=o,
(715 V2ye++y u_z) celles de f”(x) = o0, (A, 43) celles de
S"*(x) =o et u la racine de "' (x) = o.

On voit par 1a que f'(x) est développée suivant une
somme de déterminants.



