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PROPRIETES DU TETRAEDRE POLAIRE;
. Par M. POUDRA.

Les propriétés des tétraédres polaires sont intimement
liées avec celles de l'involution; il est nécessaire de rap-
peler iciles principales de ces propriétés.

Soit Pmnp un tétraédre polaire de la sphére dont le
centre est le point O et R le rayon; P, dans ce tétraédre,
est le sommet fixe des tétraédres polaires, mnp en est la
base qui peut varier dans son plan. Voici les propriétés
de ce tétraédre :

1° Toute droitc menée par un des quatre sommets du
tétraédre est divisée harmoniquement par la sphére et le
plan polaire de ce sommet.

2° Chaque plan formant les faces du tétraédre coupe
la sphére suivant une circonférence qui est la base d'un
cone tangent & la sphére suivant cette circonférence, et
qui a pour sommet le pole de ce plan.

On voit que le plan mnp de la base, étantici extérieur a
la sphére, doit étre regardé comme coupant la sphére sui-
vant un cercle imaginaire, qui serait la base d’un cone
imaginaire dont P scrait le sommet.

3° Les deux plans tangents a la sphére, menés par une
des arétes du tétraédre, ont pour corde de contact la partie
de I'aréte opposée comprise dans la sphere.

4° Ces deux plans tangents et les deux faces du tétraédre
qui passe par celte méme aréte forment un rapport har-
monique.

5° Si par cette méme aréte, telle que mn, on méne
deux plans formant avec les deux faces du tétraédre un
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rapport harmonique, ces deux plans couperont la sphére
suivant deux circonférences qui seront sur le méme cone,
ayant pour sommet le point p opposé a mn.

6° Dans une de ces circonférences, on peut inscrire une
infinité de quadrilatéres ayant les points m et n pour
points de concours des cOtés opposés. Les sommets de ces
quadrilatéres étant joints avec le point p formeront une
série de pyramides quadrangulaires inscrites dans le cone,
donnant dans 'autre circonférence une autre série de
quadrilatéres inscrits ayant de méme les points »2, n pour
points de concours des cotés opposés, de sorte que les
points m et n seront aussi les sommets de pyramides
quadrangulaires : il en résulte évidemment qu’il y aura
ainsi une série d’hexaédres inscrits dans la sphére,
formés par trois pyramides hexaédres; de plus il est évi-
dent que les diagonales de tous ces hexaédres passeronty
par le quatriéme sommet P du tétraédre.

Ces hexaédres inscrits seront pour la sphére ce que
sont les quadrilatéres inscrits dans la circonférence.

7° Si on regarde un des sommets, tel que m, du té-
traédre polaire comme le sommet d’un cone quelconque
du second degré, il coupera la sphére suivant une courbe
du quatriéme: or, si on la regarde comme la base de trois
autres cones ayant pour sommet respectif chacun des trois
autres somwets du tétraédre, ces quatre cones seront tous
du second degré; car on voit que deux de ces cones,
coupés par un plan passant par les deux sommets, don-
neront dans chaque deux droites formant un quadrilatére
inscrit dans la sphére.

On sait que par l'intersection dc deux surfaces du se-
cond degré on peut faire passer une infinité de surfaces
du second degré : comme l'une de ces surfaces peut se
transformer en une sphére, on peut en conclure que par
Iintersection commune passent toujours quatre cones
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ayant pour sommets ceux d'un tétraédre polaire relati-
vement a cette spheére.




