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DE LINVOLITION PLANE RELATIVEMENT A LA SPHÈRE;

PAR M. POUDRA.

Soit O le centre d'une sphère et R son rayon5 soit I un
plan quelconque et D la distance du centre O de la sphère
à ce plan I.

Dans ce plan I prenons un point quelconque m et regar-
dons-le comme le sommet d'un cône tangent à la sphère;
le plan de contact est ce qu'on appelle le plan polaire du
point m relativement à la sphère. Ce plan polaire cou-
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pera le plan I suivant une droite indéfinie np> Si on
prend de même le plan polaire d'un point quelconque n
de cette droite, ce plan polaire coupera le plan I suivant
une droite mp passant par le premier point JW, et la
droite np en un point p, qui sera tel, que si on prend son
plan polaire, il passera par les points m et n. Ces trois
plans polaires se couperont en un point P, dont le plan
polaire sera le plan I; il résulte de ces constructions un
tétraèdre Vmnp qui est tel, que le plan polaire de l'un
quelconque des sommets est le plan qui passe par les
trois autres, et réciproquement le pôle d'une des faces est
le sommet opposé; ce tétraèdre est par suite appelé té-
traèdre polaire delà sphère.

On voit pareillement que par rapport à cette sphère et
ce plan I il existe une infinité de tétraèdres polaires qui
ont tous un sommet commun en P cl une base telle que
tnnp, située dans ce plan I.

Dans le tétraèdre polaire Vmnp considérons chaque
sommet m, /*, p de la base comme le centre d'une sphère
orthogonale à la sphère donnée; c'est-à-dire ayant pour
rayon la tangente menée de ce point à la sphère \ elle pas-
sera par conséquent par lin tersec lion de la sphère don-
née avec le plan polaire de ce point.

Les trois sphères ainsi déterminées, étant orthogonales
à la sphère donnée, le sont aussi entre elles: elles se
coupent suivant une droite QQi passant par le centre O
de la sphère primitive, par le pôle P du plan I, et per-
pendiculaire à ce plan *, elles la rencontrent en un point C
milieu du segment QQi.

Ces trois sphères étant orthogonales entre elles, il en
résulte que les droites Qm, Q/z, Qp ou Q t m, Q t«, Qip
(jui joignent le point Q ou le poini Qt aux points m, rc, p
de la base, forment entre elles un angle solide ti irectangle.
Oi\ pour tous les tétraèdres polaires ci-dessus, le point Q
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ou le point Qj sera de même le sommet d'un angle solide
trirectangle; donc la série des groupes de trois points sur
le plan I, base d'un tétraèdre polaire, forme une in-
volution plane, dont C est le point central, la distance
CQ = CQi la puissance polaire, et Q le sommet.

Connaissant un de ces groupes mnp de trois points,
on pourra donc déterminer une infinité d'autres groupes,
sans avoir recours à la sphère; et chacun de ces groupes
formera la base d'un tétraèdre polaire ayant un sommet
en P.

On a évidemment

=D2— R'=(D 4-R)(D~R), CP = -
Ü

Ainsi on voit qu'étant donnée dans un plan une involu-
tion plane, on connaîtra la perpendiculaire CQ, et que
par suite on pourra prendre D ou R (mais seulement l'un
ou l'autre), de sorte qu'il y aura une infinité de sphères
correspondantes à une même involution, mais le sommet P
des tétraèdres polaires, ou pôle du plan I, variera de
position sur l'axe QC. Si on donne CP, on détermi-
nera CQ, puis D et R, etc., c'est-à-dire qu'à un tétraèdre
polaire ne correspondra qu'une sphère déterminée de
grandeur et déposition, et tous les tétraèdres qui auront
chacun pour base un des triangles de l'involution déter-
minée par un angle solide trirectangle de sommet Q se-
ront des tétraèdres polaires de la même sphère.


