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REGLES

pour reconnaître l'espèce d'une surface du second ordre à centre unique,
non situé sur la surface, en n'employant que les sections par les plans
coordonnés, et dans certains cas le diamètre conjugué à l'une d'elles ou
le signe du déterminant du centre *,

PAR M. DIEU,
Professeur a la Faculté de Lyon.

I. Les sections elliptiques par des plans passant par
le centre sont réelles pour l'ellipsoïde réel et pour l'hy-
perboloide aune nappe, imaginairespour l'hyperboloide
à deux nappes et pour l'ellipsoïde imaginaire.

Les sections paraboliques des hyperboloides par des
plans contenant le centre se réduisent toujours à deux
droites parallèles, et ces droites sont réelles ou imagi-
naires selon que l'hyperboloide est à une nappe ou à deux
nappes.

La première de ce^ deux remarques est évidente d'elle-
même, la seconde se démontre comme il suit.

Les deux hyperboloides sont compris dans l'équation

F , G étant des quantités positives et P une quantité po-
sitive ou négative selon que Thyperboloide est à une
nappe ou à deux nappes. — Un plan y = mz donne

(i) x' + (P/w' — P')z' = G

/P~'
qui représente deux droites réelles pour m=.±i/~

quand Thyperboloide est à une nappe, mais qui ne peut



représenter qu'une hyperbole dans le cas de Thyperbo-
loïde à deux nappes. — Un plan x = ct.y-\-$z donne

( 2 ) (a»-

et la section sera parabolique si Ton a

PV — Pp'-f-PP'—o;

mais on tire de là

en sorte que l'équation précédente se ramène à

P'G

la section se compose donc de deux droites qui sont
réelles ou imaginaires selon que P est positif ou négatif.

On voit qu'une section hyperbolique ne peut se réduire
à deux droites concourantes, car une équation telle
que (1) ou (2) ne peut* présenter ce cas particulier à
moins d'avoir son second membre nul.

II. Quand une surface du second ordre est à centre
unique, qu'on l'a rapportée à trois axes passant par ce
point et qu'il n'est pas sur la surface, l'examen des sec-
tions par les plans coordonnés fait immédiatement re-
connaître la nature de la surface dans deux cas :

i° Une parabole : la surface est un hyperboloïde à
une nappe si la parabole est réelle *, la surface est un
hyperboloïde à deux nappes si la parabole est imagi-
naire.

20 Une ellipse et une hyperbole : la surface est un
hyperboloïde à une nappe si l'ellipse est réelle; la sur-
face est une hyperboloïde à deux nappes si l'ellipse est
imaginaire.



Remarque. — Le lieu d'une équation du second degré
de la forme

pour laquelle on a
B2 —

est réel ou imaginaire selon que A et G sont de même si-
gne ou de signes contraires.

D'après une seule des sections par les plans coordon-
nés, en laissant le cas de la parabole qui fixe la nature de
la surface, on a les alternatives suivantes :

i° Une ellipse réelle : la surface est un ellipsoïde ou
un hyperboloïde à une nappe \

2° Une ellipse imaginaire : la surface est un hyper-
boloïde à deux nappes ou un ellipsoïde imaginaire;

3° Une hyperbole : la surface est un des deux hyper-
boloïde s.

On voit que l'ambiguïté subsiste même après examen
des trois sections, si elles sont trois ellipses ou trois hy-
perboles.

IIL Une section elliptique ou hyperbolique par un des
plans coordonnés (*) et l'espèce du diamètre conjugué à
ce plan (réel ou imaginaire) font toujours connaître
d'uue manière précise la nature d'une surface du second
ordre :

i° Une ellipse réelle avec le diamètre conjugué réel :
ellipsoïde réel •,

2° Une ellipse réelle avec le diamètre conjugué ima-
ginaire ] une hyperbole avec le diamètre conjugué réel:
hyperboloïde à une nappe;

3° Une ellipse imaginaire avec le diamètre conjugué

C ) Si l 'on o b t i e n t n u e [>ai a b o i e , il n ' y a j»as do J o u i r ( I I ) .



réel 5 une hyperbole avec le diamètre conjugué imagi-
naire : hyperboloïde à deux nappes ;

4° Une ellipse imaginaire avec le diamètre conjugué
imaginaire : ellipsoïde imaginaire.

On sait en effet, dans chaque cas, combien la surface
a de diamètres réels ou imaginaires sur trois diamètres
conjugués.

Détermination de l'espèce du diamètre conjugué à
un des plans coordonnés, — Soient

A .ra -4- A y H- A"3* -h 2 B j z -h a Wzx -+- 2 h"xy = G

l'équation de la surface, et

x =z mz9 y = nz

celles d'un diamètre ; l'équation du plan conjugué est

(A//î -4-B///e-f-B/).r-4-(B///??-}-A//2 4-B)/
H- (B'jwH-B/ï + A'^s^ro.

Pour que ce plan soit, par exemple, celui des xy9 il
faut déterminer m, n parles équations

( ï ) A7W-f-B / //i-f-B' = o, B"/w -+- K'n -f- B = o.

Les z des points réels ou imaginaires communs à la
surface et à la droite x = mz9 j = nz sont donnés en
général par l'équation

(2)(Aw3 + AV + A'/+ 2B/2-4-2B'/* -f- 2B/'w/i)za=G;

mais m, n étant déterminés par les équations (ï) d'où Ton
tire

A/^+AV+îB'/fl/i ~ — B/i — B'/w,

l'équation (2) se réduit à

(3) (B'/if -f-Brt 4-A") z2 —G.

Donc, selon que B'/w -h B/i 4- A" prend une valeur de



( 4 " )
même signe que G ou de signe contraire, pour les va-
leurs de m, n déduites des équations (i), le diamètre
conjugué au plan des xy est réel ou imaginaire*

Remarque I. — On ne pourrait faire ce calcul si l'on
avait B//2 — A A' — 05 mais il serait inutile dans ce cas.

Remarque II. B'm - j - B« -+- A" ne peut pas être nul
pour les valeurs de m, n tirées des équations (1), puisque
le déterminant des équations du centre est différent de
zéro par hypothèse. Ce déterminant étant désigné par D,
l'équation (3) donne en effet la formule

(4) D z 2 ^ G ( B " ; — AA').

IV. Il suffit de changer z en y ou x , et B//2—AA' en
B'2 —AA" ou B2—A'A" dans la formule (4), pour avoir
celles qui se rapportent aux plans des zx et des yz. —
Donc :

Le diamètre conjugué à l'un des plans coordonnés est
réel ou imaginaire selon que le produit DG est de même
signe que le binôme correspondant à ce plan ou de signe
contraire.

RÉSUMÉ.

i° Un binôme négatif; G de même signe que 1rs coef-
ficients A,.-., de ce binôme; DG <^o :

Ellipsoïde réel.

20 Un binôme négatif; G de même signe que les coef-
ficients A...; DG^> o ;

Un binôme positif ; DG ^> o *,
Un binôme nul, G de même signe qui1 les» coeffi-

cients A... :
Hyperboloïde à une nappe.

3° Un binôme négatif} G de signe contraire aux coef-
ficients A.,, j DG <l o -,



( 4 « 3 )
Un binome positif; DG < o ;
Un binôme nul ; Gde signe contraire aux coefficients A :
Hyperboloïde à deux nappes,

4° Un binôme négatif •, G de signe contraire aux coef-
ficients A... ; DG ̂ > o :

Ellipsoïde imaginaire.


