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SUR LA COURBURE DE QUELQUES LIGNES TRACEES SUR
UNE SURFACE;

Par M. Evcrxe BELTRAMI,

Professeur a 1 Univeisite de Pise.

Dans une Note insérée au tome III (2° série) du Jour-
nal de M. Liouville, M. de la Gournerie a fait des re-
marques importantes au sujet des sections déterminées
dans une surface par ses plans tangents. Il a, entre autres
choses, établi bien clairement que les deux branches de
ces sections n'ont en général qu'un contact du premier
ordre avee les lignes asymptotiques de la surface.

En cherchant a déterminer la courbure de ces sections,
au point ot leur plan est tangent a la sm face, je suis par-
venu au théoréme suivant :

Le rayon de courbure d’une ligne asymptotique, sur
une surface quelconque, est toujours les deux tiers de
celui de la section faite a la surface par le plan tangent
au point considéré.

(1 est sous-entendu que I'on considére la branche de
cetle scction, tangente a la ligne asymptotique.)

Désignons par s I'arc de la ligne asymptotique, et par
¢ = o I'équation de la surface. La propriété caractéris-
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tique de cette ligne est exprimée par ’équation
. ded*x de d’y de d’z__o
(1) ds Taydr Tdade =

ou, cn prenant la dérivée par rapport a s de I'équation

o) dyds  dody  dyds
dx ds dy ds = dz ds

(qui exprime que la ligue est tracée sur la surface), par
cette autre équation

d
1d_q>.fi_x_ ,11’.91_*_([

dy dz
Cdw ds dy ds dz " ds

(3) =o,
qui revient a celle dont se sert M. Dupin. Si I'on prend
de nouveau la dérivée par rapport a s de cette derniére
équation, on trouve, aprés quelques réductions,

do d*x do d'y ddcp diz Q

i FL Codz & _
@) iy T T =

. , hs ,
ou Q représente la somme des termes en %dans le déve-
loppement de

¢ (% + hdz, y + hdy, z + hdz).

Les deux équations (2), (3), combinées avec la sui-
vante,

@ (@) (@) (@)=

déterminent, pour chaque point de la surface, les direc-

tions des deux branches asymptotiques qui s’y entre-

coupent, de sorte qu’on peut les regarder comme connues.

Dans ce qui va suivre, nous supposerons que z, o, 4

ds’ ds’ ds

aient un des systémes de valeurs fournis par (2), (3), (5).
17 .
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Désignons par k un rapport a déterminer, et par A* la
somme des carrés des trois dérivées partielles de la fonc-
tion ¢ : de I'équation (1) et de la suivante,

dxd*x dydy dzd’z

(6) Zde Tasde T adde =
on tire
fd*x _ (dedz de dy
ds* " \dyds  dz ds)’
d*y deodr d¢ dz
_— =k L -
(7) ds? <dz ds  dzds)’

En ajoutant les carrés des deux membres de ces trois équa-

tions, on obtient
+1
= ?/zf ’

ou p est le rayon de courbure. Remplacant dans I'équa-
tion (4) les dérivées secondes des coordonnées par les va-
leurs (7), et posant, pour abréger,

do gdy 4do
dx dy dz
dy dy  dy|=a,
dx dy dz
dx dy dz

d

on a cette valeur de p :
2Ads
hQ

(8) p=:=

On peut facilement transformer cette expression. Elevant
le déterminant A au carré et tenant compte des formules
précédentes, on trouve aisément

dg\? dg\? do\?
— 4 ik 4 ce ey
A___hds\/(ddx) +< df) + <ddz> dh?,




ou bien
dqz 2 do\? d? 2
o 4 - ol 4
A== h*ds zlzf -+ dl -+ di‘Z .
h h h

Si donc on appelle d{ la déviation de la normale & la
surface le long de I'arc ds, on a simplement

2hds*dy

A=ckl*dsdy, etparsuite p=—==ck S

Cette derniére formule donne lieu 4 quelques remar-
ques que nous ne croyons pas devoir passer sous silence
quoique étrangéres a notre sujet.

Lorsque ¢ (x, y, z) est une [onction entiére du se-
cond degré, ses dérivées troisiémes étant nulles, il en est
de méme de . Par suite, les deux systémes de lignes
asymptotiques ont partout un rayon de courbure infini,
et ne peuvent étre par conséquent que des lignes droites.
Nous retrouvons aiunsi le théoréme connu, que chaque sur-
Jace du second degré est le lieu géométrique de deux
systémes de lignes droites (réelles on imaginaires).

La tangente a une ligne asymptotique étant conjuguée
a elle-méme, il est évident que pour toute surface réglée
une des séries de lignes asymptotiques est formée par
les génératrices rectilignes de la surface. Il faut donc que
la quantité ) soit annulée par la substitution des valeurs
de dx, dy, dz répondant a la direction d'une génératrice.
Donc si I'on élimine dx, dy, dz entre les équations

dg dy dy
d dz —
LR =

dy
dy
L =— o0,

de de
dz.dz-kd -dy—f—d:{;-dz._o,
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le résuliat de cette élimination sera une équation aux dé-
rivées partielles du premier, deuxiéme et troisiéme ordre
de la fonction ¢, qu’on devra regarder comme appartenant
a toutes les surfaces qu’on peut concevoir engendrées par
le mouvement d’une droite. Ce résultat s’accorde avec
celui auquel Monge est parvenu d’'une maniére diflérente
au § XXI de son grand ouvrage sur I’ Application de l'a-
nalyse a la Géométrie.

Revenons a notre question. La ligne plane, inter-
section de la surface par le plan tangent au point (x, y, z)
est représentée par le systéme des deux équations sui-
vantes :

¢ (s ny £) =0,

(9) dy d

4y 9
(¢ )dx+(n f)d]‘*"(t z) P
ou £, v, ¢ sont les coordonnées courantes. Désignant par
o I'arc de cette courbe, on déduit de la premiére de ces
deux équations, par trois dérivations successives,

dpdf | dpdn  dypdt |
dt da dnda d¢ds ™
de d*E do d?n de d*g

dt de*  dnds  dide

dy do  de

dt di dyn dy dg dg

do ds ' ds do T da da
do d’E  dody do d*g

dEds®  dnds' ' dids

de ,l‘j_'? dy

dEd’E_L_ dnd?y dgdy Qf

\rlq’r?a-" do do? do dg? ds’

d

{10) -+

d

\ + 3

i

ou £ a une signification analogue a celle de Q. La se-
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conde des équations (9), ou x, y, z entrent comme des
constantes, donne de son c6té

do dE dqa dn + do df

dz de ' dy de ' dz do

dyd§  dydin  ded'y _

dr de*  dy ds? dz da*

d?dag d?d3n+d¢p (lac_

drde ' dyds®  dzde®
Si I'on pose, dans les équations (r0), t=x, n=y,
¢ = z, cn tenant compte des trois derniéres équations et
en remarquant qu’au point considéré la section plane est

tangente a la ligne asymptotique, on trouve : d’abord les
équations (2), (3) ci-dessus, puis

dq d*E dq) diy (1? dy Q
’ T __2 T R
(4) ddx <([G‘2> + rldy da? +d da + 3ds’_o’

a (28 t tsentent 1 1 |
ou ‘-E; s € C., represen ent les valeurs que prennent es

d? .
dérivées secondes r E coy pour E=ux, 1=y, { = z.
D’ailleurs, on a évidemment aussi
d? 13 do (d*y do [d*¢
' wn T2 E) —
(') dx (do' >+d}' dg? +dz dg? %
dx

(6) o

“

d* dy [(d*y dz [d*
(raz) "'“71}((15') @ <Zz—> =9

done si I'on opére sur les equauom (1), (6') et (4') de la
méme maniére que 'on a opéré ci-devant sur les équa-
tions (1), (6), (4), et qu'on désigne par p' le rayon de
courbure de la ligne plane, au point et sur la branche
que I'on considére, on trouvera évidemment

oA(lc
m

(8) p=t

Al



et, par conséquent,

d’ou résulte la propriété énoncée.

Les formules (8), (8') deviennent illusoires pour les
surfaces développables, puisque d{ et s’y annulent en
méme temps. Dans ces surfaces, les deux séries de lignes
asymptotiques se réduisent a une seule : c’est le systéme
des génératrices rectilignes, qui en sont en méme temps
des lignes de courbure. Le rayon p est donc en général in-
fini. Cependant l'aréte de rebroussement de la surface,
ayant lui aussi ses normales dans le plan tangent a la sur-
face, peut étre regardé comme une ligne asymptotique
singuliére, dont le rayon de courbure n’est généralement
ni nul ni infini. Le lieu des points communs a la surface
développable et 4 un de ses plans tangents se compose
évidemment de la génératrice de contact, qui joue le role
d’une droite double, et d’une ligne courbe qui touche
cette génératrice au méme point que I'aréte de rebrousse-
ment. On a donc, en ce point, une ligne asymptotique et
une section plane tangente a la surface, dont les cour-
bures ne peuvent pas étre tirées des formules précédentes
et qui doivent étre déterminées directement.

Pour cet objet nous remarquerons d’abord que la
courbe plane est, dans ce cas, le lieu du point d’'inter-
section d'une tangente mobile de la ligne & double cour-
bure, qui constitue 'aréte de rcbroussement de la sur-
face développable, avec un des plans osculateurs de cette
méme ligne. Nous rapporterons donc I’aréte de rebrous-
sement aux trois axes des x, y, z formés respectivement
par la tangente, la normale principale et I'axe du plan
osculateur au point que I'on considére. D’aprés ce choix
de coordonnées les points trés-voisins de ’origine peuvent
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étre représentés par les formules suivantes :

ou s est I'arc compté de I'origine, dans le sens des x po-
sitives, p, r sont les rayons de premiére et deuxiéme
courbure, et I'indice o marque ce qui se rapporte a I'ori-
gine. Ces formules s’obtiennent aisément en étendant
aux lignes 4 double courbure le procédé exposé pour les
courbes planes aux §§ 516, 517 de I'excellent Zraité de
Calcul différentiel de M. Bertrand. La valeur de z ré-
sulte immédiatement aussi d’un théoréme de M. Bonnet,
démontré au § 608 du méme ouvrage.

Désignons par £, n, ¢ les coordonnées courantes de la
tangente a la ligne s, et par 2 la portion de cctte tangente
comprise entre le point de contact (x, y, z) et le
point (&, v, {): on aura

Remplagant x, y, z par leurs valeurs (11), posant ¢ = o,
tirant la valeur de 2 et la substituant dans les expres-
sions de ¢, n, on trouvera

2s §?

Eo='§+..., Ylo=-6‘—‘+...,

Po

£e, N, étant les coordonnées du point d’intersection de la
tangente avec le plan xy. Op aura donc, pour I’arc ¢ de
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la courbe plane lieu des points (o, 7,),

2s
c:—g ..
d’ou I'on tire
3q?
E—=0c~+..., ng——{—....
Po

Or, en nommant ¢ le rayon de courbure de cette der-
niére courbe et appliquant & celle-ci les formules (11),
on aurait

0-2
Eu:“'*‘--'; No——7 ~+.¢...
2p,

La comparaison de ces valeurs avec les précédentes
donne

[ La démonstration précédente aurait été rendue plus ri-
goureuse par l'introduction d’un terme en s*, a coeffi-
cient indéterminé, dans les formules (11). J’ai omis cette
précaution dans le désir d’abréger. |

Ainsi, la tangente mobile d’'une ligne & double
courbure décrit sur un quelconque de ses plans oscula—
teurs une courbe plane qui touche cette ligne au point
d’osculation ; le rayon de courbure de la ligne a double
courbure est toujours, en ce point, les trois quarts du
rayon de courbure de la courbe plane au méme point.

On sait quc M. Moeebius a démontré que la tangente
mobile d'une cubique gauche décrit sur chacun de ses
plans osculateurs une ligne du deuxiéme degré. D’aprés
le théoréme qui précede, on voit que la détermination du
rayon de courbure d’une cubique gauche est ramenée a
celle du rayon de courbure d’une section conique.

Je termine en exprimant le désir que mes théorémes
puissent étre vérifiés par des considérations géomé-
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triques directes, ce qui ne pourra pas manquer d’avoir
lieu, si quelqu’un des savants collaborateurs de ce journal
veut bien s’en occuper.




