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SUR UNE CLASSE D’RQUATIONS RESOLUES PAR MOIVRE
ET LEURS DERIVEES;

Par M. S. REALIS.

1. Soit1'équation
(l) ),211+q7n+pn:0’

dont les 22 racines sont comprises dans I’expression

ou I'on doit donner a «, successivement, les n valeurs qui
vérifient I'équation bindme

a*— 1 =0.

On supposera constamment, dans ce qui va suivre,
que le nombre désigné par p est positif. Dans cette hypo-
thése, I'équation (1) demcure la méme lorsquon y

change y enf/; @’01’1 il suit qu’elle admet n diviseurs du
second degré exprimés par la formule

y =y +p
dans laquelle on attribuera a x les n valeurs de la fonc-
tion y +? .

D’aprés cela, divisons ’équation par y ", ce qui la met
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. IV, (Mai 1865.) 14
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sous la forme

n

)
it g+ =,
r

et faisons
v'y + l—) = a.
N
On aura
i % —Z"—npat Tl ,———I(”:B) prarTi— ﬁgl——%‘%ﬂlﬂl‘"%
n
n(n—>5)(n—06)(n—29) —ap?
+ 234 Pt — . Rap,
ou bien
n—\
4 P an  ppar—r ’_1_("_?—;9 pai—...mep * o,
]" g

selon que n sera un nombre pair ou impair. Pour abré-
ger, on représentera par Py, p*ax"** un terme intermé-
diaire quelconque du développement qu’on vient d’é-
crire, laissant toutefois en évidence le deuxiéme terme
ou P, = — n. La loi de formation des coefficients I> est
connue, et je ne m’y arréterai pas (voir I’ Algébre supé-
rieure de M. Serret, 2° édil., p. 194 et 441).

Au moyen de ce développement, I'équation (1) divisée
par y scra transformée dans la suivante :

(2) @ —ppar 14 P PP, L -Pyphaihy | 4qg=o0;

et les n racines de celle-ci seront comprises, d’aprés la
relation entre & et y, dans I'expression

x:“\/‘%i— %"1)“4— £

__~.—7
e ST
a\/ E___V-—/'-—[)
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ou bien dans I'expression équivalente

Y Y L Vot Sty ey

« étant racine de I'équation

Q" w— 1 = 0.

Les équations de la forme (2), dont la résolution est
réduite par ce qui précéde au dernier degré de simplicité,
rentrent dans celles que Moivre avait résolues dans les
Transactions philosophiques pour I'année 1707. Ces
équations out été cnsuite traitées par Euler, qui a vé-
rifié & posteriori les solutions que Moivre avait donndes
sans démonstration, et les a compléiées par I'introduc-
tion des racines de l'unité (voir le tome VI des anciens
Commentaires de Pétershourg : De formis radicum equa-
tionum; ou bien le Complément des Eléments d’ Algébre
de Lacroix, 6° édit., p. 147).

On reconnait aisément, d’aprés les formules ci-dessus,

que selon que I'on aura
%_pn<0’ ou :]4"‘“()">0’
I'équation (2) aura toutes ses racines réelles, ou toutes
imaginaires (4 'exception de celle qui correspond d e =1,
quand r est impair, et de celles qui correspondentd a =1
et o = —1, quand n est pair et ¢ négatif).

Dans le cas spécial de

q
L-——p"’_‘(),

'équation a toutes ses racines réelles et égales deux a
deux (avec une distincte, quand n est impair; et deux ne
différant que par le signe. quand 7 est pair et ¢ négatif)

14.
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Ce cas mérite une attention particuliére, a cause des cir-
constances qu'il présente, et des conséquences qu'on en
déduit relativement aux racines de I'équation et a celles
de sa dérivée. C'est ce que je me propose de développer.

Remarque. — L’équation
Yyt +qr*t+p=o,

traitée comme il vient d’étre dit, conduit sur-le-champ a
la résolution et 4 la discussion compléte de I'équation gé-
nérale du troisiéme degré

28— 3pr+qg=o,

au moyen de la formule

A 3 [
— _Z _q____, 3 2«___?__ Z___ 3
r=y/ L\ f—reV ==\

ou « doit recevoir, successivement, les trois valeurs de
la racine cubique de I'unité.

2
Dauns le cas particulier ou (IZ — p*=o, les trois valeurs

3
= (a+ a?) \/———:.r,,

3
q
z,=ay/ =1
2

ou bien, mettant le signe négatif hors du radical, et fai-
sant attention que les racines cubiques imaginaires o et o*
donnent o 4 o = —1,

4 s /-

q9
I‘:\/::x,; Xy == — 2 (]..
2. 2

On a en effet

rosefira=lee VI (- V)

de x sont

el
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ou, ce qui revient au méme,
@ —3pr+apVp=(z+2yp)(z—Vp),
le radical Vp devant éure pris avec le signe de g.

2. Rappelons ici que si 7 est un nombre premier et
que « soit une racine imaginaire quelconque de 'équa-
tion a*—1=0, les n racines de cette éjuation sont re-
présentées par
1

2 .3 n— n
%y &Py @iy 0y @,

etque si z est un nombre composé, il existe telle racine «
(et méme plusieurs racines) qui jouit également de la
propriété de reproduire toutes les autres par ses diverses
puissances successives. Les racines ayant cette propriété
sont désignées sous le nom de racines primitives ou racines
absolues de Y'équation bindme o* — 1 = 0. On peut voir,
pour ce qui les concerne, la Note XIII de I'ouvrage de
Lagrange sur les équations numériques, ou la XIII¢ lecon
de I’ Algébre supéricure de M. Serret.

Maintenant, reprenons I’équation (2), et considérons
séparément les cas du degré impair et du degré pair.

Soit d’abord » impair, et posons

n—1

S(z)=z"— npz"—"+ .. . +Pupla—4.. .ognp * x+q.

Prenant pour « une racine absolue quelconque de I’équa-
tion a"— 1 =0, les n racines de f(x) = o seront four-
nies par la formule

3) .l'k'_ak V \/ n +“u~ﬂ\/_____ 4 p ,

ou l'on donnera a A les valeurs successives 1, 2,
3,...,n.
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Le cas qu'il importe d’examiner est celui ou qz——p" =o.

Alors les valeurs de x se partagent par groupes de ra-

n—1 . )
» de la maniére sui-

cines doubles, au nombre de

n
z, = (a —*—a"")w—— g- == Ly

n q
;o -
£y = (a4 o" ’) — —:—,- ==Xy

n—r1 n—+1
- n
: ; P
2 2
z, =\« + 94—z ’

2 2

vante:

tandis que la racine isolée, c’est-a-dire celle qui répond

a la valeur réelle o =1, sera
n /T g
Ly == 2 — —I-
2
n—1 1
Et comme les couples oz, o135 0%, 2" %, 50 ? o ?

se composent tous d’expressions imaginaires conjuguées
et réciproques deux a deux et donnant des sommes
réelles, les couples des valeurs égales de x seront réels,
comme on 1’a annoncé plus haut.

On aura donc

R ]
> (r——ﬁz{'/:‘%)z...(x_ pn._l\n/_”%y’

= (z42Vp) (= +pVp) (x +BaVp)'. ..

><<x+f$,,__,\/;)2,

2
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en ayant soin de prendre Vp avec le signe de ¢; i,
,I ——

Bsy. ... B,_, désignent les valeurs (1outes réelles)

o

9

que prend la fonction

1
— Ak
Br=1a"- o+

n—1

en y faisant successivement k =1, 2.... s apres y
bl 7 v

avoir mis pour o une racine absolue quelconque de
I’équation
a" —1=o0.

Ces valeurs de 5 se déduisent I'une de I'autre au moyen
des relations connues

B.=p1 —2,
B.=B1— 3B,
ﬁl:ﬁ:‘—ﬁpf—ld}_A(K:g)pfws LE}

et ne sont autre chose que les différentes racines de
I’équation qu'on obtient en posant

I
o+ —-=f
4
dans I’équation
ot —1
a —1 =0

d’apreés la méthode ordinaire d’abaissement des équations
réciproques. On peut voir, relativement a la formation
a Dléquation en (3, 'dlgébre supérieure déja citée,
p. 186 et 197.

Cela posé, considérous la dérivée de f(x), et rappe-
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lons-nous que I’équation
Sf(z)=0

doit avoir les racines x,, X,y X3,..., X en commun

n—1

avec f (&) = o. Nous aurons

(@) =n(z+Bip)(z+B:vp). . -<z+ pn_,v;)x,

2

X désignant un polynéme du degré =" qu’il s’agit de
8 poly 8 S 4 g

déterminer.

Cette dérivée, dont le degré est » — 1, ne contiendra
pas de terme de degré impair par rapport a x, en sorte
que ses racines seront égales deux a deux et de signes
contraires. C’est-a-dire que si I'on désigne par a,, a,,
as,..., a,_; les racines (toutes réelles) de f'(x)=o
rangées par ordre de grandeur algébrique croissante. on
aura

a,+a, ,—a,+a, ,=.. =a, +an+‘ = 0.

2 2

Substituons ces quantités a la place de z dans f'(x),
et supposons d’abord que g soit positif; nous aurons, a
cause des racines communes entre f(x)=o et

jl(x) =0,
fla)) =Sfla) =f(a)=...= fla,~.) =o.

Si g était négatif, ce qui ne changerait rien a la dé-
rivée, on aurait

S(a)=fla;,)= f(a;))=...= flaz_s) = o.

Or, il est clair que si ¢ est positif, on passe au cas de ¢ né-
gatif en retranchant de f(x) la quantité 24, et si ¢ est
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négatif, on passe au cas de ¢ positif en ajoutant le double
de la valeur absolue de ¢ a f(x); d’ou il suit que, pour
g >> 0, on aura simultanément

f(a2h+|) =2q,
Sflauw)=o,

et, pour g < 0, on aura

(f(aull+l) =0,
| flas)=2q.

Dans ces formules, a4 désigne une quelconque des ra-
cines de rang impair a;, @s,..., @, s, €t @y UNe quel-
conque des racines de rang pair a,, a,,..., a,_,. On

7_1:_1
peut mettre, au lieu de ¢, sa valeur 2y/p", ou 2p * Vp,
en prenant le radical avec le signe de ¢.

Ce qui précéde donne le moyen d’évaluer les racines
del’équation X = o, c’est-a-dire les racines de f'(x) = o
qui n’annulent pas f(x). Elles ne sont autres, en effet,
que les racines communes a f(x) =oeta f'(x)=o,
prises en signes contraires. Cela résulte, soit de ce que I'on
a a; + @, ; =0, comme on a vu plus haut, soit de ce
que l'on doit avoir f(a) = 24, a étant racinede X = 0;
ce qui revient a changer le signe de ¢ dans f(x)=o
aprés avoir écrit a au lieu de x, et par conséquent &
£()

X

prendre les racines ci-dessus de = o avec des signes

contraires.
11 vient donc

XZ(x—@n\/;)(x—-ﬁz\/l_'%--(x—ﬁn_r_m;)'

2

el par conséquent

S (=)= n(z'—Bip)(e*—Bip) .. (xz— ﬁ;’._.p>-

2
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On a aiusi, dans le cas de
2
Loy
M
une méthode générale d’abaissement et de décomposition
des équations

Sflx)=o0 et f'(x)=o,

au moyen de I'équation en [3 qui donne les sommes des
racines réciproques de I'équation binéme du degré n.

3. Cette décomposition n’a plus lieu pour I’équation

Sflxz)=o0
quand on a

qZ"P"<°,

mais elle a toujours lieu pour la dérivée, car celle-ci de-
meure invariable quelle que soit la valeur de g. Mais dans
tous les cas (n élant impair) on a, entre f(x) et les ra-
cines de la dérivée, les relations trés-remarquables qui
suivent :

2

10 -{]Z-—[)">o, q:+2\//7'+r’,

f(aﬂll+l): -+ 4\/;)—"4_.,2,
Slan) =~+7%

2
gf'\”‘-'li+l):+4\/l7“‘”v
[ flaw)=—r
q? — ,
3° Z—-—-p"<o, q:—z\/p“+r < o,

f(a?lA—H ) —= 4 r?
| flan) = — 447+
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2 —
& Fep>oe g=—2fF—r

f(a?/t-i-l) = —r,

Slaw) =—4\pr —r.

On résume ce qui précéde en disant que:
Pour

q..—_-+2\/p_"tr’>0,

on a
flaun) =+ 4Vp £ r,
3 f(“:k) == r
Pour
g=—2Vitr o,
on a
flamp) == r2,
Slaw) =—4yp = r
Remarque. — Dans le cas particulier de ¢ = o, on
aurait
z=\—p—y—p=o,
x = (2 — 2" \/:—;: — Ty
= (o) — p = =ty
n—1 n-—+-1
xn-—;:(“ * a ? )v’——p: Ty s
2 2
ct

fl2)=2(zi—2}) (2 — a2). .. <xf—x:_,);

2

il y aurait donc une racine égale a zéro, tandis que les
autres seraient deux a deux égales et de signes contraires;
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ce qui doit étre d’aprés la forme de I'équation. Toutes les

racines d’ailleurs seraient réelles, puisque, p étant positif,
2
on aurait nécessairement 2 — pr<<oj; ce qui résulte

4

sussi de ce que la valeur de la fonction &% — "~ est
toujours de la forme R y— 1.
Par la substitution des racines @ dans f(x), il vient en
ce cas
flanm) = —f(aw) =+ 2Vp"

(La suite prochainement.)



