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ANALOGIES DE LA GEOMETRIE DY PLAN A CELLE
DE L’ESPACE

{voir page 145);

Par M. Pauvr. SERRET.

II.

4. On sait que I'équation générale des plans tangents
de Dellipsoide
x? },-2 22

a TRt aTh

rapporté a ses axes de figure, est
ar+ By +yz=P= \/a’a’—i- bf2 4 ety

P désignant la distance du centre de la surface au plan
tangent considéré; et «, 3, y les cosinus des inclinaisons,
sur les axes 2a, 25, 2¢ de P'ellipsoide, de la normale cor-
respondante N. Traduisant en langage ordinaire la for-
mule qui donne la valeur de P, on peut dire que le carré
de la distance du centre de lUellipsoide & l'un quel-
conque de ses plans tangents est égal a la somme des
carrés des produits obtenus en multipliant chacun des
demi-axes a, b, ¢ de Uellipsoide par le cosinus de Uangle
formé par la direction de cet axe avec la normale cor-
respondante N :

P2==a*cos’(N, @) + b*cos*(N, b) + c*cos*( N, ¢).

8. Du lieu des centres des surfaces du second ordre
tangentes a sept plans. — Soient, relativement a un
Ann. de Mathémat., € série, t. IV (Mai 1865. ) 13
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‘'systéme quelconque d’axes rectangulaires,
o=P =P,=...=P,

les sept plans donnés : chacune des fonctions P étant de
la forme

P=Az +By—+ Cz—p,
ou A, B, C désignent les cosinus directeurs de la nor-
male N menée de l'origine au plan P, et p la distance de
origine a ce plan.

Soient, en outre, (x, y, z) le centre d’un ellipsoide
tangent aux sept plans donnés; a, b, ¢ les longueurs de
ses demi-axes; et

a, B, 7 les cosinus directeurs de I'axe 2a,
oy B5 o » 2,
al/’ p//, 7// » 2¢.

D’aprés la remarque précédente, on aura cette double
expression de la distance du centre de lellipsoide & I'un
quelconque des sept plans tangents :

P’—=(Ax + By +Cz — p)?
= a*cos*(N, a) + b*cos?(N, b) + c*cos*(N, ¢),
ou, en développant les cosinus,
(Az-{-B]—I—-Cz—-p)’:a’(Aa + BB+ Cqy)?
+bi(Ad' 4+ B + Cy' )+ (A’ 4+ BR" 4 Cy")2.
De la, en appliquant cette équation a chacun des plans

P, Py,..., Py,

o (Aet+By+Cz—p)=a(Au+Bf+Cy)
+b’(A‘“’+B|p’+C,'/’)’+L"(A|a”+B,p”+C,y”)’,

20 (Asz 4+ By y + Coz — p,)? = a*(Asa + ByB + Coy)?
+ (Ao + By f' + Co' J' o+ ¢ (Asa” + Bop" + Coy")’,

| (Az+ By +Cz—p)=a(Aa+Bp+Cq)
T 0+ B (Aea 4+ BB + Gy} 4 A’ + B4 Cr”
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et la détermination du lieu des centres (x, y, z) serait ra-
menée a I'élimination des douze variables
a, bye; a ﬁv 73 a, 3': 7,; ", p”’ ¥

entre les sept équations que I'on vient d’écrire et les six
relations que l'on sait exister entre les neuf cosinus rela-
tifs & trois directions rectangulaires. Mais il arrive ici que
Pélimination peut s’effectuer indépendamment de ces six
relations. Au point de vue analytique, cela résulte d’'un
mode particulier de symétrie que présentent les équa-
tions 1°, 2°, 3%,..., 7°; et d’apreés lequel, les quantités

a*a?, b*a? et c*e”?
azpz, b:ﬁ'; » C:plw;

. ) ",
(l"y‘, bu/’_ » L‘"y 2 ;

a*ef, b0*0/B et c2a”p";

@By, OBy v efly

atay, bd'y" » oty
entrant de la méme maniére dans toute combinaison de
ces équations, il suffira de rendre nuls les coefficients des
termes en

a*et, a*f?, a’y*; a*ef, a*fy, a’ay

dans I’équation résultant de cette combinaison, pour voir
disparaitre toutes les variables.

Egalons donc i zéro le coefficient de chacune de ces
quantités dans I’équation qui résulterait de I'addition des
équations 1, 2, 3,..., 7 multipliées respectivement par
les nombres indéterminés A,, &4, As,. . ., As3 il vient

MA? A2 4. ..+ 2A =0,
WB? + LB +...+ LBl =o,
\ "WNC! 4+ MGl 4. ..+ 1CI =o,
.( ) MA, B, + LAB, +. ..+ LA;B, =,
WB.C, + 0B,Cs 4. . .4+ L B,C, = o,
LA G+ 2A,C +. . .+ MAC, =o.
13.
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Or si, multipliant les équations 1°, 2°, 3Y,. .., 7° res-
pectivement par les nombres actuellement déterminés 3,,
A3y..., Ay, on les ajoute membre & membre; le second
membre de I’équation résultante, ordonné par rapport
aux dix-huit quantités telles que a*a?, @*§?, a*;*; a*afs,
a*Py, a*ay, a tous ses coefficients nuls et est lu1—meme
identiquement nul. L’élimination des douze variables se
trouve donc effectuée, et le lieu des centres est repré-
senté par 1’équation

M(Aiz + By 4 Ciz—p\) 4+ 2 (Ax - Byy + Ciz— po)' +
+ % (Aix + B,y +~Cz — p,)*=o,

27)\[”:0.
1

D’ailleurs, et en vertu des mémes relations (1), les carrés
ct les rectangles des coordonnées x, y, z disparaissent
d’eux-mémes du premier membre de cette équation qui
s'abaisse au premier degré. Le lieu des centres est done
un plan, et I’on a ce théoréme :

ou

Le lieu des centres des surfaces du second ordre
tangentes aux sept plans

0o=P =P, =...=P,
est le plan unique représenté par l’équation

‘)P’-;-)P’—}— 4+ xPl=o,
( Z)P‘:O,

rendue linéaire par un choix convenable des coefficients.

(1)

Remarque I. — On sait que le lieu des centres des
ellipsoides iuscrits 4 un octaédre hexagonal est le plan
mené par les points milieux des trois diagonales. Ce plan,
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rapporté a sept quelconques des faces de 'octaédre, peut
donc étre représenté, de huit maniéres différentes, par
une équation de la forme

271[" = Q.
1

Remarque I1. — Développant I'équation du plan gé-
néral des centres, on trouve

x(Mpi A+ hpAa+. o+ p A)+y(MpeBit. )
+z(Mp.C+...)+H=o0;

de la, pour la normale menée de l'origine a ce plan,
x _ J
M A NP AT APl B4 .+ Ly B,

z

— )\ipl-cu‘f"-- -+)\7P1-Cll

La normale au plan des centres coincide donc avec la ré-
sultante d'un contour polygonal dont les cotés successifs
seraient représentés en grandeur, direction et sens par
les perpendiculaires py, ps, ..., pq, menées de l'origine a
chacun des sept plans donnés, respectivement multipliées
par les nombres A,, 2,,..., ;.

Il est remarquable que les changements apportés dans
ce contour par le déplacement de I'origine laissent inva-
riable la direction de sa résultante.

Remarque 111. — L’équation

27192-_-0
1

subsiste toujours, quelle que soit I'obliquité des axes.
Choisissant, par exemple, trois des sept plans tangents
pour plans des x, ¥, z; le plan général des centres de-
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meurera représenté par I’équation

4 x y 3 2
2 3 2 -— — - — =
ax? 4 By +7z+2|1(a+b+c l) o,

rendue linéaire en x, y, z par un choix convenable des
coefficients.

Remarque 1V. — Le lieu des centres des surfaces du
second ordre tangentes aux huit plans

o=P=P,=...=P, =P,

est évidemment une ligne. Cette ligne, d’ailleurs, est
droite, puisqu’elle doit étre contenue en particulier dans
chacun des plans

) :Z: AP o ——_*ZIKP’;

et il est aisé de voir que I'équation

Z‘J\P’z 0,
1

rendue linéaire a l'aide des coefficients, représente tous
les plans menés, en nombre infini, par la droite générale
des centres; ou la série des plans diamétraux communs a
toutes les surfaces considérées.

Remarque V. — L’équation

2911»:0
1

représenterait de méme tous les plans menés par le centre
unique de la surface du second ordre définie par les neuf
plans tangents

o=P =P, =...=P, =P,

ou le systéme des plans diamétraux de cette surface.
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Remarque VI. — 11 resterait maintenant a déduire
de I'équation principale

(1) 27“»:0,

convenablement interpréiée, la construction méme du
plan général des centres.

Que si, essayant, comme le veut I'analogie, les consi-
dérations utilisées déja dans la question analogue de
Géométrie plane, on forme I'équation du plan polaire
d’un point quelconque (&, @,,..., &), par rapport au
plan des centres assimilé & une surface du second ordre
par I'adjonction du plan & I’infini : on trouvera toujours
ce plan polaire représenté par I'équation

Mo . P+ e P+, o4 Mo, . Py =03

ct I'on reconnaitra encore que les rayons vecteurs menés
du péle a ce plan sont divisés en deux parties égales par
le plan général des centres. Mais si, plagant le péle en
I'un des sommets du solide formé par les sept plans, on
pose, par exemple,

0=, = o= T;}
I’équation du plan polaire correspondant
(2) Mo P4+ Mw Py 4+ Mo P+ Mo . P =0

n’admet plus aucune solution connue. Quoique toujours
paralléle au plan des centres, le plan polaire ne nous laisse
apercevoir aucun de ses points; et ne nous montre plus,
dans le milieu de la droite qui réunirait ce point au péle,
un point du plan que nous cherchons.

L’analogie parait donc interrompue; et bien que 'on
puisse y suppléer, comme nous le verrons, et définir
géométriquement le plan des centres; une autre définition
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serait a désirer, uniquement fondée sur I'équation (1)
et le parallélisme de tous les plans polaires. Il est vrai-
semblable que le plan serait la seule surface 3 employer
dans la construction qui en résulierait; tandis que la
sphére intervient seule dans celle que nous allons ex-

poser.

6. Du lieu des centres des surfaces du second ordre,
tangentes & six plans, et dont les carrés des axes con-
servent une somme constante. — Les six plans donnés
étant

0=P =P, =...=P,,

et toutes les notations du numéro précédent étant con-
servées, on aura a associer la relation

a? 4+ b* 4 ¢*= k*=— const.

aux six premiéres des équations 1°, 2°, 3°,..., 7° du
n°5; ou a éliminer les douze variables entre les sept
équations

Lo (Aiz+By+Cz—p)=a’(Ae+B S+ Cy)
+ b2 (A’ + B, + Cy )+ ¢ (A’ + BB+ C,y" ),
20 (Az.l‘-'-Bz]’-i-sz'—Pz),: a’(AQa—i-sz-}-C,'y)’
+ b2 (A&’ + B’ + Coy' P+ 2 (A" + B.B” + Gy ),
go | (Aoz+Boy o+ Coz— pofp=a (Asx + Bef + Coy)?
+ & (Aoa' -+ B’ + Cs)’l)2 + ¢ (As2” + BsB” + Cﬁ'y”)’,
7° a* + 6% 4 ¢ = k* = const.;

et les six relations existant entre les neuf cosinus. Or,
I’élimination peut encore s’effectuer indépendamment des
trois relations qui résultent de I'orthogonalité des axcs
aa, 25, 2¢ de Dellipsoide.

Soient, en cffet, %, A,...., As six coefficients définis
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par les conditions suivantes :

MA? 0 A2 4. A A =0,
\B? 4+ 3,B% 4...4 3Bl =1,
MCE 4 2C) ...+ XCl =15
MAB, + %AB, 4. . .+ AB; = o,
MB.C, + MB,Cy 4. ..+ %BCs = o,
LA C 4+ 2A,C; 4. . o4 3A:C, = 0.

Les équations 1°, 2°,. .., 6° étant respectivement mul-
tipliées par les nombres 1, 1,,..., A; ainsi déterminés,
et ajoutées membre & membre; les neuf termes, tels que
a*af3, a*Py, a*ay, disparaissent d’eux-mémes du second
membre de P'équation résuliante, les termes en a*a?,
a*B?, a*y*, ayant des coefficients égaux a l'unité, se ré-
duisent 4 a* (a® 4+ (* + 9*) = a*; les termes en b%o,
D*(*, b*y'* se réduisent & b%; les termes en c*a"*, ("2,
c*y" a c¢*; et 'ensemble de ces termes se réduit a
a® + b* + ¢* ou k?, en vertu de la relation 7°. Toutes
les variables ont donc disparuj et 'on a, pour le lieu
cherché,

MAz+By+Cz—p)P+d(Ax+ .02 +...
(1) + A(Asx + By + Coz — pg)? = a® + b* 4+ ¢ = const.,

6
ou E AP = a? + h* 4 ¢ = const.
1

D’ailleurs, les rectangles des coordonnées disparaissent
d’eux-mémes du premier membre de cette équation, en
vertu des relations (1); les coefficients de x?, 5, z* v
sont égaux i P'unité; le lieu des centres est une sphérc
dont le centre est indépendant de la valeur assignée a la
constante a® + b* -4 ¢* (MenTioN); et I'on a ce théoréme :

Le lieu des centres des surfaces du second ordre,
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tangentes aux six plans

o=P,=Py=...= P,

et dont les carrés des axes conservent une somme con-
stante, estla sphére représentée par I’équation

M{Aiz +By+Cz—p ) +...
() S ~+ M(Acz + Boy + Coz — pg)* = a’ + b* + ¢* = const.,

.
ou 2 AP? =a?+ 5"+ ¢ = const.,
1

ramenée a la forme x* + y* + 2*+...= o, par un choix
convenable des coefficients.

Remarque I. — On trouve aisément, pour les coor-
données du centre,

T=Mpi A+ A ps. Ay,
ry=hp.Bi ... 42p.Bg,
s=unp.C .. .4 dps.C;

et I'on voit que le centre de la sphére des centres coincide
avec 'extrémité d’un contour polygonal dont le point de
départ serait a l'origine, et dont les cotés successifs se-
raient représentés en grandeur, direction et sens, par les
perpendiculaires py, ps,..., ps menées de I'origine aux
six plans donnés, respectivement multipliées par les
nombres 4,, ..., A; : les changements apportés dans ce
contour, par le déplacement de l'origine, laissant son
extrémité immobile au méme point.

Remarque II. — L’équation (II) subsisterait toujours,
quelle que fat P'obliquité des axes. On pourrait, par
exemple, choisir pour plansdes x, y, z trois des six plans
tangents donnés; et Ja sphére des centres serait encore
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représentée par I'équation
s Tr Jv z 1
'] 2 2 p— - ——
ax'4=Byl4-qz +211<m+n+p l>
= a?® + b* 4 ¢* = const.,

ramenée toujours a la forme

z! 4+ y*+ ' 4 2xycos(xy)+...=o0,
par un choix convenable des coefficients.

Remarque I11. — 11 serait aisé de déduire, du théo-
réme actuel, le licu des centres des surfaces du second
ordre tangentes a sept plans.

Soit, en effet, a® 4 5% 4 c* la somme des carrés des
axes de I'un quelconque des ellipsoides tangents aux sept
plans 0 =P, =P, =...=P;. Le ceatre de cet ellip-
soide devant appartenir, en particulier, a chacunc des
sphéres

8
2 APt = a® 4+ D24 ¢,
1
et

2‘ pP*=a?®+ b 4+ ¢,
2

appartiendra également au plan radical de ces sphéres,
représenté par I'équation

stp=—27yp::o,
1 2

ou au plan unique et déterminé

2’ VP! = o,
]

ce qui est le théoréme du numéro précédent.

Remarque I¥V. — Toutes les sphéres représentées, en
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nombre infini, par 'une des équations

2’)\ *=o0,
1

2:)p2=o,

29).1”::0
1

ont le méme plan, le méme axe ou le méme centre ra-
dical, a savoir : le plan ou la droite des centres des el-
lipsoides tangents aux plans donnés, ou le centre unique
de Yellipsoide tangent aux neuf plans

o=P =P,=. .= P,.
Remarque V. — Revenons a la sphére principale
[
(I1) lepz = a* + b? + ¢ == const.

et cherchons a en déterminer le centre.

Remarquons, a cet effet, toutes les sphéres répondant
aux diverses valeurs de la constante étant concentriques,
que I'on peut supposer cette constante nulle. Le lieu con-
sidéré devient alors le lieu spécial des centres des hyper-
boloides équilutéres,

atb—c=o,

a une ou a deux nappes, tangents aux six plans donnés;
et la sphére particuliére, dont on doit déterminer le
centre, est représentée par I'équation homogene

[t

(1) 3 ip=o.

Or, le plan polaire, relatif a la sphere (1), d'un point
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quelconque (&, ©,,...5¢), a pour équation

Mo . Pi+ o Py +. .+ Ao . Py = 0;

et si, au lieu de laisser ce point quelconque, on le place
en I'un des sommets du polyédre formé par les six plans
donnés, en posant, par exemple,

(m) O == 6 == T; — Wy,
on a, pour le plan polaire correspondant
(m) Mo P4+ Lo, P4 0oy . Po=o0:

équation d’un plan passant par le sommet opposé du
polyédre.

Deux sommets opposés quelconques du polyédre formé
par les six plans donnés sont donc polairement conjugués
par rapport a la sphére particuliére (III).

D’un autre c6té, deux points étant polairement con-
jugués par rapport & une sphére, et la droite qui réunit
ces points étant prise pour diamétre dune seconde
sphére : on sait que ces deux sphéres sont orthogonales.

La sphére des centres (II1) et la sphére décrite sur
lune quelconque des diagonales du polyédre des six
plans, prise pour diamétre, sont donc orthogonales. La
détermination que 'on avait en vue se trouve réalisée, et
Pon a cette suite de théorémes :

1° Un systéme de six plans, situés d’'une maniére quel-
conque dans I'espace, donne lieu & dix diagonales réunis-
sant le point de concours de trois de ces plans au point
de concours des trois autres; et a dix sphéres décrites sur
chacune de ces diagonales comme diamétre : ces dix sphéres
ont le méme centre radical et ]a méme sphére orthogo-

nale. Nous nommerons celle-ci la sphére conjuguée des
six plans.

2° Le lieu des centres des hyperboloides équilatéres
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(a* £ b* —c*=0),  une ou a deux nappes, tangents a
six plans, est la sphére conjuguée des six plans, repré-
sentée par I'équation
(]
2 AP2—o.
1

3° Sept plans étant donnés, les sept spheres conjugunées
de six de ces plans se coupent dans un méme cercle, le
cercle conjugué des sept plans; ce cercle est le lieu géo-
métrique des centres des hyperboloides équilatéres, tan-
gents aux sept plans donnés; et son plan, qui coincide
avec le plan général des centres de toutes les surfaces du
second ordre tangentes i ces sept plans, est représenté par

I’équation
7
Z AP2=o.

4° Huit plans étant donnés, les huit cercles conjugués
de sept de ces plans se coupent dans les deux mémes
points; ces points sont les centres des deux hyperboloides
équilatéres tangents aux huit plans donnés; et ladroite qui
les réunit, ou I'axe conjugué des huit plans, coincide avec
la droite générale des centres de toutes les surfaces du
second ordre tangentes a ces huit plans. Cette droite
n’est autre, d’ailleurs, que la commune intersection de
tous les plans contenus, en nombre infini, dans I'équa-

tion
3
2 AP: = o.

5° Neuf plans étant donnés, les neuf axes conjugués de
huit de ces plans se coupent dans un méme point : le
centre de la surface du second ordre tangente aux neuf
plans, et le point de commune intersection de tous les
plans contenus dans 'équation

zs)P’:O.
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7. Parmi les conséquences géométriques du théoréme
précédent, on peut citer celles-ci :
Si quatre des diagonales d’un systéme de six plans ont
leurs points milieux dans le méme plan : les points mi-
lieux des dix diagonales sont dans un méme plan repré-

senté par I'équation
[
2 AP2—=—o.
(]

Si quatre des plans-hauteurs menés, par I'un des som-
mets d’un systéme de cing plans, perpendiculairement a
Varéte opposée, se coupent en un méme point : les dix
plans analogues se coupent au méme point.

On doit noter encore cette traduction géométrique de
Péquation (II)

6
Np=a4 b 4o

Six plans tangents et le centre d’une surface du second
ordre étant donnés, la puissance de ce centre, par rap-
port a la sphére conjuguée des six plans, mesure la somme
des carrés des axes principaux de la surface.

1.

8. La méthode que I'on vient de développer n’est pas
limitée i la détermination du lieu des centres des courbes
ou des surfaces du second ordre assujetties i certaines
conditions. Le principe sur lequel elle est fondée inter-
viendrait encore utilement dans la recherche, par exem-
ple, du lieu des foyers des coniques inscrites 2 un quadri-
latére;, en conduisant, pour P'éguation du lieu, i une
forme abrégée remarquable et qui se préterait, bien
mieux que I'équation ordinaire, a sa construction défini-
tive. Mais, laissant de coté ces applications, d’ailleurs
trés-secondaires, de notre méthode, nous indiguerons en-
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core quelques formules simples qui en résultent immé-
diatement. '

9. Trois tangentes et le centre d’une conique étant
donnés, 'équation aux axes principaux de la courbe est

(1) ayA — ot bYA= Bt cyA'— =0 :

a, b, ¢ désignant les trois cdtés du triangle des trois tan-
gentes; a, 3, 7 les distances du centre & ces cotés; et A
I'un quelconque des demi-axes de la courbe.

10. Trois points et le centre d'une conique étant don-
nés, I'équation aux axes principaux est

(2) axfET= o+ bR o o (T 7 = o

a, b, c eta, £,y désignant encore les cotés du triangle des
trois points, et les distances du centre a ces cotés; tandis
que o, [¢', 7/ désignent les distances du centre aux sommets
du triangle, ou aux points donunés.

.

11. Etant donnés quatre plans tangents et le centre
d’un ellipsoide de révolution ; ’axe double 2A, ou le dia-
métre du cercle principal de la surface, est défini par I'é-
quation

(1) Z:sin(234).\/A’—Pf:0:

P,, P,, P;, P, désignant les distances du centre aux plans
donnés, et sin (234) le sinus de 'angle solide formé par
les normales de trois de ces plans.

12. Etant donnés quatre points et le centre d'un ellip-
soide de révolution ; I’axe double 2A de la surface est dé-
fini par I'équation

. ‘o ~/:;z__ 2
(1) lem(pﬂaapé),—;—ﬂzoz
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P1» P2y Py ps désignant les demi-diaméires menés du centre
aux quatre points donnés, et sin (pspsps) le sinus de
I'angle solide formé de trois de ces demi-diamétres.

(La suite prochainement. )




