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SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 619

(voir 2° série, t I, p 170),

Par M. E. COLOT.

1° La surface représentée par le systéme des trois
équations

r— 1 RR/
L = —

be R4+ R’
e —b R b — R
Y= R+R
- Vet—b? RyR/2 — ¢!
- ¢ R+ R’

est une cyclide; R, R’ sont les rayons de courbure prin-
cipaux de la surface au point x, y, z.
2° Supposons qu'une famille de courbes situces sur
cette cyclide soit représentée par l'équation différen-
tielle
PAR 4+ qdR' = o,

les courbes, coupant orthogonalement celles du sy stéme
donné, seront représentées par l’équation

dR dR'
PRz(bz__ Rz) qR“( Rl.'___t.z)

= O.

3° L'équation en coordonnées clliptiques de la cyclide
dont il s’agit est
P — P. -y == O.
(STrEBOR.)
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1° Les équations de la surface donnent pour les rap-
2

y 2!
ports = ct — les valeurs
xX x .

2
y
x: ¢
z‘l
2 a—b

R ne dépend que du premier de ces deux rapports, et R
que du sccond; par conséquent, on obtiendra les
courbes R == const. et R’ = const. en coupant la surface
par deux systémes de plans passant par 'axe OZ ct par
I'axe OY.

Les équations précédentes reviennent a

Rt brerxe ,
crx? —4- ((:2 . [,2)},.

ct ces valeurs, substituées dans 'une des trois équations
données, conduisent & I’équation de la surface

(x'.- 4= y? 222 2(c? D2\ x? — 2(¢? bz)).z
Yo+ +
+2(e2—b*)z* + (¢ — b*)* = o.

On peut se faire unc idée assez exacte de celte surface
en ¢tudiant quelques-unes de ses sections planes.

Le plan YOZ ne contient que deux points A ct B de la
surface; ils ont pour coordonnées :

Ao, x=u0, )’:——-VGJ“’——-U"‘, 3= 0,

B.... x=o, .)‘:—i-\/(:”——[;", HESXIR

Le plan ZOX la coupe suivant les deux circonfé-
rences
y=o, (zpmc)f+ =10,

ctle plan XOY suivaut les deux circonférences

z=o0, (rImbh)4+t=c
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Les plans y = xrtangg qui passent tous par I'axe OZ
déterminent dans la surface deux sections circulaires
ayant pour équations dans leurs plans

2+ (u:r_\/c’—b”:i_n—“;)’: bicos'yg

(OU estla trace du plan y = x tangp sur le plan XOY);
ce sont les courbes R = const.

De méme, les plans z = x tang{ donnent les couples
de circonférences

7+ (e b —c*sin*y )’ = c* cos*y

(OV estla trace du plan z = x tang{ sur le plan ZOX);
ce sont les courbes R’ = const.

Le lien géométrique des centres des courbes R = const.
a pour équations

z—o, (‘z.z_'_yz)z:(.zl.z_}_(,_a__bz\’},z;
c’est la transformée par rayons vectcurs l‘écipl'O(]llCS de
Iellipse

=0, x4 (¢t — b)yt=c*(c* — b),

en prenant Porigine comme pole et c¢yc* — b* pour para-
métre de transformation. Ce licu cst aussi la podaire de
Pellipse
.zZ 2
2=0, — -+ 2

ct 2 — [)2

1.
Le lieu géométrique des centres des courbes R = coust.
a pour équations
y=o0, (a*+ 2)=~0b*e*— (¢t — b*)z*;
c¢'est la transformée de 'hyperbole

r=u, b2t — (('z I bz) 52 — 1}:(‘.: — l,':)’
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ou la podaire de 'hyperbole
. xt 2 —
=0 pTapT

A I'aide de tous les résultats que nous venons d’obtenir,
on voit facilement que la surface a la forme de deux fu-
seaux recourbés de maniére a avoir leurs pointes en con-
tact aux points A et B, leurs parties renflées autour des
points x = == ¢, ¥ = 0, z = o, et dont les axes s’appli-
queraient sur la courbe

z=0, (2’4 y')P=c'x®+ (c*+ b%))

La surface proposée est la transformée par rayous vec-
teurs réciproques d’'un cdéne de révolution; cette trans-
formation s’opére en prenant pour pole le point A et
2yt —b? pour puissance. Le cone ainsi obtenu a son
sommet au point B, son axe paralléle & OX, et ses géné-
ratrices font avec I'axe un angle o, tel que

b

tangw g —
v/cz — b

Le cone est I'enveloppe des spheres inscrites ou I'en-
veloppe de ses plans tangents. La surface est 'enveloppe
des transformées des sphéres inscrites ou de celles des
plans tangents au cone; c'est donc une cyclide pour la-
quclle, dans le premicr mode de génération, les trois
sphéres fixes sont les transformées de trois plans tan-
gents, et dans le second celles de trois sphéres inscrites.
Les centres de ces deux séries de sphéres sont sur Uellipse
et sur 'hyperbole que nous avons déja rencontrées :

z? )2
2=0, — + ——— =
’ Py By
¢? — b ’
"-2 z:
V=0, = — — =1

b* ¢? — b'x
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on peut le démontrer, soit par le calcul, soit par des con-
sidérations géométriques trés-simples empruntées a la
théorie des courbes du second ordre. Ces deux courbes
sont Vellipse focale et hyperbole ombilicale du systéme
de surfaces homofocales du sccond degré que nous au-
rons & considérer pour établir 'équation de la surface en
coordonnées elliptiques.

La ecyclide a deux plans tangents singuliers qui la
touchent suivant deux circonférences; ces plans passent
par 'axe OY et font avec le plan XOY des angles égaux
a w. Aux points A et Bil ya deux cones de tangentes :
I'un est le cone de révolution que nous avons trouvé c¢n
transformant la surface, et I'autre est le cone symétrique
du premier par rapport au plan ZOX. Cette cyclide jouit
encore d'une propriété remarquable : elle appartient a la
classe des surfaces que M. Moutard a proposé de nommer
anallagmatiques (p 307). En cffet, en prenant ori-
gine comme pdle et ¢ — b* comme paramétre de trans-
formation, on retombe sur la surface elle-méme (¥).

Les lignes de courbure du cone sont les génératrices
ct les sections circulaires; les transformées par rayons
vecteurs réciproques de ces lignes seront les lignes de
courbure de la surface proposée.

Les génératrices donuent, par la transformation, des
circonférences qui passent par les deux points A ct B
les plans de ces circonférences passant tous par I'axe OY,
clles se confondent avee les courbes R’ = counst.

Quant aux sections eirculaires du cone, elles ont pour

(*) Cette remarque a éié faite par M, Mannheim dans sa belle etude sur
les cyclides, avant que le mot anallagmatique {it inventé. Moi aussi j ai
fait des anallagmatiques sans le savoir, car la surface du quatriéme de-
ore, numeérotée (8, 2¢ sévie, t. I, p. 236, et dont Pintersection avee V'el-
lipsoide donne la ligne des conrbures semblables, est unc surface anal-
lagmatique du quatrieme ordre. P.
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transformées des circonférences symétriques par rapport
an plan XOY. Leurs plans passent tous par I'axe OZ (*).
Ce sont les circonférences R = const.

Représentons maintenant par R, et R les rayons de
courbure principaux correspondant aux lignes de cour-
bure R = const. et R’ = const.

Le plan y = xtangp coupe la surface suivant deux
cercles ayant pour rayons b cosg, ct faisant avec la sur-
face un angle 9, tel que

sinfl — - sing;
en appliquant le théoréme de Meunier on aura done
bt costy oot

L —— — — =— R2.
R' 2t Sinz? oot —+ ((:2 - [)2)),'3

Le plan z = xtang} coupe la surface suivant deux
cercles ayant pour rayons ccosy, et faisant avec la sur-
face un angle = donné par la relation

. c .
sint = 7 sind;
par suite,
brerx?

'z — — R"2
Rl - [)':xz,__(cl___[)a>z'z~_B *

Donc, les deux variables R et R’ représentent bien les
, P

(*) On le démontre en remarquant qu’il suffit de prouver que les traces
de ces plans sur XOY passent par Porigine, ce qu'on fait facilement en
s’'appuyant sur ce théoréme de Géométrie plane élémentaire : Une circon-
férence tangente @ la corde commune de deux circonférences égales, en un des
points communs a ces deux circonférences, les coupe en deux points qui sont
en ligne droite avce le milieu de la ligne des centres.
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rayons de courbure principaux au point x, ), z de la
cyclide.
2° Les courbes R = const., R’ = const., élant les
lignes de courbure de la surface, sont orthogonales; en
désignant par ds I'arc d’une courbe quelconque tracée
sur la surface, on aura I’équation

ds—=EdR*+ GdR"?,
o

et
G — " dx \? dy f dz \*
-(;a‘f \aw) T\aw )’

el Pangle 7 que fait cette combe avee R = const. aura
pour tangente

vEAR

VAR

tangi =

On trouve sans difficulté

(ct— b7)R"

TR+ R —RY
((‘2 —_ b';)R:

T ?

TR+ R)(RT—¢)

et par suite

L = b2 R2
(R+R')

“'I
—— d R 4+ ——— dR"?}-
b:— R* Re—¢
. P
Cela posé, en désignant par « et 3 les angles que font
avec R = const. les courbes

PAR 4+ qdR = o,
et
dR dR'
PRIO—RY) T gRART—¢)

:(),
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tang, \/E (I
¥ = —
G p
) . E pR*(6*—R?)
hlnt,_B-— \/a m,

tanga tangf = —

on trouve

et par suite

donc, les deux familles de courbes sont orthogonales.

3° Enfin, pour trouver I'équation de la surface en
coordonndes elliptiques, il suffit de rappeler que des
équations des trois familles de surfaces homofocales dun
sccond ordre :

x? 53 22
"0—1+PA_51+P1_C2=I’
2? 7 22
o mz cz——{;‘_"
x? »? 22
b=y o =h

on déduit
.z’—{——y’—{—z’ + bz+ C2=P2'+P‘2+“2’
b2e? + (b: 4 c’)m" + c’)”—i— b2 — A“"”'*‘ v2p7-{-— pzy_z;

car I'équation de la cyclide, mise sous la forme

(_7;2 + )’2 + z2+ [)7 ~+ Cz)z
— 40+ (b + *) 2 42y + 722 = o,

devient, a I'aide des relations précédentes,
(P2+ P’2 +va)z — 4(#2"2 + ’1P2+sz”2) — o.

Le premier membre de cette équation se décompose en
quatre facteurs du premier degré; la surface a donc
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quatre nappes
P+P-+V=°y
p—v—p=0,
vV—p—p=o0,
P—-y.——v:O;

la derniére équation représente & elle senle la partie
réelle de la surface proposée; la premiére et la troisiéme
donnent des surfaces imaginaires, et la seconde ne repré-
sente que les points A et B.

Question 708
(voir 2° série, t. 111, p. 4%2);

Pazx MM. LE BEL er TALAYRACH,

Eléves du lycée Charlemagne (classe de M. Hauser. )

On sait que si d’un point quelconque P d’un cercle
circonscrit & un triangle ABC, on méne des perpendi-
culaires aux trois cotés du triangle, les pieds de ces
perpendiculaires sont sur une méme droite. Démontrer
que cette droite est également distante du point P et
du point de rencontre des trois hauteurs du triangle.

Appelons a, B, y les pieds des perpendiculaires

abaissées du point P sur les trois cotés du triangle ABC,
Ann de Mathémat., 2¢ série, t. IV, (Avril 1865.) 12
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et considérons le quadrilatére complet ABa3Cy. D'aprés
une proposition connue (Nouvelles Annales, 1.V, p. 13,
et t. VI, p. 196), les points de rencontre des hauteurs
des triangles APy, Caf3, ABC, sont en ligne droite;
soient H,, H,, H ces points, H se trouve donc sur H,H,.
Mais la figure PByH, est un parallélogramme, de méme
que la figure P2f3H, ; donc la distance de P a la droite
a3y est la méme que celle des points H,, H, 4 cette droite,
et par suite que celle de H. c. Q. F. D.

Remarque. — Ce théoréme démontre que dans tout
triangle ABC circonscrit 4 une parabole, le point de
rencontre des hauteurs du triangle est sur la directrice.

Car le point P peut étre considéré comme le foyer
d’une parabole inscrite dans le triangle ABC, laquelle
aurait pour tangente au sommet la droite afy; d’aprés
ce qui précéde, la droite H,H, en serait la directrice.

Note. — MM. Legrand, éléve du lycée Saint-Louis (classe de M. Vac-
quant); Rondeaux, du lycée Charlemagne, et Heurteau, de Sainte-Barbe,
donnent une solution peu différente. MM. O. Puel, du Prytanée de la
Fléche; Emperanger, du lycée de Bordeaux; A. Morel, du lycée Louis-le~
Grand ; Roques, du 53¢ d’infanterie, s'appuient sur la propriété de la
parabole, démontrée comme corollaire dans la solution précédente.
Autres solutions géométriques de MM. Marini, maitre répétiteur au lycée

Louis-le-Grand ; A. Graber, de Zurich; A. D. et R., éléves de I'Ecole Cen-
trale; de Vigneral.

Question 710
(voir p. 442);

Par M. L. LACAUCHIE,
Eléve de Sainte-Barbe (classe de M. Moutard. )

Soient a, b, ¢ les milicux des c6tés d'un triangle ABC;
ay, by, ¢y les pieds des hauteurs;

a, By 7y o1, By, 71 les points d’intersection (bey, cby),
(cay, acy), (aby, bay), (be, bycy), (ac, ascy), (@b, ayby);
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M le centre du cercle circonscrit;

H le point d’intersection des hauteurs;

O le centre du cercle des neuf points.

Cette notation admise :

1° Les points a, 3, y.sont sur la ligne droite HM.

2° Les droites Aay, BBy, Cy, sont paralléles entre
elles, et perpendiculaires ¢ HM.

3° Les quatre points a, (3, 71, A sont en ligne droite.
1l en est de méme des quatre points 3, y,, a,, B, et des
quatre points v, a4, 4, C.

4° oy, 34, 74 sont les sommets d’un triangle conjugué
au cercle des neuf points (O).

5° Les droites aay, b3y, ¢y, passent par un méme
point P; et pareillement les droites a o, b\, c17,
passent par un point P;.

6° Les deux points P et P, appartiennent au cercle
des neuf pounts.

7° Les points d’intersection (AB, «,f3,), (BC, Byy:),
(AC, ay7,) sont une méme droite qui passe par P, P,.

{ScuroETER. )

Jappelle &, &', ¢ les points milieux des distances HA,
HB, HC par lesquels passe le cercle des neuf points. On
sait que les droites aa’, bd', cc’ sont des diamétres de cc
cercle.

1° Si je considére I'hexagone beyc'eb, &'b inscrit au
cercle des neuf points, les points «, H, O, intersections
des cotés opposés, sont en ligne droite. En considérant
les hexagones ac,c'ca,a’a et ab,b'ba,a’a, on démon-
trerait de méme que les points et y sont sur la droite OH,
qui n’est autre que MH.

2° Si nous considérons le quadrilatére inscrit cc, 8,5,
la polaire du point « ot se coupent les diagonales est Aa,;
de méme, les droites BB,, Cy, sont les polaires des

12.
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points (3 et y. Les points @, (3, 7 étant sur une méme
ligne droite (MH) qui passe par le centre, les droites Aa,,
Bg,, Cy, seront paralléles entre elles et perpendiculaires
a la droite MH.

3° L’hexagone b, cabc,a, b, étant inscrit au cercle, les
points e, 3;, 7, sont en ligne droite. On démontrerait, en
considérant les hexagones a,cbac,b,a, et ab,c,a bca,
qu’il en est de méme pour les points 3, ay, ¥, et les
points ¥, ay, (3;.

Or, les polaires des points 3, e, 7, sont les dvoites AB,,
Aa, CB,, elles se coupent au méme point, donc A«
passe par [, et les points «, 3;, 7;, A sont en ligne
droite. On démontrerait de méme que (3, y,, ¢;, B et
¥, a4, B1, C sont respectivement en ligne droite.

4° La polaire Ao du point &, passant par Biy 71, celle
de {3, par a4, ¥, le triangle o, 3,7, est conjugué au cercle
des neuf points (O).

50-6° Sil'on joint B, 3, on détermine sur le cercle (O)
un point P tel, que la droite qui le joint au point a passe
par «;. On a, en eflet, un quadrilatére inscrit achbP; cb
coupe la polaire de 3, en «; donc aP passera en e;. De
méme ab coupe cette polaire en y,, donc CP passcra
par y;.

On démontrerait de la méme facon que a,ay, b,8,,
¢;7, se coupent en un méme point Py situé sur le cercle
des neuf points.

7° Soient A, B,, C, les points d’intersection (AB,
a,3), (BC, Bi71), (AC, ;7). Pa et P,a, se coupent
en a,, donc aa,, ou BC, et PP, se coupent en un point A,
de la polaire de «,, ou 3,7,. Donc A, est sur la droite PP;.
Il en est de méme de B, et C,.

On peut encore tirer d’autres conséquences de ces pro-
priétés.

8° Soient o, f3,, 7. les points d'intersection des
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droites (Pa, P,a,), (Pb, P,b,), (Pc, Pyc,); et ay, Bs, 75
les points d'intersection des droites (B, 3;, C,v,), (A, 2y,
Ci71)s (Asayy Bify).

Les points A,, B,, C, ont pour polaires a,a,, 3,0s.
71725 ces droites se coupent donc en un méme point, qui
est le pole de PP,.

9° @, est un point de la polaire de a4, ce point est donc
sur la droite A«f3,7, A,. Les points 3,, 7, sont de méme
respectivement sur les droites BBa,y, B, et €y« f3,C,.

10° L'hexagone cb, Pc, bP, ¢ étant inscrit au cercle des
neuf points, les points «, 35, y; sont en ligne droite. Il en
est de méme de (3, a,, 72 et de y, ag, Po.

11° Les polaires de a, {3; et y, élant les droites Aay,
B,By, Cy71, le point a, sera sur la droite Az,, et sera le
pole de la droite af3;7,. De méme f3; et y; sont sur les
droites B3, et Cyy, et seront les pdles des droites fPa, 71
et o, 3y,

12° En appelant «,, f,, 7, les points de rencontre des
droites aet;, 5f3;, 77, deux a deux, on voit que le triangle
a,f3.7, est le triangle conjugué de ABC par rapport au
cercle des neuf points. Les polaires de e,, as, a, étant
Biy1> Ayey, BC qui se coupent en Ay, ces points sont en
ligne droite. Il en est de méme de 3y, f3;, 2. et de 74,
T2y Vs

Donc, en résumé, on a: quatre droites conlenaut
chacune six points : (MOHeafy), (AaBi7,4,a5),
(Bfey71 By Ls), (CyasB1Cyy:) 5 une droite en contenant
cinq (PP, A, B, C,); neuf droites contenant chacune trois
points : (afsys), (Baaye), (y2ffe), (xi@aai), (B1BaBs),
(73727s)s (Aayas)y (BBifs), (Cyiys): ces trois der-
niéres droites sont de plus perpendiculaires a MH ;—trois
groupes de trois droites passant par un méme point:
(aay), (b[1), (cy1) parle point Pj (ayay), (byB4), (€171)
par le point Pys (o es), (£3£2)s (7172) par le pole de PPy
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— enfin deux triangles : «,f,y., conjugué de ABC par
rapport au cercle (O), et &, 3,7, conjugué de ce cercle.

Note. — Solutions analogues par le P. Autefage et par MM. Le Bel et
Talayrach.




