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SUR LES CERCLES BITANGENTS A UNE CONIQUE;
Par M. V.-A. LE BESGUE.

La considération des cercles bitangents i une conique
conduit trés-briévement a la détermination des axes
principaux en grandeur et en direction, et par suite a
celle des foyers, sans qu'il soit besoin d’employer une
définition analytique qui introduit les imaginaires sans
avantages apparents.

Soit
(1) Ax?4-2Bury + Cy?=1
I’équation d’uue conique rapportée a des axes faisant
P'angle 6..
Soit
(2) x* 4 2xycosh + yi=1

l'équation d'un cercle de méme centre. En égalant les
dérivées de y fonction de x, prises dans les deux équa-
tions, on a

(3) .r—}—ycosO_Ax—*—B_y

zcosd +y Bz +Cy’
ce qui revient a
(4) (Ccosh — B)y?— (A — C)zy —(Acosé —B)z?=o.
Cette équation homogéne est satisfaite par les coor-
données des foyers et des sommets qui sont situés sur un

méme axe.
Si I'on pose y = tx, on al'équation

(5) (Ccos® —B)ez— (A —C)t— (Acosé — B)=o.
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C'est I'équation aux directions des axes principaux. Ces
deux racines étant ¢ et ¢/, on vérifie immédiatement la

condition
1+ (t+¢")cosd + tt'=o,

(ui montre que les deux directions sont perpendicu-
laires.
L.a résolution donne
2(Ccosd — B)t — (A —C)
=== \/(A — C)*4 {(A cos6 —B)(Ccos6 — B).
En remplacant (A — C)* par (A — C)? (sin®6 + cos®0),

on a pour val(_zur du radical

V(A — C)*sin’0 + [(A 4 C)cos0 — 2B,
(uantité toujours réelle.
Le moyen le plus simple pour trouver le carré r? d’un
demi-axe principal, c’est d’écrire ’équation (3) sous la
forme .

—_— —_ 2

Az +By = Bx—+Cy  Ax*a-2Bay 4 Cy

’

la troisiéme expression s'obtenant en multipliant par ales
deux termes de la premiére fraction, par y les deux
termes de la seconde, et ajoutant ces fractions terme a
terme, méthode gque Caucliy employait souvent.

L’équatien multiple précédente conduit aux deux sui-
vantes :

(Br*—cosb)x = (1—Cr?)y, (Br?—cosb)y = (1—Ar’)r;

la multiplication membre & membre donne
(Brz—cosd)’ = (1 — Ar*)(1— Cr?)

ou, réduction faite,

(6) (AC—B)r*— (A + C— 2Bcos))r? + sin*d = o.
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11 est & remarquer gue la résolution donne

__ A+C—2Beos0== /(A + C—2Bcosh)'— 4(AC—B?jsin 0
- 2(AC — B:) )

r?

Si'on développele carré et que’on remplace (A 4 C)*
par (A + C)*(sin*f + cos*6), on trouve encore le ra-
dical

V(A — C)sin?f + [(A + C)cosh — 2B

On peut remarquer, en passant, que pour B = o I'équa-
tion (6) devient

. ' 1\ , sin®0
T x+(~>"' AT

d’oit résultent immédiatement les deux théorémes
d’Apollonius.

L’équation (6) donne pour différence des deux va-
leurs de 72, différence qui devient une somme dans le cas

de I'hyperbole,

V(A —C)*sin‘0 - [(A + C)cos§ — 2B
T AC—B? )

c'est précisément le carré de la distance d’un foyer au
centre. On a donc

{AC — B?) (#* + 2zy cos0 + »?)

= V(A —C)*sin?6 4 [(A + C)cosh — 2B,
ou encore, en remplacant le radical par sa valeur donnée

plus haut,

() { (AC — B®)xy (2* + 22y cos0 + y?)
! } == *=[(Ccos8d — B)y* 4 (Acosh — B)a?],

seconde relation entre les coordonnées des foyers.
Si dans ’(quation (1) A, B, C étaient fonctions d'une
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variable m, en éliminant cette variable au moyen des
équations (4) et (7) on aurait le licu des foyers.

Soit proposé comme application de trouver le lien des
foyers des coniques ayant pour équation

mat y?  am—+b

=T

a b
ou, en remplacant a et b par 2a et 25,

bm \ a .
z 3
ablam + b) +nlz(ﬂm+b))

=1,

et supposant d’aillcurs que les axes des coordonnées font
Pangle 6.

L’¢quation (4), ou l'on fera B = o, donnera d’abord

J(ycosb -4 r)
LA T
£(zcosd+ v}

A ——
c=
el par suite

m =

a y(rcosb+4z)
b x(xcosh +y)’
puis, I'équation (7) devenant
ACxy (2* 4+ 2rycosh + y*) = 2= (Cy? + Ax?)cosh,

donnera, par la substitution des valeurs de A et C, et

en supprimant le facteur x* 4 22y cos6 +y* commun
aux deux membres,

xy(xcost + y )y cosb + )

bz

2
= = cos’0 (uz)” -+ i

22
cost xy + bia >’

¢’est-a-dire, au double signe prés, 'équation donnée a la

page 362 du tome III (2° série) des Nouvelles Annales.
Il est & remarquer que cette équation est du troisiéme

degré en x et y; en se donnant x, y prendra une valeur
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véelle, quel que soit le signe adopté: de la uue valeur
véelle pour m, de sorte que les équations (4) et (7) se
trouveront satisfaites.

U serait bon d'examiner si la définition du foyer (un
cercle de rayon nul, etc.) peut donner les deux signes,
bien qu’un seul s¢ trouvedans la solution qu’a donnée de
ce probléme un de nos savants professeurs.



