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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

ETUDES
SUR LES SINGULARITES DES SURFACES ALGEBRIQUES;

Par M. E. DE JONQUIERES.

Plans tangents doubles et triples (¥).

1. Un plan peut étre assujetti a toucher une fois, deux
fois ou trois fois une surface algébrique S"du degré n, et,
en outre, dans les deux premiers cas, 4 deux autres con-
ditions ou i une seule, respectivement. Ces plans sont les
plans tangents simples, les plans tangents doubles et
les plans tangents triples de la surface.

2. On conclut de ce qui vient d'étre dit, que les trois
nombres ci-aprés sont finis et déterminés, savoir : 1° le
nombre des plans tangents simples qui passent par une

(*) M. G. Salmon s’est occupe de cette question dans un Memoire tres-
interessant, lu en 1855 devant 1’Academie royale d’Irlande, et imprime
dans le XXIII® volume des Transactions de cette Societe (1857) sous le
titre : On the degree of the sui face reciprocal to a gwen one.

Mais, en ce qui concerne notamment les plans tangents triples, apres
avoir indistinctement deduit la formule qui en eaprime le nombre,
comme une consequence de certaines relations existantes entre les autres
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droite dounée; 2° le nombre des plans tangents doubles
qui passent par un point donné; 3° le nombre des plans
tangents triples; et nous aurons a déterminer ces trois
nombres, entre autres questions a résoudre.

3. Dans tout ce qui va saivre, nous supposerons que la
surface donnde $” n’a que les singularités qui lui sont
propres, c’est-a-dire qu’elle est des plus générales dans son
degré.

4. Plans tangents simples. — La théorie en est bien
connuc; il suffit donc de rappeler quelques-unes de leurs
propriétés, qui seront utiles ci-aprés.

Un plan tangent quelconque coupe lasurface suivant une
courbe plane C" qui a un point double au pointde contacta.
Les tangentes en a, aux deux branches de la C* qui y pas-
sent, sont osculatrices de la surface et asymptotes de son
indicatrice en ce point. Elles partagent la surface, autour
du point a, en quatre régions opposées deux a deux par le
sommet. La courbure de la surface, qui est nulle sur les
tangentes dont il s’agit, change de signe quand on passe

singularités de la sarface, le savant professeur s’exprime ainsi, p. 478 :
It would be desirable to test these results by obtaining the number
of triple tangent planes to a surface of the nth degree by a different
process. I have endeavoured to determine this number by the same me-
thod by which we determined the nature of the curve of contact of
double tangent planes to the surface... I have not succeeded, however,
» in deriving the theory of triple tangent planes in this way. »

Dans une Note, en date du 12 février 1857 qui termine son Mémoire,
M. G. Salmoun reproduit, sans démonstration, une formule alors récente,
due au Dr Sehlafli, mais qui fait connaitre seulement la somme de deux
nombres, dont I'un est le sextuple de celui des plans tangents triples.
Enfin, dans son Traité récent sur la Géométrie a trois dimensions, le sa-
vant auteur reproduit purement et simplement sa premiére solution.

On yoit donc, sans qu'il soit nécessaire d'entrer dans d’autres détails,
que la question n'est pas épuisée.

«

e

(:olfe du Mexique, octobre 1862.
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d’une région & la région voisine. Ainsi, quand ces tan-
gentes sont imaginaires, la surface a une courbure de
méme signe dans tous les azimuts autour de sa normale
en a. Quand elles sont réelles et distinctes, la courbure,
nulle dans quatre azimuts particuliers, change de signe
alternativement en passant de I'un a'autre. Enfin, si elles
sont coincidentes, la courbure ne change pas de signe;
mais il y a un azimut ou elle est nulle. Le point a est
alors un point de rebroussement sur la courbe C*, et,
comme la tangente at en ce point représente deux tan-
gentes infiniment voisines, il s’ensuit que le plan tan-
gent qui les contient toutes deux est tangent a S* suivant
deux de ses éléments consécutifs. C’est une sorte de plan
tangent double, parfaitement analogue aux tangentes d'in-
flexion des courbes planes qui sont aussi des tangentes
doubles d’une espéce particuliére. On lui donne indis-
tinctement le nom de plan d’inflexion ou de plan sta-
tionnaire; nous adopterons cette derniére cxpression.

5. En chacun = des points de S" ou le plan tangent est
stationnaire, I'indicatrice de la surface est une parabale;
c’est ce qui a fait donner aux points 7 le nom de points
paraboliques, et a la courbe gauche I, qu’ils forment
par leur succession, celui de courbe parabolique de la
surface.

6. La courbe d’intersection de S* par la surface P(*—1),
premiére polaire d’un point P relative a cette surface,
est la courbe du contour apparent de la surface, vue
du point P. Cette courbe gauche est donc, en général, du
degré n(n—1); et tel est aussi le degré du cone circon-
scrit a 8%, qui a son sommet au point P.

7. Si le point P se meut sur une droite L, ses polaires

premiéres forment un faisceau de surfaces du degré
— .

(n—1). La courbe gauche G"~'', qui sert de base au
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faisceau, est le lieu des points dont les plans polaires pas-
sent par ladroite L ; c’est la courbe polaire de L relative
a §. Cette courbe coupe " en n (n —1)* points. Tel est
donc le nombre des plans tangents qu'on peut, en géné-
ral, mener 4 une surface du degré n par une droite don-
née; en d’autres termes, telle est la classe de la surface
donnée, quand elle ne posséde ni points multiples, ni
courbes multiples, ¢’est-a-dire quand elle n’a que les sin-
gularités qui lui sont propres.

8. Plans tangents doubles.— Si la courbe C*, suivant
laquelle le plan tangent 4 " en un point a coupe cette
surface, posséde un second point double, le plan tangent
est un plan tangent double. 1l en existe plusietrs espéces
qu’on peut désigner et caractériser ainsi qu’il suit, savoir :

17 Espice. Plans tangents stationnaires. — Il en a
été déja question. La courbe C" n’a qu’un point double;
mais c’est un point de rebroussement de premiére es-
peéce. Ces plans établissent en quelque sorte la transi-
tion entre les plans tangents simples et les plans tan-
gents doubles.

2° eseice. Plans bitangents. — 1ls touchent la sur-
face en deux points distincts, qui sont, sur Ja courbe C",
des neeuds ou des points isolés.

3¢ gspice. Plans bitangents unistationnaires. — Les
deux points de contact sont distincts; I'un d’eux est situé
sur la courbe parabolique II. L’un des deux points dou-
bles de la courbe C" est un point de rebroussement de
premiére espéce.

4° espice. Plans tangents bistationnaires. — Les deux
points doubles de la courbe C" sont réunis en un seul; en
d’autres termes, deux branches de C” se touchent au point
de contact, suivant une droite qui a un contact du troi-
siéme ordre avec la surface. Le plan tangent est station-
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naire en deux points consécutifs, situés nécessairement
sur la courbe I1; il touche S” suivant la tangente i cette
courbe au point de contact, et c’est cette tangente parti-
culi¢re de la courbe I qui a avec $” un contact du troi-
siéme ordre.

Remarque. — Les plans tangeuts de la troisiéme et de
la quatriéme espéce établissent la transition entre les
plans tangents doubles et les plans tangents triples.

5¢ gspice. Plans bitangents bistationnaires. — Les
deux points de contact sont distincts, mais situés 'un et
I'autre sur la courbe I1. La courbe C* a deux points de
rebroussement de premiére espéce. Ces plans sont une
espéce de plans tangents quadruples.

Avant d’entrer dans les détails relatifs a ces diverses
espéces de plans tangents, il convient de rappeler, a titre
de lemmes, quelques propositions préliminaires que j’ai
énoncées ailleurs (*).

9. Lemmes. — 1° Les surfaces polaires premiéres de
tous les points de l'espace, relatives a une méme surface $*,
forment un systéme d’ordre (n—1); celles de tous les
points d’un plan forment un réseau; celles de tous les
points d’une droite forment un faisceau.

2° Quand deux surfaces d’'un méme systéme se tou-
chent en un point, il y en a une infinité d’autres qui se
touchent ence point; I'une d’elles y posséde un nceud ou
point conique; et le lieu des points de contact des sur-
Saces du systéme est aussi le lieu de leurs points co-
niques.

3° Quand un point P est tel, que ses polaires pre-
miéres, relatives ¢ quatre surfaces d’un systéme quel-

(*) Your ma précédente Etude sur les singularités des surfaces algebriques
{Journal de M. Liouville, (. VII, 2¢ série, p. 109).
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conque, choisies de telle sorte qu'elles n’appartiennent
pas ensemble & un méme résean du systéme, passemt
par un méme point Q, les polaires du point P, relatives
a toutes les autres surfaces du systéme, passent aussi
par le point Q.

On peut dire que le point Q est un point dont les
plans polaires, relatifs & quatre surfaces quelconques
du systéme, passent par un méme point.

4° Le lieu du point Q est aussi le licu des points de
contact des surfaces du systéme. C’est une surface Q*"=*
du degré 4 (n —2), quand le systéme se compose de sur-
faces du degré (n—1).

On peut, d’aprés le (2°), désigner cette surface sous le
nom de surface nodale de la proposée S, ainsi que je
Pai fait dans 'article précité.

5° La surface nodale Q*"=* passe par les points de
contact des plans tangents stationnaires de 5" et par ses
neceuds ou ses courbes multiples, quand elle en posséde.
Cette derniére hypothése étant écartée, il s’ensuit que la
courbe gauche II*»("=* intersection de $" et de Q* ("),
est la courbe parabolique IT définie précédemment

(n®3) (*).

10. Cela posé, I’ensemble des plans tangents station-
naires forme une surface développable circonscrite & §*
le long de la courbe II, et & laquelle on peut mener
4n(n—1)(n—2) plans tangents par un point quel-
conque P, puisque tel est le nombre des points d’inter-
section de la courbe II avec la courbe du contour appa-
rent de la surface, vue du point P.

(*) La demonstration de ces lemmes etit été intéressante; mais elle
m'aurait entrainé dans des details assez longs, et j'aurais couru le risque
d’abuser de la gracieuse hospitalité que M. le Rédacteur a bien voulu
accorder i cet article.



(1)

11. En général, la droite osculatrice suivant laquelle
un plan stationpaire touche §°, a une direction différente
de celle de la tangente en ce point a la courbe II; quand
ces deux droites se confondent, le plan tangent devient
bistationnaire, et correspond aux tangentes &' ondulation
ou de double inflexion des courbes planes.

12. La considération des plans tangents stationnaires
-donne lieu & un théoréme intéressant dont voici 1'é-
noncé :

En chaque point de la courbe gauche G™, base d’un
Jaisceau de surfaces (S"), il passe en g¢neral quatre sur-
JSaces, dont chacune a un plan stationnaire en ce point.

Le théoréme (d& & M. Poncelet) relatif aux quatre
cones du second degré qui passent par la base d’un fais-
ceau de surfaces du second ordre est, comme on voit, un
cas particulier du précédent, qui n’est lui-méme qu'un
cas particulier d’'un théoréme plus général que je ferai
connaitre ailleurs.

13. Plans bitangents ou plans tangents doubles pro-
prement dits (2° espéce). — Cherchons combien il passe
de ces plans par un point quelconque P; et, pour rendre
cette recherche plus claire, supposons d’abord qu’il s’a-
gisse de trouver combien il passe, par le point P, de plans
tangents a 8", qui soient en méme temps tangents & une
autre surface 5" égale & la premiére. Les plans tangents
a ces deux surfaces, qui passent par le point P, forment
deux cénes qui sont I'un et I'autre du degré n (n—1)* (n°7).
Donc, parmi ces plans, il y en a n* (n —1)* qui touchent
a la fois les deux surfaces.

Si I'on améne la deuxiéme surface & coincider avec la
premiére, le nombre précédent devra étre diminué de
celui des plans tangents qui, passant par P, touchent
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cette surface en un point de la courbe G*, suivant la-
quelle les deux surfaces se coupent un instant avant que
la coincidence soit élablie. Car les plans tangents aux
deux surfaces en chacun de ces points, plans qui étaient
distincts avant la coincidence, se confondent aprés en un
seul, qui figure comme plan double parmi ceux qui sont
compris dans le nombre »* (n —1)*, quoiqu’il ne soit
plus alors qu’un simple plan tangent de la surface propo-,
sée. Or le nombre de ces plans est égal a celui des points
d’intersection de la courbe G* avec celle du contour
apparent G*»="), donc a n®(n —1).

Actuellement, le nombre restant contient ensemble le
triple du nombre réel des plans stationnaires et le dou-
ble du nombre des plans bitangents; je veux dire que ces
plans sont, par la nature méme de la démonstration,
comptés, les uns trois fois et les autres deux fois, dans la
formule. Ainsi

22 + 3y =n(n—1)'—n*(n—1).
Mais il a été prouvé plus haut (n° 10) que

y=4n(n—1)(n—2).
Donc
x:én(n —1)(n—2)(PP—n"+n—12).

14. Les n(n —1) (n — 2) (n*— n*+ n —12) points
de contact de ces plans bitangents sont situés sur une
surface du degré (n —2) (n*—n’*+n —12). Car si
I'on fait mouvoir le point P sur une droite, les courbes
de contour apparent, qui correspondent a ses positions
successives, forment, sur la surface 8", un faisceau de
courbes G"("=1), Or chacune des courbes ayant

nin—1){n—2)(d—n*4+n—12)
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points communs avec la surface cherchée, laquelle ne
passe pas généralement par les points qui forment la base
du faisceau (puisque ce faisceau est quelconque, comme
la droite L elle-méme), il s’ensuit que la surface est du
degré (n—2)(n*—n*+n—12). Elle coupe S$* sui-
vant une courbe gauche que nous appellerons A, dont le
degré est n(n—2) (n®*—n*+n—r2), et qui est le
lieu des points de contact des plans bitangents. Les plans
bitangents, circonscrits 2 S” le long de la courbe 4, en~
veloppent une surface développable de la classe

élz(n-—l)(n—-2)(n3—rz7+n——-12);

cette remarque nous sera utile plus tard.

15. Les plans tangents des troisiéme, quatriéme et
cinquiéme espéces, énumérées ci-dessus (8), sont néces-
sairement compris parmi ceux dont les points de con-
tact se trouvent aux intersections des courbes II et A.
Ainsi leur nombre total est exprimé par la formule

N=4fn(n—2)(n*— n*+ n—12),

et ils y sont compris dans les proportions suivantes,
savoir :

Les plans bitangents unistationnaires, chacun une
seule fois ; nous en désignerons le nombre par x.

Les plans tangents bistationnaires, chacun deux fois.
Car si a, b, ¢, d sont quatre points consécutifs d’une
méme droite, le long de laquelle le plan touche la surface,
on peut le regarder comme tangent suivant (abc) (cd),
ou bien suivant (abd) (bed) ; nous désignerons par y le
nombre de ces plans.

Les plans bitangents bistationnaires, chacun six fois.
Car si les deux groupes de trois points consécutifs qui
déterminent le double contact sont désignés para, b, c;
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d, e, f, on peut regarder chacun des plans dont il s’agit
comme étant bitangent stationnaire de six maniéres
distinctes, savoir :

(abe)(de): (abc)(ef); (abe)(fd);
(ab)(def);  (bc)(def);  (ca)(def).

On aura donc, en appelant z le nombre de ces plans,
N=z 42y +6z=4n(n—2)*(n*—n*+n—12).

Les plans, dont le nombre est désigné par y, touchent
$* le long d'une droite qui aun contact du troisiéme
ordre avec la surface. Or, M. G. Salmon a démontré,
dans le tome IV du Journal mathématique de Cam-
bridge, que les points de S, ol une droite a un tel con-
tact avec la surface, sont situés sur une surface du degré
117 — 24. Cette surface coupe $" suivant une courbe
gauche T', du degré n (117 — 24), qui a par conséquent

fn(n—2)(r1n—24)

points communs avec la courbe II. Mais il est aisé de
voir que ces courbes se touchent partout ou elles se ren-
contrent, et qu’il faut ne prendre, pour y, que la moitié
du nombre précédent. Car le plan histationnaire ne peut
toucher 5" suivant deux droites coincidentes ayant un
contact du troisiéme ordre avec la surface, que si cette
droite (double) est une tangente de la courbe I1. Les deux
points infiniment voisins de cette courbe jouissent donc
alors de la propriété que, par chacun d’eux, il passe une
droite biosculatrice de la surface, c’est-a-dire qu’ils ap-
partiennent aussi & la courbe I'. On a donc

2y = fhn(n—2)(112— 24),
d’on

#+62=N—oa2y=4n(n—2)(n—3)(7+ 3n—16),
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et, comme S" ne posséde qu’accidentellement des plans
tangents de 'espéce z, on peut écrire, en général,

r=1{4n(n—2)(n—23)(n+ 3n— 16).

16. Plans tangents triples. — Si la courbe C", sui-
vant laquelle le plan tangent en @ coupe S, posséde
deux autres points doubles d, 4, le plan touche la surface
en ces trois points; c’est un plan tangent triple. Nous en
connaissons déja trois espécds, classées parmi les plans
tangents doubles. Il en existe deux autres, qui se divi-
sent chacune en plusieurs variétés, savoir :

1™ espéce. — Les plans tangents triples proprement
dits, ou plans tritangents, dont les trois points de con-
tact sont distincts;

2° espéce. — Les plans ayant un triple contact avec $*
en un méme point.

17. La premiére espéce comprend quatre variétés,
qui sont :

1° Les vplans tritangents ordinaires, dont les trois
points de contact (qui appartiennent a la courbe A et qui
en sont des points doubles) sont, sur la courbe plane C~,
des nceuds ou des points isolés ;

2° Les plans tritangents unistationnaires, dont I'un
des trois points de contact, situé a la fois sur les courbes
Il et A, est un point de rebroussement de la courbe C*;

3° Les plans tritangents bistationnaires, dont deux
points de contact sont des points de rebroussement sur la
courbe C~;

4° Enfin, les plans tritangents tristationnaires, dont
les trois points de contact sont des points de rebrousse-
ment sur la courbe C~.

18. Le plan tangent appartient a la deuxiéme espéce,
quand les trois points doubles de la courbe C* se réunis-
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sent en un seul, pour former un point triple. Ce point
triple étant susceptible d’appartenir a plusieurs variéiés,
il en est de méme du plan tangent; mais comme cette
singularité n’appartient pas a une S" quelconque, il est
inutile d’insister sur ce sujet. Quand un plan tangent
appartient a la deuxiéme espéce, une tangente quelcon-
que de S”, menée par le point de contact, est osculatrice
de la surface en ce point; et elle est biosculatrice dans
trois directions (celles des“tangentes aux trois branches
de C*), dont une est toujours réelle. Un tel point de con-
tact est donc tel, que le plan tangent est stationnaire
dans toutes les directions autour de lui, et ce point de
contact est un véritable ombilic d'une espéce particu-
liére. La surface est, en ce point singulier, osculée par
un plan, ou, si 'on veut, par un céne d’une ouverture
égale & 180 degrés.

19. Plans tritangents. — Si 'on sc représente 'en-
semble des plans bitangents qui sont circonscrits a S*
le long de la courbe A, ceux d’entre eux qui touchent $*
en un troisiéme point sont les plans tangents triples dont
il s’agit de trouver le nombre. Adoptant un mode de so-
lution analogue a celui du n°® 13, cherchons d’abord
combien il y a de ces plans qui touchent une seconde sur-
face égale a §*. Or les plans bitangents de S* forment
une surface développable dont la classe est marquée par
le nombre

én(n——l)(n—z)(n‘-——n’—i-n—12»,

c’est-a-dire a laquelle on peut mener ce nombre de plans
tangents par un point quelconque (n° 14).
Doncilyen a

én(n—l)(n—z)(n“—n’—f—n—l2)><n (r—1)
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qui touchent cette seconde surface. Mais chacun d’eux se
trouvera répété trois fois, aprés que la coincidence des
surfaces aura été établie ; on aura donc d’abord

3" = -;— n(n—2)(n — 4n®+ gn® —1gn* + fon® — 3qn*+12n).

11 faut déduire de ce nombre celui des points de rencon-
tre de la courbe A avec la courbe G™ suivant laquelle
les deux surfaces se¢ coupaient, alors qu’on les supposait
distinctes, savoir: n*(n—2) (n*—n*+n—12), et il
vient

3t = % n{n—2)(n' — {n° 4 705 — 210" -+ f2n* — 39n>+36n).

Il faut ensuite en retrancher le nombre des plans bitan-
gents unistationnaires, qui forment une espéce a part, et
dont les points de contact se trouvent aux points de ren-
contre des courbes A et II; et, comme chacun de ces
plans en représente trois superposés, le nombre a sous-
traire est

I
sn (n—2)(24n* — q2n® 420’ — 3361 +576).

Enfin, en chacun des points de rencontre (qui sont,
comme on I'a dit, des points de tangence) de la courbe
parabolique II avec la courbe T, lieu des points de con-
tact des droites biosculatrices, le plan tangent est un
plan tangent bistationnaire, espéce ci-aprés examinée, et
étrangére a celle qui nous occupe ici. Chacun de ces plans
est d’ailleurs compris deux fois dans la formule générale,
parce qu’il y a deux maniéres d’assembler quatre points
consécutifs a, b, ¢, d, de maniére a en former deux grou-
pes, composés,'un de trois, et 'autre de deux points con-
sécutifs, savoir : (abc) (cd) et (ab) (bed). Le deuxieme
nombre & soustraire est donc

2.4n(n—2)(11n—24),

Ann. de Mathémat., 2° série, t. 111, (Janvier 1864.) 2
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et il vient enfin, pour le nombre cherché ¢,

1
t:—:’l(”‘——?.:

6
S (nt—fnf s — 450+ 114 P — 111+ 548 n—go);

formule dans laquelle il est aisé de vérifier que le second
membre est toujours un nombre entier, comme cela doit
éuwre par la nature méme de la question.

20. On trouve ainsi qu'une surface du troisieme ordre
posséde, en géncral, 135 plans tangents triples, dont cha-
cun par conséquent coupe la surface suivant trois droites;
ce qui s’accorde avec cet autre théoréme, savoir : qu's/
existe sur la surface 27 droites, par chacune desquelles
on peut mener cing plans tangents triples (¥).

Dans le cas d’une surface du quatri¢me ordre, on
at=23200. Ily a donc 3200 plans distincts, dont chacun
coupe la surface suivant une C* douée de trois points

doubles.

21. Quant aux plans tangents triples, dont les trois
points de contact coincident, les seuls dont une surface
soit douée, en général, sont les plans tangents bistation-
naires, dont le nombre # est donné par la formule

' =2n(n—2)(11n—24).

Par exemple, il y a54 plans différents, dont chacun
coupe une surface du troisieme ordre suivant une conique
et une droite tangentes entre elles ; en d’autres termes,
si, autour de chacune des 27 droites de la surface, on fait
tourner un plan, il y aura deux positions du plan pour
chacune desquelles la conique, suivant laquelle le plan

(*) Ces deux beaux theorémes, dont j’ai eu occasion de donner une de-
monstration dans les Nouvelles Annales,sont dus a M. Cayley * »oir t. X VIII,
p- 129).
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coupe S%, touchera la droite; résultat d’ailleurs facile a
prévoir : car si on fail tourner un plan autour d'une
des 27 droites de la surface, les coniques suivant les-
quelles il coupe S* marquent sur la droite deux séries de
points en involution, et chacun des deux points doubles
de cette involution est le point de contact d'une conique
qui, conjointement avec la droite, satisfait a la question.

22. 1l nous reste & faire connaitre quelques propriétés
intéressantes qui caractérisent, a d’autres points de vue,
les principales espéces de plans tangents d’une surface §”,
et qui sont relatives aux surfaces polaires et nodales de
cette surface.

Nous avons vu (n°9, 4°) que le lieu des points de con-
tact des surfaces polaires premiéres de S” est une surface
Q/:(n——a). qui est en méme temps le lieu de leurs points
coniques.

On sait que chaque point Q de cette surface a, pour

surface n—o polaire, un coéne du second degré, dont
le sommet P a pour polaire premiére celle des polaires
(ui a un point conique au point Q (*). Les points P
et Q sont ainsi correspondants ou réciproques I'un de
Pautre. Le lien du point P est une surface P(;i (n =2’ , du
degré 4 (n—2)*®. On peut appeler les surfaces Py, Q,,
surfaces nodales conjuguées de la proposée 8", en adop-
tant D'expression consacrée par M. Steiner dans la
théorie des courbes planes, pour une circonstance ana-
logue a celle dont il est ici question.

23. Cela posé, le plan T, tangent a la surface P, an

(*) Voir YEtude déja citée sur les points doubles des surfaces algébri-
ques (Journal de M. Liouville, t. VII, 2¢ série). Je donnerai dans une autre
occasion la démonstration de ce théoréme et de quelques autres que,
faute d'espace, je n’ai pu qu’'énoncer.

2.



(20)

point P, réciproque d’un point de Q, contient tous les
points de I'espace dont les surfaces polaires passent au
point Q, et particuliéremeut une droite, passant par P,
dont les points sont les poles des polaires qui se tou-
chent au point Q. Le plan T n’est donc autre chose que
le plan polaire du point Q, etl'on peut dire que la surface
nodale P, est enveloppée par les plans polaires des points
de l’autre nodale Q,. Quand le point Q est sur S*, le
planM, tangenta S", est stationnairelelong de deux droites
infiniment voisines, disons le long de la droite double
osculatricede 5" en ce point. Ce plan touche la surface P,
au point P; donc la surface dévcloppable, formée par
tous les plans stationnaires de $", et circonscrite a S*, le
long de la courbe parabolique 11, est aussi circonscrite
(mais par un contact simple) a la surface nodale P,.

Si n=3, les surfaces nodales Q, et P, se confondent.
en une seule Q*, du quatri¢me ordre, lieu des sommets
des cones polaires. Donc

La surface nodale d’une surface du troisiéme ordre S*
passe par les points de contact des plans stationnaires
de cette smface, et leur est tangente er un aulre point;
théoréme analogue a celui qui a lieu pour les courbes
planes du troisi¢éme ordre.

Dans le cas de n quelconque, le cone du second degré,

—i& . .

n—2  polaire du point Q, et dont le sommet est au
point P, a avec S", au point @, un contact stationnaire le
long de la droite double qui est osculatrice de S~.

2%. Si le plan M est un plan tangent bistationnaire
de S, les polaires qui se touchent en Q ont un contact
slationnaire en ce point, et le plan M touche la surface
nodale P, au point P, par un contact stationnaire. La
droite PQ est en outre taugente en Q a la courbe para-
bolique IT (15), donc & Pautre surface nodale Q,.
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25. Enfin, si le plan M est un plan tangent de la
deuxiéme espéce (18), il est stationnaire dans toutes les
directions (19}; il y a donc une infinité de faisceaux de
polaires, respectivement tangentesentre elles au point Q,
qui forment un réseau dont la surface commune est celle
qui est douée du point conique. Leurs péles sont distribués
respectivement sur toutes les droites menées par le point Q
dans le plan M et, comme elles doivent toutes toucher la
surface nodale P, au point P (23), il s’ensuit nécessaire-
ment que les points P et Q coincident. On voit encore

———— iéme
quele cone,n—2  polaire du pointQ, devant avoir un
contact stationnaire avec chacune de ces droites, se
réduit & deux plans coincidents, confondus avec le plan
tangent M.



