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NOTE
sur la détermination des foyers d’une section plane dans une surface
du second ordre;

Par M. L. PAINVIN,

I

1. Le foyer d’une courbe plane du second ordre est le
centre d'un cercle de rayon nul doublement tangent 4 la
courbe; la corde de contact est la directrice correspon-
dant a ce foyer. (Cette définition est la traduction ana-
lytique de la définition ordinaire des foyers. )

Soient a, 3, 7 les coordonnées d’un foyer de la section
faite dans la surface du second ordre

() Sz, r,2)=0
par le plan
(P) mz 4+ ny + pz =gq;

si nous imaginons une sphére de rayon nul ayant son

centre en (z, 3, 7) sur le plan (P), I’équation de cette
sphére sera (en supposant les axes rectangulaires)

(z) (x—a)+(y —B)+ (z—9)*=o0;

et les seciions des surfaces (S) et (Z) par le plan (P) de-
vront étre doublement tangentes. On exprimera que cette
propriété a lieu, en écrivant que les projections des deux
courbes sur un des plans coordounés sont doublemeut
tangentes. Tel est le principe qu’on peut adopter pour la
détermination des foyers d’une section plane.
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2. On simplifiera cette recherche en opérant comme
il suit:
Transportons les axes au point (a, 3, y), c’est-a-dire
posons
z=a"4a, y=y' +B8, z2=12 +9;
les équations de la surface et de la sphére deviennent
respectivement
A+ Ay +A"22+ 2By’ 2 + 2B 2’2 + 2B" 2"y’
+ 2y S+ S By y) =0,
(2) a by =0
et, si 'on tient compte de la relation

mae—+nB+py=gq

qui exprime que le centre («, 3, 7) est sur le plan sé-
cant (P), I'équation de ce plan est

(3) mx' + ny' + pz' =o.

1l faut maintenant exprimer que les projections, sur un
des plans coordonnés, des courbes obtenues en coupant

les surfaces (1) et (2) par le plan (3) sont doublement
tangentes.

Or remarquons que la corde de contact des deux cour-
bes ou la directrice correspondant au foyer («, f3, 7) se
trouve dans le plan polaire du point («, 8, 7), c’est-a-
dire dans le plan

af,+ofy+ o, +fy=0,
ou, dans le nouveau systéme de coordonnées,
Sy d fy 2 ] 2f (0 B 1) = 0.

Ainsi la directrice correspondant au foyer («, 3,7) a
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pour équations

t mz' 4 ny' + pz' = o,

xlfa:+y,f/3'+yfy,+2f(a, B, y)=o.

Mais cette droite est la corde de contact des deux courbes;
on devra donc pouvoir satisfaire a I'identité
Ax? Ay 4+ A"+ 2By’ 2 2B y's +2B"2" y'

+z'f, +J‘If/3: + Z'f.,' —+f (@ B, 7)
' A (245" + 2'?)

= k&S 47 Sy 2 f] 2 f (o B )]

(4)

en tenant compte de la relation
(5) mx’ 4 ny’ + p7 = o;

A et k sont des constantes arbitraires.

En égalant les termes indépendants, nous trouvons
d’abord

1

4f (% 8, 7)

et I'on voit que I'identité (4) se réduit a

A=

) Axlz_*_ A’_y”+A”z”+2By'z'-+—2B’m'z’
4f (= @17)[ ]

+ 2B 2y 2 (2" 4 2 4 27
=[S+ IS+ LT
3. « Donc, en résumé, étant donnée la surface du se-
» cond ordre
(S) flzyy,2)=—=Ax*+A'y*4-A"2*+2Byz+2B'zz+2B"zy
+2Cx+2Cy +2¢"24+D=o,

» on obtiendra les coordonnées (a, 3, y) des foyers de la
» section faite dans cette surface par le plan

(P) mx + ny + pz=gq,
31.
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» en écrivant qu'on a identiquement

A$’2+A,J'”+AIIZ”+2B_7',Z,+2B,I’ZI
W 4t ) | ]

+ 2B”z’)"—|—)(.’t'2 +}’“ + zm)
= (& 47 S+ f T
» aprés avoir remplacé dans cette équation I'une des

» variables x/, ¥’ ou z’ par sa valeur déduite de la re-
» lation

(1) mx' + ny' 4+ pz' = o.

» On%obtiendra ainsi trois équations de condition ; on en

déduira, par 'dlimination de 'indéterminée 1, deux

» équations entre «, 3, 7, lesquelles, jointes a la relation
)

- =
<

ma—+nl+py=4q,

» permettront de déterminer les foyers de la section. »
Dans le cas des axes obliques, il faudrait prendre pour
point de départ l'identité

N

Az'"4-A'y"-A" 2> +2By' 2+ 2B’’’ + 2B" 2y’ )
4/ (2 By) A (x4 2242y 2 cosyz >

N N ,
+ 222 cosez+22"y cosry)
= [z’f;—i—y'flg' -+ z’f;']’.

Remarque. — Si, dans P'application de la régle que je
viens d’énoncer, on remplacait successivement les trois
variables x’, y', z’, on arriverait ainsi & neuf relations
dont trois seulement seraient distinctes ; on pourra profi-
ter de la multiplicité de ces relations pour choisir parmi
clles trois relations distinctes et symétriques, et faciliter
par la 'élimination.



(1485)

II.

4. Jappliquerai cette méthode 4 la question suivante :

Trouver le lieu des foyers des sections centrales
JSaites dans une surface du second ordre.

Prenons pour exemple lellipsoide

1.1 2 zz
‘2—'—2—4}—-———-1__0

D’aprés la régle précédente, il faudra exprimer que I'on
a identiquement

Pz 1 x'? “.ylz z2? ,
< i+t Zf"’ﬁ”'ﬁ‘*‘”'“"‘f"‘f'z")
(2= B 1
_ (_ﬁ by 1
en tenant compte de la relation

mx’ 4+ ny’ + pz’ —o.
Posons

pl !

H.—- +bz+ —1I,

et éliminons z’ : on devra avoir identiquement

! (ma’ +nry')
H 3p -—a—; +]) T + I E—
+A[p a4 Pyt (ma' 4y )’];

= [pw' +'—’i—{l—}, (m.r’—l—-n]-’)]z.

a?
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De la on conclut les trois relations
- - 2

- H lp —+ — +) p’—}-m J ( )_‘7) 9
)1 'l 2
H[lb'+ +Ap—f-n’]=<!;-§——”77>,

mnr pa mey P ny A
2“(-;"*"1”"1)——2(“, 7) (—Z;—';T),

et 'on a en outre

ma+nﬁ+p~y=0;

on obtiendra I'équation du lieu cherché en éliminant 2,
m, n, p entre les quatre équations (1).

5. Je multiplie d’abord les trois premiéres de ces rela-

tions respectivement par a®, (£, af3 et je les ajoute en

ayant égard 4 la quatriéme. On trouve, toutes réductions
faites,

(2) MH(a?+- B2+ 9*)=H~+1.

Maintenant je développe les deux premiéres des rela-
tions (1), et je substitue au systéme (1) le suivant

H «?
( +).H—--—)+2mp—-—+/ﬂ(a +)‘H—;—‘>:o,
H 7 By H £\
(F—{—).H ;>+2np bic 7--}-p (bz—l—).H I = o,
I H B! «f H at\
([ —“+ 2 6—> -+ 2mn peyR —~+n (;—1+)‘H ;) =o,

mo+nf 4+ py=o.

La troisiéme relation de ce groupe se déduit des trois
premiéres du groupe (1) en les ajoutant aprés les avoir
respectivement multipliées par n*, m*, — mn, ou bien
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s’obtient a I'aide de I'identité prise comme point de dé-
part en éliminant y' au lieu de z'.
Ces préparations faites, je remplace «, 3, y par x, y, z,
et je pose

_M N P
m_;, —Za p—-—ca
puis
7 2
A=H(1+ra*)— —,
(4) B=H(1+b)—1,

les relations du groupe (3) prendront alors la forme
CN* + 2NP-’1)—§ +BP'=o,
AP*+ 2PM ;ii +CM!=o0,

BM?+ 2 MN % +AN?=—o,

MZ+NLrpizo.
a b c

Rappelons-nous qu'on a
/ _ .Z" y’ z? _

(6) I

( AH (2 +y'+22) =H—+1.

6. 11 suffit maintenant d’éliminer M, N, P entre les
trois premiéres des relations (5), puisque la valeur de A
est connue. Avant d’effectuer cette élimination, je don-
nerai a ces relations une autre forme en les ajoutant deux
par deux et en tenant compte de la quatriéme relation;
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on obtient ainsi les équations
s<B+L—2~)w+AN+AW_m
(%) BM? 4 <A+c—2i—2> N? - BP:= o,
2
CM’ 4+ CN* 4 (A+ B—o2 %) P =o.
Le résultat de I'élimination de M?, N2, P? entre ces trois

équations est

2

B+C—22 A A
a
2
(8) B A+C—z% B =o.
zZ
C C A+B_2'CT

Cette équation développée se présente, aprés quelques
réductions, sous la forme suivante

!

AZ +By+c

A+B—+C b:
ol T [
P T
Remarquons d’abord que le coefficient de +—B+E est

nul; car, en ayant égard aux valeurs (4) de A, B Cet
aux relations (6), on a

2 3 52 2 a2
A +B‘7+C——— (yz_,_.rz .l,‘]’)

[)2 ch2 aZ 2 +a‘) b2
x? J,Z 22\ 2
=H(H +1) +3H (2 + ' +7) — <7+bz+ )
=H(H+1)+H4+1— (H41)

== 0.
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Ainsi I'équation (g) se réduit a

2 92 2 »2 2 42 ? 4,2 5%
(10) ABc_-(A’ z +Bﬂ+c”’>-ai{i 0.

b2 c? a? ¢? a* b? sk

Or, cette derniére équation devient, en remplagant A, B,
C par leurs valeurs (4),

H? ((+2a@?) (1 4 2 6%) (1 + Xe?)

2 27
(l+7‘b’)(l+1c’)§, +(l+)‘a’)(l+)‘c7)%}
— H?
2
+(1-R2a) (1282 2,
-
[ y’z’ 272 x:-‘yz"
H Aa? 2y 7 2 Y
- L(l+ n)b‘c’+(]+lb )a’c’+(l+)c)n b ]\ =o,
x7y722 12}-2;2
-.a’b’cz—za_szc—z
[~ _}’232 . xtz? J_JJJ'
—H| ) G H (S + () 5
.ZinZZ
+3a’b’c‘ |

Les réductions sont évidentes, et il reste

H? (14 2a*) (14 20%) (1 + e?)
x?
(l-‘]‘-)\b’)(.l +)\Cz)z;
(ll) y’
—H? ( 4 (142a?) 1 +)c’)z;/=o.
-+ (1+ Xa?) (x—i—).b’);2

Aprés quelques transformations faciles, I’équation (11)
peut s’écrire
)-“H’a’b’c’—)’ﬂ' (a:b: -+ a’c? -+ b’c’)
— WH (a'x? 4 b v+ ?2?) 4 AH(a* + b2+ ) + H= o,
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ou enfin

A2H? (a’.r’-{»— b’_y’—{—c’z’)

(12)
—(H41)— (a>AH—1)(6*XH —1) (¢*AH—1)=0.

Si maintenant on remplace AH par sa valeur (6), on
obtient I’équation définitive

‘TZ ]2 z,
2 2 2 — — —
(2" 7'+ 2) <a’+ b 07)
B 7 2 242 2 2 '22 Jj .2:.2 |
L —(.‘I:’ -}—y’-}—z’)’
2 2 2 T —o0
(2) (I) — o <'_2;+-%;+f_2) —(.z“—{—]’-{-Z’) ’
F 2 2 2 ’ N
x| b <§2+)b%+§-,> — (2744 2?)
o (F P s ey ]
‘ch TR — (2t +2%)
i |
équation qu’on peut encore écrire
‘z‘) .72 z?
2 2 -2 —_ — -_—
B Loyt o, BB
(bz_cz)zzz__c,_*_(cz_” )z_(z‘_2
x 142
| oy 2y
(mm{ , , =o
2 ‘)’ 2 3 z _‘
\—L(a’—b)p—*’ (a8 —e) 5
B z? z?7]
ps L(b’— )+ (8 —at)—
r 2 ,y?
X (e —at) 5 4 (2 — b*)“b—-z
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Telle est U'équation de la surface lieu des foyers des
sections centrales dans U ellipsoide.

On obtiendra I’équation de cette sarface dans lecas des
hyperboloides par le changement de ¢* en — c* ou de 4* et
c*en — b et — 2.

7. Lasurface 2 estdu kuitiéme ordre; 'origine, c’est-
a-dire le centre de la surface du second degré, est un
point sextuple. Les tangentes proprement dites en ce
point sont situées dans les six plans donnés par les
termes du sixiéme degré dans I'équation (II), et ces tan-
gentes ont un contact du second ordre. Les six plans
forment trois groupes de deux plans, et il est important
de remarquer que ces systémes de deux plans sont préci-
sément les plans cycliques de la surface du second ordre;
donc, quelle que soit la surface considérée, un seul sys-
téme est réel.

La section de la surface par un plan quelconque pas-
sant par l'origine est une courbe du huitiéme ordre pos-
sédant un point sextuple a I'origine; parmi les six tan-
gentes de ce point sextuple deux seulement sont réelles;
ce sont les intersections des plans cycliques réels par le
plan sécant.

Les axes de la surface du second ordre sont des droites
doubles de la surface Z; nous verrons plus loin que ces
droites sont isolées. Les plans tangents & la surface a I'o-
rigine et menés suivant une de ces droites doubles sont les
plans cycliques passant par cette droite.

Sur la surface Z se trouvent encore les quatre droites
imaginaires, intersections des deux surfaces

Sxa_*_],z_*_zz:()’

ce fait est mis en évidence par I’équation (I).
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Chaque plan cyclique coupe la surface suivant huit
drortes : deux se confondent avec I'axe par lequel passe
le plan cyclique considéré; les six autres sont imagi-
naires et forment deux groupes de trois droites coinci-
dentes; ces deux droites distinctes et triples sont les in-
tersections du plan cyclique avec le céne imaginaire

x4 y? 422 = o,

ou, ce qui revient au méme, deux des génératrices coms-
munes aux deux cdnes

( 2 4+y*+22=o0,

Ainsi chaque plan cyclique coupe la surface suivant huit
droites formant trois droites distinctes, une droite double
et deux droites triples.

Une droite quelconque située dans un plan cyclique et
passant par I'origine rencontre la surface en huit points
confondus avec cette origine.

Les directions asymptotiques sont distribuées sur les
trois cones

(1°) 24 ri+z2=o0,
x? y-2 ZT
(1I°) §+7,‘=+E=°’

o . y?zﬂ . 'z.zzz x? Yz
(III°) (62— e )? -m—cz--}— (e*— a*)? oy +(a*— b*)? ey =0

Ces trois cones, qui ont pour sommet le centre de la sur-
face du second ordre, ne déterminent pas seulement les
directions asymptotiques, mais ils sont, en outre, asymp-
totes a la surface Z; ce sont les enveloppes des plans
touchant la surface a l'infini.
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Le cone (I°) est un cone imaginaire ou une sphére
de rayon nul; la présence de ce facteur nous montre que
la surface Z passe par le cercle imaginaire a I'infini et
qu'elle est circonscrite & la sphére de rayon nul ayant
pour centre celui de la surface du second degré; le plan
de la courbe de contact (courbe imaginaire) est a l'in-
fini.

Les deux autres cdnes sont imaginaires dans le cas de
Iellipsoide, et alors la surface Z n’a pas de points réels
a I'infini; mais ces deux cones sont réels dans le cas des
hyperboloides.

Le cone (I1°) est le cone asymptote de la surface du
second ordre.

Le cone (IIT°) est un céne du quatriéme ordre passant
par les axes de la surface du second degré; ces axes sont
des arétes doubles du cone.

Les trois points 4 D'infini situés sur les droites O.r,
Oy, Oz sont des points doubles de la surface Z; les
tangentes proprement dites en ces points a I'infini sont
situées dans les plans :

2

2
(a’—-.’;l)’%—l-(a‘——c’)’;z::o,

b
pour le point a I'infini sur Oux;
2 2
(1)7—-(,")’ i_z_‘_(b:__az)z '2_2: o,
pour le point & linfini sur Oy;
2

2 .
(cz__ az)z%_}_(c?_ b’)’%;:o,

pour le point a linfini sur Oz.

(Je n’entrerai pas dans les détails de la détermination
de ces plans; ces calculs appartiennent a la théorie de la
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recherche des points a I'infini sur les surfaces, que je dé-
velopperai plus tard.)

Ces trois systémes de deux plans sont imaginaires dans
le cas de D'ellipsoide; deux seulement sont réels et sont
toujours réels dans le cas des hyperboloides.

Le cone (III°) passe par les quatre génératrices com-
munes aux cones (I°) et (II°), car I'équation du céne (III°)
peut s’écrire

(@27 4 b1y 4 1 2) (1 D f) — (4 yH2y=o0
a? b c? °

8. Ces quelques remarques générales étant faites, nous
nous formerons une idée plus compléte de la surface X
en étudiant ses sections planes.

Je n’examinerai que la surface correspondant au cas
de 'ellipsoide et je me contenterai d’indiquer les résul-
tats. Nous supposerons

a>b>ec.

Le plan des yz coupe la surface suivant les deux droites
doubles Oz et Oy, et suivant la courbe du quatriéme
ordre

)»7 z? . },2 z? o
(772) <7;+;%) @ =b) (@ =) 5=0o,
courbe imaginaire.
Le plan des xz coupe la surface suivant les deux droites
doubles Ox et Oz, ct suivant la courbe du quatriéme
ordre

x? 22

/ 2 2’2 2 .Z‘T
(x‘-q—z’)(-;‘—i—;g) +(b2—c);l+(b —a’;(—l;:O,

courbe réelle ayant un point double réel a Vorigine.
Le plan des xy coupe la surface suivant les deux droites
doubles Ox et Oy, et suivant la courbe du quatriéme
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ordre
x? y? x? r?
(=* + %) (;—2 + F) — [(a’-—-c’) ;’-’+ (b — ¢?) FJ =o,

courbe réelle et fermée ayant un point double isolé a I'o-
rigine.

Un plan perpendicualaire a I'axe des x coupe la sur-
face suivant une courbe du huitiéme ordre ayant un point
double sur I'axe Ox, et les axes de la courbe sont paral-
léles 3 Oy et a Oz. Désignons par Fy, Iy, Fy les foyers
des sections principales (yz), (xz), (xy) dans la surface
du second ordre. Lorsque le plan sécant coincide avec yz,
on a le segment de droite OF,; lorsqu’il s’en éloigne un
peu, le point double de la courbe est isolé, I'axe paral-
lele a Oy posséde deux sommets réels ainsi que 1'axe
paralléle 4 Oz, mais la longueur de I'axe parallele 4 Oy
a une valeur finie peu différente de OF, tandis que celle
de I'axe paralléle a O z est trés-petite. Le plan sécant s’é-
loignant de yz, ces deux axes croissent puis décroissent
(il peut arriver néanmoins que I'axe paralléele 3 Oy dé-
croisse constamment); le point double est toujours isolé.
Quand le plan sécant passe par le point F,

(OF:,: \/a2 —_ b’) .

I'axe paralléle & Oz devient nul, et I'axe paralléle 3 Oy
a une valeur finie inféricure 4 OF,. A partir de cette po-
sition, le point double devient réel, 'axe paralléle 2 Oz
est imaginaire et 'axe paralléle a O y est seul réel. Enfin,
lorsque le plan sécant arrive au point F,

(OF,= ya* — &),

'axe paralléle & Oy devient nul; au dela, les sections
sont imaginaires. Ainsi, lorsque le plan sécant se meut
en partant du plan des yz, on a un ovale trés-aplati
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dans le sens Oy, puis cet ovale s'élargit; le plan passant
par le point Fy, la courbe se présente sous la forme de
deux ovales qui se touchent en F,, la tangente commune
est paralléle 2 O z; & partir du point F;, la section prend
la forme d’une boucle, le point double est sur Ox et les
sommets réels sont sur 'axe paralléle 2 Oy; enfin la
courbe se réduit a un point réel, lorsque le plan sécant
passe par le foyer F,.

J’ai insisté un peu sur les sections paralléles au plan
des yz, parce qu'elles nous permettent de saisir plus fa-
cilement la forme singuliére que présente la surface =
aux environs de 'axe O.

Un plan quelconque paralléle au plan des xz coupe la
surface suivant des courbes du huitiéme ordre ayant un
point double non isolé sur I'axe Oy ; cette courbe a deux
sommets réels sur I'axe paralléle 8 Ox; I'axe paralléle &
Oz est toujours imaginaire.

Un plan paralléle au plan des xy coupe la surface sui-
vant une courbe du huitiéme ordre ayant un point double
isolé sur I'axe O z ; cette courbe n’a pas de sommet réel
sur I'axe paralléle a4 Oy, sauf le cas ou le plan sécant
vient coincider avec le plan des xy. Lorsque ce plan s’é-
léve au-dessus du plan xy, on trouve d’abord guatre som-
mets réels sur I'axe paralléle & Oux; puis les sommets se
réduisent a deux, et enfin la courbe devient imaginaire.

Occupons-nous maintenant des sections par des plans
passant par les axes Ox, Oy, Oz.

Un plan quelconque passant par I'axe Oz coupe la
surface Z suivant la droite double Oz et suivant une
courbe du sixieme ordre ayant un point quadruple a I'o-
rigine; ce point quadruple ne posséde que deux tangentes
réelles qui sont les intersections des plans cycliques réels
par le plan sécant; I'axe réel de la courbe de section est
Pintersection du plan sécant avec le plan des xy. Sil'on
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imagine le plan sécant d’abord trés-voisin du plan zOx,
la courbe présentera un point double a I'origine et deux
sommets réels situés sur la sectior de la surface X par le
plan xOy; lorsque le plan sécant se rapprochera du
plan zOy, la courbe de section s’aplatira de plus en plus
et se réduira, 4 la limite, a la droite F,OF' , F, et F', étant
les foyers de la section principale de ellipsoide par le
plan zOy.

Imaginons maintenant un plan tournant autour de
I'axe Oy. L’intersection de la surface par ce plan est
imaginaire tant que l'inclinaison du plan sécant sur le
plan xOy est supérieure a celle du plan cyclique (nous
faisons abstraction de la droite double Oy). Lorsque le
plan sécant vient se placer sur le plan cyclique, la sec-
tion se compose de droites passant par l’origine, comme
nous I'avons vu; enfin, lorsque I'angle du plan sécant est
moindre que celui du plan cyclique, on a une courbe du
sixieme ordre réelle et fermée, possédant un point qua-
druple isolé a T'origine; cette courbe se réduit au qua-
trieme ordre quand le plan vient coincider avec le plan
des xy.

Un plan tournant autour de I'axe Ox coupe la surface
Z suivant une courbe du sixiéme ordre ayant un point
quadruple a l'origine pour lequel deux tangentes scule-
ment sont réelles. Le plan sécant étant d’abord voisin du
plan z0x, puis s’éloignant de ce dernier plan, les deux
tangentes réelles au point quadruple font un angle fini,
puis cet angle diminue, et les deux tangentes viennent s¢
confondre avec 'axe Oy lorsque le plan sécant coincide
avec xOy. La courbe du sixiéme ordre se décompose
alors en la droite double Oy et en une courbe du qua-
triéme ordre fermée ayant un point double isolé & Pori-
gine,.

Ann. de Mathémazt., 2® série, t. I1l. (Novembre 1864 ) 32



( 498 )
9. La question que nous venons de résoudre donne
lieu a la suivante, lorsque la surface considérée devient
un paraboloide :

Trouver le lieu des foyers des sections par des plans
paralléles & l'axe de la surface.

On pourrait déduire des résultats précédents la solution
de cette question, mais il est plus simple de 'aborder di-
rectement. On trouve ainsi pour le lieu des foyers des
sections paraboliques une surface du quatri¢éme ordre
dont I'équation est

_77 z’_’\ 2 ),'l z? ‘)-2 zi
~+~—)——?J: — 4 + pq =+ ) =o.
I q r q P q

La discussion de cette surface n’offre aucune dificulté.

10. Yindiquerai encore le résuliat suivant :

Le lieu des foyers des sections d’une surface du se-
cond degré par des plans paralléles & un des axes est
une surface du quatriéme ordre.

Ainsi, pour I'ellipsoide, le lieu des foyers des sections
paralléles a I’axe des x a pour équation

yl z2 _ \)’, . 2 z—z R
(53+—> [(a’ cUF—i—(a b)c?+’
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