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CALCUL APPROCHE DE ~ DANS LA FORMULE
DES INTERETS COMPOSES;

Par M. H. LEMONNIER,

Professeur au lycée Saint-Louis.

Soit la formule
A=a (1 +r)*"(x 4+ 1f),
ol 7 est un nombre entier et f un facteur moindre que 1.
Si on prend
A=a(1+n),
A=a(1+nr)(+rf),
A=a(1+r)(1+rf),

= a (14 n)" (14 r— f)y
=a(1+re ) (1411 f),

on reconnait immédiatement que ry, 7y, ryy. . ., forment
une suite décroissante, tandis que ry, 1, 7¢,. . . , forment
une suite croissante.

Nous nous proposons d’établir que r en est la limite
commune, et de fixer le degré d’approximation a quelque
point qu’on s’arréte.

Nous avons d’abord

() (o) =+ ren ) (11 f)s
d’onr
(t+n)" _ rv4nf
(‘ +"k+|)"— 1 +‘"lr—|f,

ce qui donne

(14 n)— (14 1) (’k——f&_.)/,
(l —+ Fig)® t+nf
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puis
rl(r/‘—rm)-i-"(”-_l)(r’——r2 )4
k s . (re— "l:—x)f
(’+rh+|)" 1"""[‘—4]‘7
d’ou1
o s — ("k‘_"k—l)
3 k1 — ml+rk_|f
('+rk+l)"f
>
n(n—1) n(r—1)(n—2)  , 2
’l+——‘T(fk+’k+|)+T(’k4”krk+x+r‘+l)+---
(re—ri-s) :
= \Tk— Tk
+ —1
1 ri-f n-4 n—(—:l——>(l'k+rk+,)+...
n+n(n-—1 o n(n-—-l)(/z——z)r; .
. 1.2.3 -+
—+ Tkt n(n—1)
ll+—l—2-(r[‘+rk+|)+...

Dans la parenthése, le facteur de 7, est moindre que r.
Donc

i(’l‘—"k+l)<i(rk—rl:—l)'lr.£‘_—}-(i -+ "k-H)'

Posons

_ s
= 1+r,f<;+r').

Comme nous avons 1y, > 1, et ry < 1, 1l s’ensuit

f 1 )
a> 1+rk_|f<;+r‘+l) b
donc

H(n—rnn) <<Eln—rna)e,
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relation générale qui donne
’3°—rz<(r|‘—"'z)¢,
"3—7"<("3—"'2)“<("|—"z)“2y

re—r(rs—r)a< (r—n)a,

..........................

i(rlt'_’}+l)<i—(7k—'7k-—l)a<("|“"2)“""§

mais
(t+rn)=0+nyr(+rrf),
d’ou
(t+r)
m =1+ rlf,
(i+rf—O+r)"_
(14r1) =nfs
done
n(ri—r,) +n(”——l)(r: —-r:)+ ..
2 =nf;
(X4r)"
d’ou
_ (1n)rf
nen= n(r—r1) nln—i1)(n—2) , )
n4—————(r 1) —————(r 1)+ . . .
1.2 1.2.3 ! 2

1
=rf nA4...
n+n(n—x)r’ n(n—l)(n-—z)r,_’_”.
r 1.2 1.2.3 ?
n+’i’:l—)(rl+r2)+.’_‘_(£—‘_l)(n;2)(rf+r‘r2+r;)+
1.2 1.2.3

<ns(5+n)<ns (34 7)-
En conséquence,

i(r"—’*+r)<"xf(;‘;+r.> at—t,

22.
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ou
k—1 k
i(’/."’ﬁ+l)<’lf<‘x-_{ff;7) <111+ 7‘.) .
Telle est la formule que nous avions en vue. Flle éta-
blit que r est la limite commune des deux suites

Ty Tyy Fone s o s

TisTis Toy e« +s

si 'on a, comme d’ordinaire,
1
; —+r, < I,

ou méme a la seule condition d’avoir
f /1 \
_— (= i,
I+ rf (n ' ) <
et elle fixera le degré d’approximation au point oi on
voudra s’arréter. '

Note du rédacteur. — Un calcul de valeurs appro-
chées, qui ne tient aucun compte du degré de I'approxi-
mation obtenue, est un véritable non-sens ; autant vau-
drait-il prendre le premier nombre venu comme valeur
approchée de celle que I'on cherche. Je considére done
’article de M. Lemonnier comme un complément indis-
pensable a la solution que I'on donne ordinairement de
I'une des questions sur les intéréts composés.

Toute méthode d’approximation doit satisfaire 4 deux
conditions essentielles ; il faut d’abord qu’elle fasse con-
naitre le degré de 'approximation de chacune des valeurs
qu’elle détermine, et, en second lieu, il faut qu’elle puisse
conduire a une valeur aussi approchée de l'inconnue
qu'on voudra.

Ces conditions sont-elles, ou non, remplies par la mé-
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thode qui donne les valeurs approchées ry, ry, 73, etc., de
I'inconnue 7 dans I'équation

A=a(14r) (1+rf)?

11 résulte des calculs de M. Lemonnier que la méthode
est applicable, si les données A, a, n, f satisfont elles-
mémes a 1'inégalité

f 1
_—l—i—r,f <,—l+ "1><13

ou ry, ry représentent les racines positives des équations
A=a(i+r), A=a(i+nr)(1+nrf).

En indiquant ici quelques modifications qu'on peut
apporter dans ces calculs, mon objet n’est pas de parvenir
a des résultats qui soient préférables a ceux auxquels ils
ont conduit, mais seulement d’éviter 'emploi de la for-
mule du bindme, dont la connaissance n’est pas exigée
des candidats aux Ecoles Navale et Militaire.

Jadmettrai que le nombre entier n surpasse l'unité,
car, s’il en était autrement, la valeur de r se détermine-
rait en résolvant une équation du second degré. On a, de
plus, par hypothese, f<1.

Les nombres 7y, 15, 1%,. . ., sont plus grands que 7, et
vont en diminuant; les nombres ry, 7, 7%, . . ., sont moin-
dres que r, et vont en augmentant ; donc, les uns et les
autres s’approcheut de plus en plus de 7. S’en rapproche-
ront-ils autant qu'on voudra? C’est le point a éclaircir.

Je désigne pav ry_y, 11y Ti4q, trois des valeurs appro-
chées successives, et je suppose que le nombre k est pair.

Les relations

A=a(1 +n)"(1+ f o),
A=a(1 +rk+.)"(l +fri),
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donnent

(C+rna (1 +fr)=0+n)" (1 +Fr),
ou

1+ e+ 4+ ne ) Sfre= (1 +n) + (1 +n) fric.
De la
(t+rnp ) —(+n) =4+ n)lfr—(4rn.)" S,
égalité qui revient a
(14 7k P — (141 )"
= (142 Sf (s — ) — (1 g — (1 +7)0 ],
et par suite on a
[(x 4 o)t — {1+ 7Y (0 = Sfr) = (L4 )" (rhm— 18) 5
ou bien encore
(M —r) (e P (T P2 (11 ) o
(14 ) ) (0 Sr) = (1 r) S (rhe — 7).
Le nombre 1y, étant plus grand que 7y, le facteur
O+ )=+ (e () . oo (1))

est de méme plus grand que 2 (1 + r;)"~*. Par conséquent,
de la derniére égalité obtenue on déduit successivement
les inégalités :

a(re—r) (1n ) (L) < (+n ) F(fe— )

(1+r)f  (n——rm),
(i —m) <D, B,

Th—r— Tk
(i — i) <

On a donc, en substituant a k les nombres 2, 4, etc.,

rn—n

ry—r, <

ry—r,

’
n

ry=—17
<,

n n

ne— 1 <



d’ou
r—n
ry — Ty <'—”2
De méme,
Ty —Tg Ts T
r—rg < < o
a plus forte raison
ry—7"r;
ry—r H
! e << n !

et, généralement,

n—"nr
Papr — Top < T

inégalité qui prouve que la différence ry; 4y — ry; devien-
dra moindre que tout nombre donné.
1l est clair qu’on a

rn—7n

Papopr — T < Tapgs — T2k < ok

et
rn— T

r— o < T — Tk < P

c’est-a-dire que la méthode conduit & des valeurs aussi
approchées qu’'on voudra de la valeur exacte de I'in-
connue 7.

On peut exprimer lalimite des erreurs ry; s —r, r—ry,
en fonction des données A, a, n, f, et du nombre k qui
détermine le rang de la valeur approchée; car les égalités

A=a(1+n), A=a(14n)(1+fr)
donnent
(1+ryP—(14+r)r=>04+nrn)yMm,

ou

(rn—r)[(1+r )+ (1 r )2 (1dn) 4. (1 1) ]
=(1+4 ’2)"f"|,
et, comme on a

[(1r )+ (1r) (1) o (147 S R(1 ),
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il en résulte

(14+n)fr. _ (147)fr
rn—r< - < - .
Mais
(14r)= \7%7
et

"/A
ry= —_——13
a

substituant & 147y, ry, leurs valeurs, 'inégalité

(1+r) fr

n

i)

n

Vi)

"zl:+t—"< ki

Ve

T— T < nk+t

r—r<

devient

«

"u"‘fz<

En terminant, remarquons qu’il n’est pas démontré
qu'une valeur r; donnée par cette méthode approche plus
de 'inconnue r que la valeur précédente r;_,.

Lorsque le nombre A est pair, on trouve, au moyen
d’un calcul absolument semblable & celui que nous avouns
fait,

Ther — T
r— I‘k<—n-,

et, par conséquent, la valeur r; de rang pair est plus ap-
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prochée que la précédente r,_,. Mais si k est impair, le
méme calcul conduit a ’égalité

(re—n(1r Al der) oo (1) ) (U fre)
= (1 + 7 f(r — 1)y

qui ne prouve pas que (r; —r) soit moindre que (r—r;_,).
Cette égalité montre qu'on a

n(rg—r) (1 = (1 fro ) < (1) f(r—r) 5

d’ou

rp—r re—r, ____(I+r)f
k <( » k_l)ll(l—f-frk_‘),
et a fortiori
(1+r)f
AT <) ey

Par conséquent, il suffit qu'on ait

1 r
( -+ ‘)f < 1,
n(1+fr;)
pour que la valeur 7, de rang impair, soit plus appro-
chée de r que celle qui la précéde. Cette condition sera
évidemment remplie si r, est moindre que l'unité.

G.



