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SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 550

(voir tome XIX, page 406);
Par M. Lion DYRION.

Enonct. — L'éguation d’une ellipse (coordonnées

. , z? : . .
rectangulazres) etant p +%’£ =1, par un pownt pris

sur la développée de Uellipse on peut mener trois nor-
males, dont deux ne sont pas tangentes & la dévelop-
pée au point considéré; la corde qui joint les points
d’intersection A et B de ces deux normales est normale
a Uellipse ayant pour équation

cz_z 2 c2y 2
(Zﬁ> - (W) =t

Soit (x’y y’) un point de la développée ; les pieds des

(DEesBoves. )
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normales a I'ellipse issues de ce point seront sur I'hyper-

bole
(1) Ay + b'zy’ — atyzx’ = a.

Si cette hyperbole est tangentc a ellipse, deux normales
se confondront en une seule. Donc, si j'identifie I'équa-
tion (1) avec la suivante

)\(a’y’ -+ b2x? — azb:)
A (y — mz — Ja'n 4+ b)) (y — pr— g) = o,
4, p, q étant indéterminés, I'équation
y=pr+q
représentera la sécante AB.

En identifiant les équations (1) et (2) on a cinq condi-
tions qui déterminent x', y', X, p, ¢. Or les trois pre-
miéres

rat+1=—o,
Ao —mp =o,
—2a*b + g Varm*+ b =o,

donnent
A

)
atm’
2
g = ————
Vaim® 4 b

pP=—

et 'équation de la sécante AB devient

b? b?
y = — R X )
a*m yatod + b
que Pon peut éerire
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qui est I'équation d’une normale a I'ellipse

clx L"_}’ 1_
50)+ () -

Les deux relations que nous avons négligées exprimaient
x'et y' en fonction de m. De sorte que si I'on éliminait
m entre ces deux équations on aurait I’équation de la dé-
veloppée.

On peut remarquer que la direction de AB est conju-
guée de celle de la tangente, ce qui donne encore une
propriété remarquable de cette ligne.

Question 669
(voir 2° série, t. I, p. 422);

Par MM. GODART er COURTIN,
Eléves de Sainte-Barbe (classe de M. Moutard ).

Deux tétraédres abed, d'b'c'd’ étant donnés, dési-
gnons par ay, oy, a3, a, les volumes des tétraédres
obtenus en joignant le point a aux points a', V', ¢, d';
By, Bss Bss Bu les volumes des tétraédres obtenus en joi-
gnant le point b aux points a', b/, ', d'; etc.

Démontrer que

o o, %y

B, B B B —_—
= abed X n’b’c’d’l.

Yo Y2 Y U

3| aﬂ a:' 8.

(Faure.)

Si on a quatre points dont les coordonnées soient
.(x"y’zl), (xI/JJ/z//)’ (J.l//.},lllzﬂl)’ (xlvv,ylvzl\’), ]e volume
du tétraédre ayant ces quatre points pour sommet est, a
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un facteur constant prés, donné par le déterminant
‘ZJ, J,/’ 7, 1
;Z'”, J,II, zl/’ 1
M w 1

x”, Y, 2,

z:v, ylv’ zIV’ I

Nous ferons dans la suite abstraction de ce facteur con-
stant qui se trouverait dans les deux membres de loutes
les égalités, et qu’on pourrait supprimer.

Cela posé, considérons un des déterminants a4, as,...,
a, par exemple. Si on appelle (x'y’z’), (x"y"2"),..., les
coordonnées des sommets du tétraédre abed; (2, y' 2 ),
(2" 9" 2"),...,celles des sommets du tétraédre a’d’c’d’,on a

Z Y z T

4 ” ”
o« — Ty X 3y 1 ,
t " " "

‘zl jl zl ¥

RV I
etsion appelle D', D, D7, D' les déterminants mineurs du
déterminant qui exprime le volume du tétraédre a’b’c’d’,
quand on ordonne ce déterminant par rapport a x’, y’,
2’y 1,
«, =D, 2’ 4+ Dy + D7z + DY.

De méme «, serait de la forme
-
2,== Dz’ + D'y’ + D}z’ 4+ DY,
D,, D}, D'}, DY élant des déterminants mineurs analogues

aux premiers, et ainsi de suite; de sorte que le détermi-
nant proposé peut s’écrire

Dz’ +...+DY, D,z 4..4D7, D,z +.., D,z +...
D\ 2" 4.+ DY, D,z” 4-...4+Dy, Da” +.. Dz’ +...
D’lul"” +“'+Dllv’ D’zul‘,” +'“+ D';, D’s.'r”, _1_'"’ D".r’” _|_.“
D\ 2" 4 4DV, Dyav.. . 4DV, D v, Dav ...

21,
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Or ce déterminant est égal, comme on sait, au produit

Z ¥y 7 1 D, D D" DV
z" )’” ” I « Dlz DI; DI;I D‘zv )
" y" 2 D, D, D)} Dy
S A D, D, D] Dy

Le premier est, a un facteur constant prés, le volume de
abcd. Quant au second, c’est le déterminant formé par
les seize déterminants mineurs du déterminant

!
.'l'l ~y‘ z| 1
L4 4 4
Ty Y % 1
" m " ‘
Ly, ye 2, 1

v '.y.llv z'Vv 1

Donc (*) il est égal au cube de ce déterminant qui repré-
sente le volume a’b’c’d’. La proposition est donc démon-
trée.

Note. — M. A, S., éléve de M. Painvin, a envoyé une solution de la

méme question. Il existe un théoréme analogue pour deux triangles si-
tués dans le méme plan.

Question 684

(voir page 59);

Par M. Lion DYRION.

Dans toute parabole, la droite qui joint les milienx
des rayons de courbure correspondant aux extrémités
d’une corde focale quelconque passe par le foyer et par
le péle de la corde focale. A cette propriété descriptive

(*) Bavtzer, traduit par Hoter, p. 46.
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correspond la relation métrique

() (@) =)’

R et R étant les courbures et 2p le paramétre. (Picron.)
L’expression du rayon de courbure est
N3 N? N

R— ":N. —_— = 9,
P P Cos‘w

v étant 'angle FMN = MNI", N la normale. On voit donc
que l'on aura le milieu R du rayon de courbure, en élevant

en Fune perpendiculaire FR sur la corde. Le point R s’ob-
tient par la méme construction, et comme la droite FRR’
passe au foyer et au point D, la premiére partie est démon-
trée.

Quant 4 la relation métrique, on a

on a donc

2 -
1\’ 1)’ (1 1
R) T\R) =P \mtw)

N étant la normale au point M'.
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Mais
IIT; = cosw, 11\77, = cose’ = sinw,
donc
1 ¥ _ I
S g
et
2 2 2
I 3 t\3 ( 1\3
&)+ (&) =)
Note pu répacTEUR. — M. Picquet fait la remarque
sulvante :

Si T'on considére un rayon lumineux émané du
point F et dirigé vers FM, il se réfléchira sur une paral-
lele a P’axe. Il résultera d’'une formule trés-connue rela-
tive aux caustiques

1
== COS®W. =

2
R MF
(parce que le rayon réfléchi est infini), c’est-a-dire

MF = -I—{ COS® .
2

Donc la droite qui joint le milieu du rayon de courbure
en M au foyer est perpendiculaire a la corde focale. Tl en
serait de méme pour le point M'. Donc la droite qui joint
le milieu des rayons de courbure est perpendiculaire a la
corde focale, au foyer, et par suite elle passe par le pole.

MM. Hanon et Willot, éléves de I'’Ecole Centrale, ainsi
que MM. Mirza-Nizam et Marini, licencié és sciences,
donnent une démonstration géométrique trés-simple,
fondée sur la construction du rayon de courbure des co-
niques.

La méme question a été traitée par MM. Courtin et
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Godart, Lacauchie, Grassat et Tivollier, Nouette et De-
batisse, Douradou, Graindorge.

M. Marini donne en outre une solution analytique, et
se pose ce probléme plus général : Déterminer la courbe
dans laquelle le segment du rayon de courbure inter-
cepté entre le rayon vecteur et une droite partant du
pole et faisant avec lui un angle constant « soit propor-
tionnel au rayon de courbure. Ce probléme conduit &
une équation différentielle du deuxiéme ordre qui se ra-
méne au premier, mais qui parait ne pouvoir étre inté-

3 3 \ ki3
grée complétement que dans le cas ou ¢ = S Dansce cas,

et pour quelques valeurs simples du rapport donné, on
trouve la parabole, la spirale logarithmique, I'hyperbole
équilatére. M. Marini arrive par cette derniére courbe
a la propriété suivante : Dans Uhyperbole équilatére, la
perpendiculaire & un diamétre menée par le centre inter-
cepte sur la normale menée & Uextrémité du diamétre,
surla partie prolongée en dehors de la courbe, une lon-
gueur égale au rayon de courbure.

Question 685

(voir page 60);

Par M. L¥ox DYRION.

Une courbe quelconque A est siluée dans le plan
d’une parabole. On lui méne une tangente mobile qui
coupe la parabole en deux points P ev P'. On projette
les centres de courbure relatifs & ces points respective-
ment sur les rayons focaux qui y aboutissent.

La droite qui joint ces projections p, p' enveloppe
une courbe symétrique de A par rapport au foyer.

Examiner le cas particulier oii la courbe A se réduit a
un point, et celui ot elle s'éloigne @ Uinfini. (Piceon. )



(328)

Dans la question précédente, le foyer est la projection
sur le rayon vecteur du milien du rayon de courbure;
Pextrémité du rayon se projettera donc suivant un point
symétrique de P par rapport au foyer. La projection de
Pextrémité de 'autre rayon sera symétrique de P’ par
rapport au foyer.

On voit donc que la ligne pp’ qui joint les projections
des centres de courbure est la symétrique de la droite PP/
par rapport au foyer. Donc, si PP’ est tangente a une
courbe A la ligne passant par les projections des centres
de courbure sera tangente a une courbe symétrique de A.

Si A est un point, toutes les droites symétriques de PP’
passeront par le symétrique de A.

Si A va alinfini, toutes les droites seront paralléles.

Note. — Solution géométrique, fondée sur la question 684, par MM. H.
Picquet, Mirza-Nizam, Hanon et Williot, Tivolliér et M. Lhopital, éléves

du lycée de Lyon, Nouette et Debatisse, Courtin et Godart. Solution
analytigue de MM. Tivollicr et Grassat.

Questions 686 et 687

( voir p. €0).

686. Si dans une ellipse deux cordes supplémen-
taires variables passent par les extrémités d’un diamétre
donné et que, par un point fixe pris sur Uellipse, on
méne des paralléles a ces cordes, la diagonale libre du
parallélogramme qu’elles forment avec elles passe par
un point fixe. La connaissance de ce point permet de
trouver les points et les tangentes en ces points d’une
ellipse donnée par son centre ct par trois points.

(P1cEon. )

687. Lorsque le sommet d’un angle dont les cdtés
restent paralléles a eux-mémes décrit unc section co-
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nique, la corde sous-tendue par U'angle enveloppe une
seconde conique asymptotique (ou semblable) a la pre-
miére. (Preeon.)

Nous avons re¢u un grand nombre de solutions (*) de
ces deux questions, et la plupart de leurs auteurs font re-
marquer que ces théorémes sont évidents dans le cercle
et que leur extension aux sections coniques s’obtient soit
par des projections coniques ou cylindriques, soit par la
trausformation homographique; c’est probablement par
I'un de ces moyens que M. Pigeon y est parvenu. Celte
remarque dispense d’cntrer dans de plus grands détails.

Question 688

(voirp.61);

Par M. MIRZA-NIZAM.

Par un point quelconque pris sur une ellipse, on
méne la normale qui rencontre les axes en P et Q. Sur

>

=]

le prolongement dc la normale on prend MP'= MP;

(*) Croullebois, éléve de l'institution Barbet; Nombel, Alcan, éléves de
Sainte-Barbe ; Morel, Leclére ct Daguenet, Lefort, G. Elie, Graindorge, Bailly
et presque tous les élévés nommés a propos des questions précédentes.
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sur P'Q comme diamétre on décrit un cercle qui ren-
contre au point N la tangente conduite par M. Par le
point N on méne une paralléle a la normale, et par le
centre O une paralléle & la tangente.
Le rectangle MNM'N' ainsi obtenu est constant et
équivaut au rectangle construit sur les demi-axes.

On a dans le cercle
MN = MP.MQ;
les triangles semblables RMP et KMQ donnent
MP.MQ — MK.MR = OM, ,

OM, étant le diameétre paralléle a la tangente MK; on a
donc

MN = OM,.
Je joins OM et j’ai

MM’ = OM.sinMOM, .
On a donc

MN.MM' — OM,.OM.sinMOM, = ab,
a et b étant les demi-axes. Le théoréme est donc démontré,

Remarque. — Ce théoréme permet de trouver la limite
du point Q ou du point P quand la normale se confond
avec I’'un ou I'autre axe, et par suite permet de trouver
le centre de courbure aux sommets de I'ellipse.

Note.,— MM. Bailly, aspirant répétiteur au lycée d'Orléans, Leclére,
€éléve dulycée de Caen (classe de M. Toussaint), font remarquer qu’il existe
un théoréme analogue pour I’hyperbole. Autres solutions de MM. Dyrion,
Lacauchie, éléves du lycée de Strasbourg; Alexandre Barrére, Tivollier et
Grassat, Michel Lhopital, du lycée de Lyon; A. du Mesnil, de V'école de
Sorréze (classe de M. Dumont ); Smith junior, du lycée Louis-le-Grand;
Leparquois, du lycée de Caen; Massing, Douradou, Picquet, Courtin et
Godart, de Sainte-Barbe; Puthoste, du Prytanée impérial; Morel, Lhé-
ritier, du lycée de Douaij A. L. et E. L., de I'Ecole Sainte-Geneviéve.



