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NOTE SUR LA TRANSFORMATION PAR RAYONS VECTEURS
RECIPROQUES ;

Par M. MOUTARD.

La transformation d’une surface algébrique par rayons
vecteurs réciproques fournit en général une transformée
d’un degré double; il n'y a d’exception a cette régle que
lorsque la surface proposée contientle cercle de Vinfini
ou le pdle de transformation.

Désignons :

1° Par mle degré d’une surface;

2° Par p le degré de multiplicité du pole, c’est-a-dire
le nombre des points d’intersection de la surface avec une
transversale quelconque issue de ce péle qui sont confon-
dus en ce point (p = o, pour un pdle extérieur);



((307)
3° Par q le degré de muliiplicité du cercle de l'infini,
c'est-a-dire le nombre des nappes de la surface qui le
contiennent;
4° Enfin, par m/, p', ¢', les nombres analogues aux
précédents, relatifs a la surface transformée par rayons
vecteurs réciproques.
Ces six nombres sont liés entre eux par les trois rela-
tions :
’ m'=2m-—p—2gq,
p=m—2q,
¢g=m—p—gq,
ou leurs équivalentes

m=z2m'—p — 24,
p=m—2q,
g=m' —p' —q'.

Lorsque p + 2¢ = m, la transformation n’altére ni le
degré de la surface, ni le degré de multiplicité du pdle, ni
le degré de multiplicité du cercle de I'infini.

Certaines de ces surfaces jouissent en outre de la pro-
priété de se transformer exactement en elles-mémes, pour
un choix convenable du péle et du paramétre de trans-
formation. Je propose de leur donner le nom d’anallag-
matiques (« privauf, aawsw, je change), et j'appellerai
pdle principal (¥) tout pdle pour lequel cette condition est
véalisée, et sphére principale une sphére ayant pour
centre un pole principal, et pour carré de son rayon le
paramétre de transformation correspondant.

Toute surface anallagmatique peut étre définie comme
le lieu des intersections successives d’'une sphére assu-

(*) Voir dans UInstitut Vextrait du procés-verbal de la séance de la
Societé Philomathique du 15 décembre 1860.
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jettie a couper orthogonalement la sphére principale, et
dont le centre décrit une surface directrice fixe. Lorsque
la surface directrice admet des génératrices rectilignes, la
proposée admet des génératrices circulaires; lorsque la
directrice est développable, 'un des systénres de lignes de
courbure de la proposée consiste en circonférences de
cercle. )

Les surfaces du troisiéme ordre, qui contiennent le
cercle de l'infini, et les surfaces du quatriéme ordre, qui
contiennent ce cercle comme ligne double, sont en
général anallagmatiques par rapport a cinq péles diffé-
rents, parmi lesquels trois au moins sont réels. Les cing
sphéres principales se coupent deux a deux orthogona-
lement ; de 14 dérive pour les cing poles principaux une
relation de positions remarquable: la droite qui joint
deux quelconques d’entre eux est nécessairement per-
pendiculaire au plan des trois autres, ou, ce qui revient
au méme, chacun des tétraedres qui a pour sommets
quatre des poles principaux est tel, que ses hauteurs con-
courent en un méme point, et ce point de concours est
lui-méme le cinquiéme pole principal. Si on prend pour
pole de transformation le point de concours des hauteurs
de I'une quelconque des faces de ces tétraédres, avec un
paramétre de transformation convenable, la transformée
est symétrique de la proposée par rapport a la face du
tétraédre. Nommant un pareil point péle secondaire, on
voit qu'il existe en général dix poles secondaires pour les
anallagmatiques du troisiéme et du quatriéme ordre.
Dans le cas du troisiéme ordre, les cinq péles principaux
etles dix poles secondaires sont situés sur la surface.

Les sphéres doublement tangentes 4 une anallagma-
tique du troisiéme ou du quatriéme ordre la coupent sui-
vant deux cercles. Toutes ces sphéres forment cinq sys-
témes différents dont les centres sont situés sur les cinq
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surfaces directrices correspondantes aux cinq poles prin-
cipaux; ces directrices sont des surfaces homofocales du
second degré, dont le centre commun jouit de propriétés
remarquables. Pour le troisiéme degré, ce centre est rejeté
a l'infini.

Tout péle principal d’une anallagmatique du quatriéme
ordre est le sommet d’un céne du second degré dont cha-
que génératrice est doublement tangente i la surface, et
dont la courbe de contact est située sur une sphére con-
centrique aux surfaces directrices. On conclut aisément
dela que par un point de la surface on peut mener en
général dix sections circulaires, ou, ce qui revient au
méme, que les plans doublement tangents a la surface se
répartisstnt suivant les plans tangents a cinq cénes du
second degré.

Les courbes d’intersection de la surface et des sphéres
principales renferment divers points remarquables, parmi
lesquels les ombilics ; mais je me borneici  signaler leur
existence, ainsi que celle des lignes d’intersection des
spheéres principales et des surfaces directrices correspon-
dantes, dont les propriéiés rappellent les lignes focales
des surfaces du second degré.

Je ferai remarquer, en terminant, qu’a I'aide d’une
simple transformation linéaire, il est aisé de déduire des
propriétés des anallagmatiques du troisi¢me et du qua-
triéme ordre un grand nombre de propriétés de la surface
générale du troisieme degré et des surfaces du quatriéme
degré dont deux nappes se croisent suivant une méme co-
nique.



